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ЭКИНЧИ ТАРТИПТЕГИ ДАРАЖАЛУУ ӨЗГӨЧӨЛ  Y ГY МЕНЕН 

ЖЕКЕЧЕ ТУУНДУЛУУ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫК ТЕҢДЕМЕНИН 

ЧЫГАРЫЛЫШЫН ИЗИЛДӨӨ 

 

Кошумча аргумент кийируу усулу менен даражалуу eзгeчeлYктeрY бар экинчи 

тартиптеги жекече туундулуу дифференциалдык тецдеменин чечимин изилдвв 

маселеси каралган. Бул усул менен кандайдыр бир коюлган маселени чечYYнун жолун 

тандоого жана баштапкы маселени чечиминин бар экендигин жана жалгыз экенин 

далилдввгв болот. Мындай маселелерди чечYY актуалдуу маселелерден болуп саналат. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В 

ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА СО СТЕПЕННЫМИ 

ОСОБЕННОСТЯМИ 

Предусмотрен вопрос изучения решения дифференциального уравнения с 

частными производными второго порядка со степенными особенностями. 

Использован метод дополнительного аргумента. Этим методом можно выбрать 

способ решения поставленной задачи и доказать, что решение задачи существует и 

является единственной. Решение таких вопросов является одним из актуальных. 
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INVESTIGATION OF THE SOLUTION OF A SECOND-ORDER PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATION WITH POWER-LAW SINGULARITIES 

The issue of studying the solution of a second-order partial differential equation with 

power-law singularities by the method of an additional argument is envisaged. By this 

method, you can choose a way to solve the problem andprove that the solution to the problem 

exists and is the only one. The solution of such issues is one of the most urgent. 

Key words: Degree, completeness, second order, additional argument method, 

integral equation, uniqueness. 

 

Киришуу. Бул макалада экинчи тартипке чейинки белгисиз функциянын жекече 

туундусу камтылган дифференциалдык тевдеме каралган. Белгисиз функциянын 
жекече туундуларынын коэффициентери катары t жана x eзгeрмeлeрY белгилYY бир 

даражада берилген. Даражадагы сандар m, n чыныгы сандар. 

Биринчи тартиптеги даражалуу eзгeчeлYктeргe ээ болгон тевдемелер [1-2] 

эмгектеринде каралган.. 

Маселенин коюлушу. Темен^ маселени карайлы: 

12mutt(t, x) —x 2nuxx(t, x) + mt 2m—1ut (t, x) —nx 2nlux(t, x) = f (t, x, u) , 

(1) 
0 < t < T, x e R, 0 < m < 1, n e R, 

u(0, x) = p0(x) x e R 

(2) 

ut (0, x) = p1(x), x e R 

(3) 
Эгерде (1) де m > 1болсо, анда тевдемеде езгечелYк пайда болот. 
(1)-(3) маселесиндеги берилген функциялар жетишерлик децгээлде жылмакай 

функциялар болсун дейли, башкача айтканда: 

(р0(x ) Pi(x) e Сb ( RX f (t, x u) e C 2([0, T] X R 2 ) о Lip(L\ uX 

Cb(k) - езYHYн k -тартипке чейинки YЗГYлтYксYЗ жана чектелген жекече 

туундуларына ээ болгон функциялар классы, 

Lip(L\u) - Липшиц шартын u езгермесY боюнча L>0-const коэффициенти менен 

канаттандырган функциялардын классы. 

Биз кошумча аргумент кийирYY усулун колдонуунун алдында (1) тецдемесин 

бизге ыцгайлуу формада жазып алуубуз керек. (1) формуласын теменкYдей жазып 
алалы: 

t m(tmut (t, x) +x nux(t, x))'t —x n(tmu (t, x) +x nux(t, x))'x = f (t, x, u) (4) 

Чындыгында эле (4) тецдемесинен кашааларды ачып жиберсек, элементердык 

езгертYп тYЗYYлерден кийин (1) барабардыгын алууга болот. 

(4)-(3)-(2) маселеси YЧYн кошумча аргумент кийирYY усулун колдонолу. 

Жыйынтыкта каралган маселе тем ен^ интегралдык тецдемеге келет: 
t 

t mut(t, x) +  x n u(t, x) =  ip0(q(0, t, x) + | f (s, q(s, t, x), u(s, q(s, t, x)) ds 
0 

 

мындагы 
(5) 
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 Г - + 

x 

 

q(s, t, x) 
m —1 

1 

n—\ 

 

 
(s, t, x) e DT+{0 < s < t <T, x e R +, 

n —1 
j m—1 

эгерде n ̂  1, 

m —1 

x n—1 

n —1 

s
m—1 

q(s, t, x) x exp 
1 

(m —1)sm—1 

1 

(m —1)tm—1 
, (s, t, x) e DT {0 < s < t <T, x e R , 

эгерде n = 1, 

^ 0 ( x ) = x " u x ( 0 , x ) =  x " p0( x ) • 

q(s, t, x) - функциясы t mqt(s, t , x) —x nqx(s, t , x) = 0 барабардыгын канаатандыра 

тургандыгын жана ал функция Y4YH t0M0hky шарт орун алаарын далилдейли: 

q(s, s, x) =x. 

Жекече туундуларды табабыз: 
 

qt(s, t, x) =qn(у t, x) — , (6) 

qx(s, t, x) =q n(^ t, x) — , 
x 

(7) 

(6) барабардыгын t m 03Г0рм0CYH0, ал эми (7) барабардыгын x n 03Г0рм0CYH0 к0б0ЙтYп 

алабыз. Андан кийин (6)дан (7)ни кемитYY жолу менен биз караган барабардык орун 

алат: 

tmqt(s, t, x) —x nqx(s, t, x) = 0, 

Ошондой эле q(s, s, x) =x барабардыгы орун алат. Бул ырастоолор n=1 учур 

YЧYн да туура болоорун далилд00ге болот. 

Биз жогоруда колдонгон усул менен (5),(2),(3) маселесин интегралдык тецдемеге 
келтирYYHY карайбыз. Колдонуунун мындай жолдору айкын мисалдарда [3] 
жумушунда берилген. Биз ошол эмгектен пайдалануу менен т0M0нкY тецдемеге келдик: 

t t s 

u(t, x) = (P0 (p(0, t, x)) + J ̂  0 (q(0, s, p(s, t, x))ds + J J f (p, q(p, s, p(s, t, x)), u(p, q(p, s, p(s, t, x))dpds, 
0 0 0 

(8) 
(8) деги 

 
m —1 

p(s, t, x) =  
n —1 m —1 n —1 

 

 

 

 

1 

n—1 

 
 
 

 
, (s, t, x) e DT+ эгерде n Ф1, 

_m—1 
+ - 

n —1 j m—1 

 

p(s, t, x) =x exp  
1  1 

, n = 1, (s, t, x) e Dr эгерде n = 1. 
(m —1)tm—1 (m —1)sm—1 

Биздин аныкталаган p(s, t, x) функцияларыбыз YЧYн барабардык орун алат: 

tmp t(s, t, x) +x np x(s, t, x) = 0, p(s, s, x) =x. 

Барабардыктын орун алаарын туундунун жардамында далилд00 эч кандай 
кыйынчылыктарды жаратбайт. 

Биз максатыбызга жеттик, башкача айтканда (8) интегралдык тецдеменин 

чечимин табуу жетиштYY. Себеби (8) тецдемеси (1)-(3) маселесине эквиваленттYY. 
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Мындай жол менен коюлган баштапкы маселенин чечимин изилдее биз колдонгон 

усулдун езгечелYГY деп баалоого болот. 
(8) YЧYн удаалаш жакындаштыруу усулун колдонолу: 

t 

u N (t, x) = р 0(p(0, t, x)) + (q(0, s, p(s, t, x))ds + 
0 

t s 

+ Я f (p,q(p,s,p(s,t,  x)),uN -1(p,q(p,s,p(s,t,x))dpds, N = 1,2,3,,,, (9) 
0 0 

(9) да: 
t 

u0(t, x) = (po(p(0, t, x)) +J y {)(q(0, s, p(s, t, x))ds, 
0 

Ал эми N=1,2,3... учурлар YЧYн: 
 

| uN(t, x) - uN 1(t, x) 

мында 

t s 

LJ J |\uN -1 (p, q(p, s, p(s, t, x)) - u N- 2 (p, q(p, s, p(s, t, x))|dpds, 
0 0 

\u(t, x) = sup{ u(t, x) 0 < t < T, x e .R}, 

 

Анда 

ul(t, x) - u 0(t, x) < M 
T 2 

 

 

MP(T), 

u 2(t, x) - u \ t , x) <MLP 2(T) 

 

\uN(t, x) - uN-1(t, x) <Ln-1MPn-1 (T) = PN 
 

 

PN сандары жыйналуучу катарды тYЗгендYктен, 

YЗГYлтYксYЗ функциясына бир елчемдYY жыйналат. 

u0,u1 i 
удаалаштыгы u(t,x) 

Мисал. (1) тецдемесинин оц жагындагы функция убакыттан гана кез каранды 

функция болсун дейли, башкача айтканда: 

12mutt - x 2nu„ +mt2m-1ut - nx2n-1ux = f ( t ) , (10) 

(10) тецдемесин (2), (3) баштапкы шарттары менен карайбыз. Мындай маселенин 

чечимин жогорудагы эсептеелердY эске алып жазып алууга болоорун керебYз: 
t t 

u(t, x) =P0 (p(0, t, x)) +J y {)(q(0, s, p(s, t, x))ds + J (t - p ) f (p)dp, (11) 
0 0 

Бизде n Ф1, q(0, s, p(s, t, x)) ны аныктайлы: 
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1 

n-1 
 

 

q(0, s, p( s, t, x)) = 
m -1 

n -1 
+ - 

m -1 

s ml (p(s, t, x)) n-1 

1 

n-1  
m -1 

n -1 m-1 

s m-1 m-1 

n - 1 m-1 n- 1 
 

 

 

m -1 
„n -1 m -1 n -1 

 

 

1 

n-1 

 
 
 
 
 
 

 
= ~ о ( ^ t , x ) 

—m-1г h n-1, $m-1r~ 

2  m-1г"H n-1
: 

^m-1
r“ 

S X t 

 
Анда (11) ден t0M0hkyhy алабыз: 

t 

u(t, x) = (po(p (0, t, x)) +J^o (Po(Уt, x))ds +J(t - P)f (P)dP (12) 
0 0 

Интегралда алмаштыруу жYргY30ЛY: 

J \p0(p0(s, t, x))ds интегралында p 0(s, t, x) = талмаштыруу жYргY30ЛY: 
0 

 

s = 
2(n -1 

m - 1 m - 1 n - 1 

т 
1 

X 
1—  h  

t  
p 

1 

m-1 

 

 
=ro(т,t,x) (т,t,x) e D +x , 

 
r0(т,t,f) = m-12t, ds = t’x dT. 

8т 
(12) ден: 

 

P0(t-t,x) 8r (T t x) F 
(t,x) =P0(P(0 1,x)) + J ¥0(т)  ° T } dT +J(t - P) f (P)dPP 

P0(0,t,x) 8T 
 

(13) функциясы (10), (2), (3) маселесинин чечимин берет. 

Эми n = 1учурун карайлы. 

Анда q(0, s, p(s, t, x)) : 

 

(13) 

 

q(0, s, p(s, t, x) = p(s, t, x) exp 
1 

(m - 1)sm 
= x exp 

1 1 

(m - 1)tm1 (m - 1)s” 

1 

(m - 1)sm-1 

= x exp 
1 _ 1 

- 2- = P1 (s, t, x), (s, t, x) e DT. 
(m - 1)tr‘ (m - 1)sm 

 

n = 1учур YЧYн: 

u(t, x) =P0 (p(0, t, x)) +JP0)( p 1 (s, t, x)) ds + J(t - P) f (P )dP, 
/ 

0 0 
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I 

~ ( ̂  , t,x) = т алмаштыруусун j^ 0( 'p1(s,t, x))ds интегралында жYргYзeбYз: 
0 

1 
m-1 

s = 

(m - 1)[ 

2 

1 

(m - 1)tr‘
-1 - ln T ] 

= r (т,t, x), (t,т,x) e D +,. 

t,T) = m42t, ds =Щ  ̂ d T. 
о т 

Демек n = 1учур Y4YH тeмeнкYдeй чечимди алабыз: 
p 0 ( t t,x) or ( T t x) ‘ 

u( t, x) =Vo ( P( 0 , t, x ) ) + j ¥ о ( т) 1 ’  7 dT +\ ( t - P) f ( P) dP- 

P 0 ( 0 , t,x) OT 0 

Эгерде (1) тевдемесинде m = 0, n = 1учурун карасак, башкача айтканда: 

utt - x2ux - xux =f (t) ( 14) 

(14) ty тeмeнкY баштапкы шарттары менен карайлы: 

u(0, x)  =x 

ut (0, x) = p( x). 

Табабыз: 

p(0, t, x) =x exp{ s - 1} =xes-t, 

p 1(s, t, x) =x exp{2s - 1} =xe2s-t. 

(14) тевдемесинин берилген шарттарды канаатандырган чечимин алабыз: 
t t 

u(t, x) = p0(xe-t) +j y 0(xe2s-t )ds + j (t - s) f (s)ds 

0 0 

Биринчи интегралды берилгендерди колдонуу менен эсептeeнYн жыйынтыгында 

темен^ге ээ болобуз: 
t 

u(t, x) = xchtf++ Jj (t - s ) f (s)ds. 
0 

Алынган чечимдин коюлган маселени канаатандыраарын текшерели: 

ut(t, x) = xsht+ j f (s)ds, 
0 

u t(t, x) = xcht +f (t) 

ux(t, x) =cht, ux (t, x) = 0 

Жыйынтыкта: utt - x 2uxx - xux =f (t) . 

Тыянак. Коюлган маселенин езгечелYГY баштапкы шартта каралган экинчи 

функциянын, башкача айтканда p (х) функциясы маселенин чечимине эч кандай 

таасир бере албай тургандыгын кердYк. Бирок бул функцияны баштапкы 

берилгендерден аныктоого болот, тевдеменин езгечелYГYне жараша. 

Экинчи тартиптеги тевдемер YЧYн аларды каноникалык формага келтирбей 

кошумча аргумент кийирYY усулун удаалаш колдонууга болоорун кердYк. 
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