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В В Е Д Е Н И Е

Актуальность работы. Изучение динамических процессов в сплошных

средах, связанных с возникновением, распространением и дифракцией волн,

возникающих под действием стационарных и нестационарных воздействий,

действия сосредоточенных источников возмущений естественного или искус-

ственного происхождения, относится к числу сложных научно-технических

проблем и тесно связано с решением разнообразных инженерно-технических

задач, особенно актуальных для стран Средней Азии, которые относятся к чис-

лу государств, большая часть территории которых находится в зоне высокой

сейсмической активности. В связи с высоким развитием в этом регионе горно-

добывающей промышленности остро стоят проблемы обеспечения прочности,

надежности и устойчивости разнообразных подземных сооружений (шахт, под-

земных хранилищ, тоннелей, метрополитенов и т.п.).  Эти вопросы тесно свя-

заны с особенностями и строением окружающего массива, характером кон-

тактного  взаимодействия на границах раздела сред, глубиной заложения со-

оружений, типа и силы сейсмических воздействий, действующих транспорт-

ных и других нагрузок.

Разработка математических моделей волновых процессов в телах и сре-

дах с целью наиболее адекватного описания реальных физических процессов

является актуальной фундаментальной научной проблемой и связана с

построением решений краевых задач для гиперболических систем уравнений и

уравнений смешанного типа. Математическая теория  краевых задач для таких

уравнений пока не имеет достаточного развития в виду сложности

динамических процессов в средах. Для учета реальных свойств среды здесь

разрабатываются математические модели динамики породного массива при

распространении сейсмических волн с привлечением моделей механики де-

формируемого твердого тела: изотропных и анизотропных упругих, пьезоупру-

гих и двухкомпонентных сред.



6

В настоящее время наиболее изученной является линейно упругая изо-

тропная модель, но и для нее класс решенных дифракционных задач весьма

узок, в основном для границ  классических форм, для которых задача допуска-

ет разделение переменных. К реальным средам по своим характеристикам

ближе анизотропная упругая среда, распространение волн в которой подчинено

более сложным закономерностям: могут наблюдаться лакуны. Это явление свя-

зано с волноводными свойствами сильно анизотропной среды, резко

выраженными в направлениях с преобладающей жесткостью.

Среди динамических задач теории упругости особое место занимают задачи

установившихся колебаний, наличие  дискретного спектра частот, при которых

в телах возникают свободные колебания. При таких частотах наблюдаются ре-

зонансные явления: даже кратковременное действие возбуждающей силы той

же частоты приводит  к  потере устойчивости и разрушению конструкции.

Важное место в исследованиях по теории упругости занимают связанные

задачи, в которых учитывается связь поля механических напряжений и дефор-

маций с физическими полями другой природы (тепловыми, электромагнитны-

ми и др). Здесь рассматриваются волновые процессы в пьезоупругих средах,

где  связаны между собой упругая деформация и электрические поля. Интерес

к изучению пьезоэффекта объясняется широким спектром его приложения: в

радиотехнических устройствах для стабилизирования и контролирования ча-

стот, в кварцевых часах, приборах для обнаружения подводных лодок и многих

других.

Особый класс задач динамики сплошных сред составляют транспортные

задачи, в которых  действующие нагрузки движутся с определенными скоро-

стями. При этом существенную роль играет соотношение между скоростями

распространения сейсмических  волн, которых может быть несколько, и скоро-

стью транспортной нагрузки с учетом упругих свойств массива. Реальный по-

родный массив представляет собой сложную многокомпонентную среду, со-

стоящую из твердого пористого скелета, содержащего жидкие и газовые ком-

поненты, которые оказывают существенное влияние на процессы  распростра-
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нения сейсмических волн. Этот класс задач является модельным при изучении

воздействия на окружающую среду разнообразных транспортных средств либо

транспортируемых объектов.

Целью исследований является разработка методов решения уравнений

движения и краевых задач динамики деформируемого твердого тела и иссле-

дование на их основе процессов распространения волн в средах с усложнен-

ными свойствами.

Задачи исследований:

· на основе теории обобщенных функций разработать методы построения

фундаментальных и обобщенных решений уравнений динамики упругих

анизотропных сред; изучение волновых и асимптотических свойств реше-

ний, построение условий на фронтах ударных волн;

· исследование влияния степени анизотропии на волноводные свойства упру-

гой среды, численные эксперименты;

· разработка метода обобщенных функций для решения краевых задач дина-

мики анизотропных сред при нестационарных воздействиях и в случае ста-

ционарных колебаний, а также нестационарных краевых задач динамики

пьезоупругих сред;

· построение фундаментальных и обобщенных решений уравнений движения

двухкомпонентной среды Био при транспортных нагрузках, построение

условий на волновых фронтах; исследование динамики среды при движу-

щихся сосредоточенных нагрузках, численные эксперименты

Объект исследований: упругие анизотропные и пьезоупругие среды, а

также двухкомпонентная среда М.Био.

Предмет исследования: волновая динамика деформируемых твердых

сред при динамических воздействиях.

Методы исследований: аналитические и численные методы решения

дифференциальных уравнений с использованием моделей механики сплошных

сред: метод интегральных преобразований, метод граничных интегральных
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уравнений, метод  обобщенных функций и др. Программирование и реализация

решений на языке Fortran, в системе МатhCad.

Научная новизна работы:

· Разработан метод обобщенных функций для решения краевых задач динами-

ки анизотропных упругих и пьезоупругих сред при нестационарных воздей-

ствиях, а также в случае стационарных колебаний анизотропных упругих

тел. Построены обобщенные решения уравнений движения таких сред в про-

странстве обобщенных функций, аналоги формул Сомильяны, Гаусса в про-

странстве обобщенных функций. Построены сингулярные граничные инте-

гральные уравнения для решения поставленных краевых задач динамики

анизотропных сред.

· Использованием аппарата теории обобщенных функций получены законы

сохранения энергии, условия сохранения импульса на фронтах, которые свя-

зывают  скачок скоростей на фронте волны со скачком напряжений.

· На основе преобразования Фурье  и Лапласа обобщенных функций построе-

ны тензора Грина для уравнений движения анизотропных сред (при плоской

и пространственной деформации), тензора фундаментальных напряжений, и

их первообразные по времени, исследованы их асимптотические свойства.

· На основе численных экспериментов изучено влияние степени анизотропии

породного массива на характер его  напряженно-деформированного состоя-

ния при действии  сосредоточенных импульсных источников.

· Разработана математическая модель динамики породного массива при дей-

ствии источника возмущений вблизи его дневной поверхности с учетом его

анизотропии в случае плоской деформации. Построены трансформанты тен-

зора Грина первой и второй краевой задачи динамики для анизотропной по-

луплоскости.

· Построены фундаментальные и обобщенные решения уравнений движения

двухкомпонентной среды Био, позволяющей учесть водонасыщенность

грунтового массива при транспортных нагрузках во всем  диапазоне скоро-
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стей от дозвуковых  до сверхзвуковых.  Для сверхзвуковых нагрузок  полу-

чены условия на фронтах волн.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту:

· разработка метода обобщенных функций для решения краевых задач дина-

мики анизотропных упругих и пьезоупругих сред при нестационарных воз-

действиях, а также в случае стационарных колебаний анизотропных упругих

тел; построение условий на фронтах ударных волн;

· построение фундаментальных решений – тензоров Грина нестационарных

уравнений движения анизотропной среды (при плоской и пространственной

деформации);

· построение тензора Грина  первой и второй нестационарных  краевых задач

динамики упругого полупространства при плоской деформации;

· построение фундаментальных и обобщенных решений уравнений движения

двухкомпонентной среды Био при транспортных нагрузках во всем  диапа-

зоне скоростей от дозвуковых до сверхзвуковых;

· построение динамических аналогов формул Сомильяны, Гаусса в простран-

стве обобщенных функций и, на их основе,  сингулярных граничных инте-

гральных уравнений для решения поставленных краевых задач.

Связь темы диссертации с крупными научными программами (про-

ектами). Диссертационная работа является частью научноисследовательских

работ по темам: "Дифракция  волн в упругих, термоупругих и многокомпо-

нентных средах" (2012-2014), «Моделирование динамики массива при сейсми-

ческих воздействиях» (2013-2015), «Волновая динамика упругих, термоупру-

гих и двухкомпонентных сред» (2015-2017).

Апробации результатов исследования. Основные результаты работы

докладывались на многих международных конференциях, среди них: Всерос.

съезды по теоретической и прикладной механике (VIII, 2001; IX, 2006),

«Mathematical Theory of Hyperbolic Systems of Conservation Laws» (Newton In-

stitute, Cambridge, UK, 2003), 5th European Solid Mechanics Conf. (Greece, 2003),

X Int. Conf. on Hyperbolic Problems (Japan, 2004), «Дифференциальные уравне-
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ния и смежные вопросы», совместном заседании Московского математическо-

го общества и семинара (Москва, 2007), 4th Congress of TWMS (Баку, 2011),

"Современные проблемы механики сплошной среды" (Бишкек, 2012), 9 ISAAC

Congress (Poland, 2013), «Рахматулинские-Ормонбековские чтения» (Бишкек,

2013), Int. Conf. on Generalized Functions GF2014 (Southampton, UK, 2014), EU-

ROMECH Colloquium «Recent trends in modeling of moving loads on elastic struc-

tures» (Turkey, 2015), 10 ISAAC Congress (Macao, 2015), ICAAM 2016 (Almaty).

Достоверность научных результатов обоснована использованием фун-

даментальных законов МСС, корректной математической постановкой решае-

мых задач и применением строгих математических методов решения постав-

ленных задач. Полученные решения в частных случаях совпадают с известны-

ми формулами и соотношениями механики деформируемого твердого тела.

Теоретическая и практическая значимость полученных результатов.

Разработанный  метод обобщенных функций  позволяет исследовать физиче-

ские процессы в деформируемых твердых средах с усложненными свойствами,

сопровождающиеся ударными волнами; решать широкий класс задач динамики

сплошных сред, описываемых уравнениями гиперболических, эллиптических и

смешанных типов.

Личный вклад соискателя. Разработан метод обобщенных функций для

решения нестационарных и стационарных задач динамики анизотропных упру-

гих и пьезоупругих сред, а также изотропной двухкомпонентной среды М. Био

при действии источников различного типа.

Полнота отражения результатов диссертация в публикациях. По ре-

зультатам исследований опубликовано более 70 работ.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 7

глав, заключения, списка использованных источников из  210 наименований.

Объём диссертации содержит 230 страниц текста, включая 35 рисунков.

Автор выражает глубокую благодарность научному консультанту д. ф-

м.н. профессору Л.А. Алексеевой за привлечение интереса к данной проблеме,

научные консультации и постоянное внимание к данной работе.
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ГЛАВА 1
ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ. СОСТОЯНИЕ ПРОБЛЕМЫ

1.1 Обзор литературы.

Исследование процессов распространения волн, расчет ударных воздей-

ствий в сплошных средах связаны со многими актуальными научно –  техниче-

скими проблемами. В частности, в связи с проблемами сейсмостойкого строи-

тельства приобрели важное значение исследования напряженно – деформиро-

ванного состояния (НДС) в окресности подземных сооружений при распро-

странении в среде сейсмических волн. С математической точки зрения эти ис-

следования приводят к задачам дифракции волн в средах, ослабленных поло-

стями различной формы.

Использование методов математического моделирования для изучения

динамики  сооружений и конструкций  связано с построением и исследованием

решений краевых задач для математических моделей механики сплошных

сред. Разработка различных математических моделей волновых процессов в

телах и средах с целью наиболее адекватного описания  реальных физических

процессов является актуальной фундаментальной научной проблемой.

При этом для учета реальных свойств среды используются различные мо-

дели. В настоящее время наиболее развиты математические методы для реше-

ния  краевых задач динамики изотропных упругих сред. Аналитические мето-

ды на основе методов полного и неполного разделения переменных и инте-

гральных преобразований наиболее широко использовались для решения задач

стационарной и нестационарной дифракции упругих волн на полостях и вклю-

чениях в работах украинской школы механиков (Кубенко В.Д., Головчан В.Т.,

Черевко М.А., Подильчук Ю.Н. и др.),  в том числе с приложением в динамике

подземных сооружений в работах казахстанских (Ержанов Ж.С., Айталиев

Ш.М., Алексеева Л.А., Украинец В.Н. и др.) и узбекских механиков (Рашидов

Т.Р., Мардонов Б.М., Ишанходжаев А.А. и др.). Для упругих изотропных сред

и тел со сложной геометрией границ ранее был разработан метод граничных
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интегральных уравнений с использованием преобразования Лапласа по време-

ни в работах грузинской школы механиков (Купрадзе В.Д., Гегелия Т.Г., Баше-

лейшвили М.О., Айталиев Ш.М., Алексеева Л.А., Жанбырбаев Н.Б. и др.), в

исходном-пространстве времени в работах Хуторянского Н.М., Игумного Л.А.,

а также вышеупомянутых казахстанских механиков (Айталиев Ш.М., Дильдаб-

аев Ш.А.,  Жанбырбаев А.Б., Уразова Г.)

Однако механика анизотропных упругих сред до сих пор  мало изучена.

Большой вклад в изучение статики анизотропных упругих сред с приложением

в механике горных пород и подземных сооружений внесла казахстанская шко-

ла механиков под руководством Ержанова Ж.С. и Айталиева Ш.М. Основным

инструментом исследования этой школы были метод комплексных потенциа-

лов Мусхелишвили и численный метод конечных элементов. Методы решения

задач стационарных колебаний динамики анизотропных упругих сред и изуче-

ние на их основе колебательных процессов в окрестностях горных выработок и

сооружений разработаны в трудах ученых этой же школы (Масанов Ж.К., Бай-

махан Р.Б., Махметова Н. и др.).

Среди динамических задач теории упругости особое место занимают за-

дачи установившихся колебаний. При решении таких задач в зависимости от

вида граничных условий и формы области может существовать дискретный

спектр частот, при которых в телах сохраняются незатухающие колебания в

отсутствие внешних сил (свободные колебания). При таких частотах даже при

кратковременном действии возбуждающей силы той же частоты возникают

большие деформации, что приводит к потере устойчивости и разрушению кон-

струкции. Поэтому исследование таких задач имеет несомненный практиче-

ский интерес.

Исследование стационарных задач для изотропных упругих сред с по-

мощью метода потенциала и теории сингулярных интегральных уравнений из-

ложено в работах В.Д. Купрадзе, Т.Г. Гегелия, М.О. Башелейшвили, Т.В. Бур-

чуладзе [104,105], В.З. Партона, П.И. Перлина [130]. Применению метода раз-

деления переменных и интегральных преобразований к решению стационар-
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ных задач посвящены исследования А.И. Гузя, В.Д. Кубенко, М.А. Черевко

[49], Ж.С. Ержанова, Ш.М. Айталиева, Л.А.Алексеевой [56]. В анизотропных

упругих средах наиболее исследованы процессы распространения стационар-

ных волн в пространстве и полупространстве [137] и др.

Основным аналитическим методом при решении таких задач является

метод разделения переменных. Для изотропных сред работы в этой области

связаны с именами P.V.Pao и C.C.Mow [192], А.Н.Гузя, В.Т.Головчана,

В.Д.Кубенко [49], Л.А.Алексеевой [15,17].

Для анизотропных сред С.Ю.Хазановым [156], М.Козаровым, Ц.П. Ива-

новым [98] исследовано распространение гармонических волн в случае орто-

тропного цилиндра и получены решения для перемещений в виде рядов. Чис-

ленные расчеты авторами не приводятся. Метод разделения переменных ис-

пользовался также и в работах И.П.Цая при решении динамических задач для

ортотропной среды в плоском и пространственном случаях и, в частности, для

осесимметричных задач в полярных и цилиндрических координатах [157].

Х.М.Маликов [114] рассматривал задачи о гармонических колебаниях неогра-

ниченной трансверсально – изотропной среды при равномерно распределенном

нормальном давлении, приложенном к сферической и цилиндрической поло-

стям. Для этих задач им было приведено решение для радиальных смещений и

получены их оценки для больших частот. Изучению установившихся гармони-

ческих колебаний ортотропной упругой среды, находящейся в условиях плос-

кой деформации, посвящены работы Будаева В.С. Решение системы уравнений

движения им ищется в виде суперпозиции плоских волн [35].

Установившиеся колебания и распространение гармонических волн в

ограниченных и полуограниченных областях исследовались А.С. Космода-

мианским и В.И.Сторожевым [100]. Особое внимание при этом уделено про-

цессам, обусловленным отражением упругих волн от граничных поверхностей

пластин и цилиндрических тел, дифракции упругих волн на отверстиях и ани-

зотропных включениях. Задачи решались численно – аналитическими метода-

ми рядов. Наряду с теоретическими решениями авторами приводятся числен-
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ные результаты, относящиеся в основном к полостям и включениям канониче-

ской формы.

Систематическому изложению решения задач статической теории упру-

гости анизотропной среды аналитическими методами посвящена монография

С.Г.Лехницкого [113 ].

Стационарные задачи решаются в основном аналитическими методами, в

том числе методом разделения переменных (И.П.Цай [157 ], С.Ю.Хазанов

[156], Х.М.Маликов [114 ]), методом характеристик (R.Greif, S.Chou [179]), ме-

тодом асимптотических разложений (P.F.Daley, F.Hron [177 ], методом инте-

гральных преобразований (В.С.Будаев [36,37]).

Ряд работ посвящен исследованию распространения волн Релея, Лява,

Лэмба, Стоунли в анизотропных средах. К ним относятся публикации

R.Burridge [174, И.О.Осипова [128,129] и др

Аналитическим методам решения нестационарных задач посвящено

большое число работ советских и зарубежных авторов. В частности, это нашло

отражение в монографии В.Б.Поручикова [141], где наряду с классическими

методами (методами Смирнова – Соболева, интегральных преобразований,

ВинераХопфа) излагаются эффективные методы, появившиеся недавно (по-

строение решений нестационарных задач с движущейся границей раздела кра-

евых условий, решение задач для угловых областей со смешанными условия-

ми).

Что касается решения нестационарных задач анизотропной теории упру-

гости, то здесь необходимо отметить работы Г.И.Петрашеня, Б.В.Будаева

[33,38], Л.А.Молоткова [118], в которых рассматриваются явления отражения –

преломления волн на границе раздела сред, изучаются волновые поля в рамках

нулевого приближения лучевого метода. Л.А.Молотковым, У. Баймагамбето-

вым исследуютя вопросы распространения волн в слоистых трансверсально

изотропных средах [119]. Численная реализация этих задач, проведенная Б.М.

Каштаном и А.А.Ковтуном, отражена в [137].
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Метод характеристик и метод интегральных преобразований применяет-

ся в работе Y.Mendi, H.D.Mc. Niven [189] для изучения волновой картины в по-

лубесконечном трансверсально – изотропном стержне кругового сечения при

импульсном воздействии на его торце. Этот же метод использован R.Greif,

S.C.Chou для изучения неустановившихся осесимметричных колебаний орто-

тропного тела с двумя концентрическими граничными поверхностями в усло-

виях плоской деформации. Авторами выполнены численные расчеты для слу-

чая внезапного приложения постоянного давления к внутренней границе сферы

и приведены результаты показывающие влияние анизотропии [176].

Распространение поверхностных волн в анизотропных средах изучено

R.Burridge [174]. Им рассматривалось решение плоской задачи о действии то-

чечного источника в анизотропном полупространстве при произвольном поло-

жении свободной границы относительно плоскостей симметрии среды и выде-

лены объемные, релеевские и псевдоповерхностные волны, затухающие в

направлении распространения. Исследованию рапространения поверхностных

волн вдоль плоскости симметрии анизотропных сред, являющейся или свобод-

ной поверхностью (волна Релея) или границей раздела (волна Стоунли) раз-

личных сред, посвящена работа W.Johnson William [183]. Решение ищется в

виде плоской волны, распространяющейся вдоль плоскости симметрии и экс-

поненциально убывающей при удалении от нее. Найдены области, в которых

возможно существование поверхностных волн для различных направлений

распространения, приводятся графики зависимостей скорости волн от направ-

ления распространения.

Наличие неканонических границ в большинстве практических задач не

всегда позволяет построить аналитическое решение дифференциальных урав-

нений, и численные методы нередко становятся единственно возможным сред-

ством получения достаточно точных результатов. Наиболее распространенны-

ми среди них являются методы конечных разностей (МКР), конечных элемен-

тов (МКЭ) и граничных интегральных уравнений (МГИУ).



16

МКР привлекательны тем, что их в принципе можно приложить к любой

системе диффренциальных уравнений, но учет граничных условий задачи

очень часто является громоздкой и трудно программируемой операцией. Точ-

ность полученного численного решения полностью зависит от степени измель-

чения сетки, определяющей узловые точки, и, следовательно в процессе реше-

ния задачи всегда приходится иметь дело с системой алгебраических уравне-

ний очень высокого порядка. Этод метод нашел применение в работах

Н.В.Степаненко, К.К.Курманалиева, С.А.Абдукадырова, Н.И.Пинчуковой

[1,106,107], А.Н.Ковшова, И.И.Нещеретова [95,96].

МКЭ состоит в разбиении тела на элементы конечных размеров. Поведе-

ние каждого элемента приблизительно воспроизводит поведение малой обла-

сти тела, которую он представляет, но условие полной непрерывности между

элементами налагается только в общем смысле (обычно в узлах), а не на всем

протяжении границ раздела. Диапазан применимости МКЭ, их эффективность

и сравнительная легкость, с которой могут быть учтены реальные граничные

условия привели к его широкому распространению. Применению МКЭ для

решения задач динамики посвящены публикации Ш.М.Айталиева,

Ж.К.Масанова, И.Б.Баймаханова, Махметовой Н.М.[116], А.И.Садырина [146],

V.Avanessian [172].

Исследование динамики сплошных сред в областях со сложной геометри-

ей при разном типе граничных условий и действующих в средах возмущений

методами математического моделирования приводит, как правило, к решению

краевых задач гиперболических систем. Эффективным методом решения таких

задач является метод граничных интегральных уравнений (МГИУ), который

позволяет исходную дифференциальную краевую задачу в области свести к

решению системы ГИУ на ее границе. Это позволяет понизить размерность

решаемых уравнений, повысить устойчивость численных процедур построения

решения и т.д. В настоящее время этот метод применяется очень широко для

решения широкого класса задач  механики и математической физики.



17

В отличие от краевых задач для эллиптических и параболических уравне-

ний и систем, для которых метод ГИУ хорошо развит и является основным при

доказательстве их корректности, МГИУ для гиперболических систем пока не

получил достаточного развития. Во многом это связано с особенностью реше-

ний волновых уравнений, для которых характерно наличие характеристиче-

ских поверхностей – волновых фронтов, на которых  решения и их производ-

ные могут терпеть скачки. Это приводит к существенной сингулярности фун-

даментальных решений на волновых фронтах и не дает возможности использо-

вать стандартные методы построения ГИУ, характерные для эллиптических и

параболических уравнений. Например, класс фундаментальных решений для

волнового уравнения в пространствах нечетной  размерности описывается син-

гулярными обобщенными функциями с поверхностным носителем [12,13]. По-

этому развитие МГИУ для систем гиперболических уравнений требует исполь-

зования аппарата теории обобщенных функций.

Построение фундаментальных решений, ядер ГИУ, системы уравнений

является центральным моментом МГИУ. Фундаментальные решения классиче-

ских уравнений эллиптического и гиперболического типов довольно хорошо

исследованы [7,8,137]. Фундаментальные решения системы уравнений в част-

ных производных изучены мало. В основном эти исследования относятся к

конкретным уравнениям механики сплошных сред [3,9, 49,104,130].

Создание и развитие теории многомерных интегральных уравнений при-

надлежит таким ученым как Н.И.Мусхелишвили [120], В.Д.Купрадзе [104],

С.Г. Михлин [117], А.В.Векуа [41], Д.И.Шерман и др. Построению ГИУ стати-

ческих и стационарных динамических задач теории упругости, а также разра-

ботке численной реализации их решения посвящены труды В.Д.Купрадзе,

Т.Г.Гегелиа, М.О.Башелейшвили, Т.В.Бурчуладзе [29,106], А.Я.Александрова

[7], Ю.В.Верюжского [42], В.З.Партона, П.И.Перлина [131–135], А.Г. Угодчи-

кова, Н.М.Хуторянского [152], М.И. Лазарева [111],В.Д.Копейкина [99],

J.C.Lachat, J.O.Watson [186] и др. (для изотропной среды) а также П.И.Перлина,

А.Е.Соснина, В.А.Ткачева [134,149], А.Я.Александрова, Б.М.Зиновьева,
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Т.Ф.Кармановой [9], В.К.Косенюка, Ш.М.Айталиева, М.А.Каюпова [6],

К.Х.Кожахметова, О.Ф.Кравченко, Р.Д.Нурмамбетовой [97] и других авторов

(для анизотропных сред).

В отличие от краевых задач для эллиптических и параболических урав-

нений и систем, для которых метод ГИУ хорошо развит и является основным

при доказательстве их корректности, МГИУ для гиперболических систем пока

не получил достаточноо развития. Во многом это связано с особенностью ре-

шений волновых уравнений, для которых характерно наличие характеристиче-

ских поверхностей – волновых фронтов, на которых  решения и их производ-

ные могут терпеть скачки. Это приводит к существенной сингулярности фун-

даментальных решений на волновых фронтах и не дает возможности использо-

вать стандартные методы построения ГИУ, характерные для эллиптических и

параболических уравнений. Например, класс фундаментальных решений для

волнового уравнения в пространствах нечетной  размерности описывается син-

гулярными обобщенными функциями с поверхностным носителем [14]. По-

этому развитие МГИУ для систем гиперболических уравнений требует исполь-

зования аппарата теории обобщенных функций.

При решении нестационарных задач теории упругости методом ГИУ,

развитом в основном для случая изотропных сред, различают два подхода для

учета временной переменной. Первый из них представляет собой сочетание

МГИУ с преобразованием Лапласа (Фурье). К этому направлению относятся

работы В.Д. Купрадзе и его учеников, а также исследования T.A.Cruse,

F.J.Rizzo [176], G.D. Manolis, D.E.Beskos [187], Y.Niwa, S.Kobayashi [190],

Ш.М.Айталиева, Л.А. Алексеевой, Н.Б.Жанбырбаева, А.Н. Дадаевой [58,59],

А.В.Галабурдина, И.З. Ройтфарба, Чу Вьет Кыонг [145] и других авторов.

Второй подход при решении нестационарных динамических задач мето-

дом ГИУ связан с применением запаздывающих потенциалов. Временная пе-

ременная в этом случае учитывается явно наряду с пространственными пере-

менными. Такой подход использован в работах Н.М.Хуторянского,
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В.В.Турилова [152], Ш.М.Айталиева, Ш.А. Дильдабаева, А.Б. Жанбырбаева, Г.

Уразовой [4,51], D.M.Cole, D.D.Kosloff, J.B.Minster [175].

Использованию метода ГИУ для решения задач краевых задач посвяще-

ны исследования Agnantiaris J.P., Polyzos D., D.E.Beskos [173], Ahmad S.,

Banerjee P.K. [30,31], Chen J., Lin F.Z. и других зарубежных авторов.

В обзорной статье D.E.Beskos [173] дана подробная библиография иссле-

дований зарубежных авторов, посвященных использованию ГИУ.

При построении ГИУ центральное место занимают фундаментальные

решения, соответствующие действию сосредоточенных сил. Плоская задача

распространения волн от сосредоточенного источника в бесконечной анизо-

тропной среде впервые рассматривалась В.А.Свекло [147]. Задача решалась

методом функционально – инвариантных решений, разработанным

В.И.Смирновым и С.Л.Соболевым и успешно применявшимся к решению ряда

динамических задач изотропной теории упругости. В этой работе исследован

случай, когда фронты волн являются гладкими функциями. Этот же метод

применяется в работах И.О.Осипова. Им приведены соотношения для упругих

констант, при выполнении которых имеет место наличие лакун –  компонент

дополнения к поверхности волнового фронта, в которых фундаментальные ре-

шения обращаются в нуль [126-129]. Изучению распространения волн в беско-

нечной анизотропной среде (плоская задача) при действии сосредоточенного

источника методом интегральных преобразований посвящены работы

И.Н.Успенского, К.И.Огурцова (трансверсально – изотропная среда) [125,153],

R.G.Payton [193], В.С.Будаева [33–38] (ортотропная среда). Авторами приво-

дятся картины волновых фронтов для некоторых конкретных сред.

Фундаментальные решения для пространственного случая получены

Н.М.Хуторянским [152]. Тензор Грина, построенный методом плоских волн,

представлен в виде контурного интеграла, вычисление которого для анизо-

тропной среды вызывает определенные трудности.

Особое место занимают работы советских и зарубежных авторов (Хуто-

рянский Н.М., Верюжский Ю.В., Перлин П.И., Cruse T.A., Rizzo F.J.) в которых
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для решения динамических задач используется метод граничных интегральных

уравнений (МГИУ). Метод позволяет решать задачи дифракции на полостях

различной формы. Применение этого метода требует дискретизации лишь гра-

ницы, а не всей области. Это приводит в конечном счете, к решению системы

алгебраических уравнений более низкого порядка.

Приведенные работы касаются, как было отмечено выше, в основном од-

нородных изотропнных сред. Однако, исследования показывают, что учет ани-

зотропии позволяет получить более полное представление о качественном ха-

рактере НДС и более достоверные количественные оценки. Различают анизо-

тропию (различие в упругих свойствах для разных направлений) как есте-

ственных (древесина, кристаллы, горные породы), так и искусственных (ком-

позиты) материалов.

Характерная особенность МГИУ – возможность решения задачи с ис-

пользованием дискретизации лишь границы области ( в отличие от МКЭ и

МКР, применение которых требует дискретизации всей области). Реализация

такой возможности в МГИУ предусматривает предварительный переход от ис-

ходной краевой задачи для дифференциального уравнения, описывающих не-

который процесс, к соотношениям, связывающим неизвестные функции на

границе области или ее части.

Особенность МГИУ состоит в том, что при их реализации дискретизации

подлежит лишь границы изучаемых областей, что ведет к существенному

уменьшению числа дискретных элементов по сравнению с методами, требую-

щими внутренней дискретизации всего рассматриваемого тела. Следоватльно

для того, чтобы найти решение задачи этим методом, нужно решить систему

алгебраических уравнений более низкого порядка, чем при использовании дру-

гих численных методов.

МГИУ – прямой вариант МГЭ. В этом варианте неизвестные функции,

входящие в интегральные уравнения, являются реальными, имеющими физи-

ческий смысл переменными задачи. Такое решение интегральных уравнений

сразу дает (в теории упругости) смещения и се усилия на границе, а внутри они



21

должны быть получены из граничных значений численным интегрированием.

Он может быть использован в сочетании с другими численными методами, с

такими как МКЭ и МКР. Соответствующие комбинированные решения почти

неограниченно расширяют область его применения.

Niva Y., Kobayashi S., Azuma N. рассмотрели задачи о стационарном и

нестационарном распределении напряжений вокруг полостей произвольной

формы, обусловленном прохождением продольной и поперечной волны ( вол-

ны произвольно зависят от времени при помощи суперпозиции соответствую-

щих стационарных решений).

Интегральное соотношение теории потенциала вывел Г.Грин. Метод

ГИУ был существенно развит И.Фредгольмом. Он так же использовал методы

теории потенциала и теорию линейных интегральных уравнений для решения

статической задачи теории упругости однородных тел, когда на границе тела

заданы смещения.

Возможности метода Фредгольма расширил Купрадзе В.Д.. С помощью

теории потенциала и сингулярных интегральных уравнений он доказал суще-

ствование решения и предложил приближенный метод решения статических

задач для однородных упругих тел и динамических задач для кусочно одно-

родных тел.

В настоящее время численные методы являются основными, а иногда

единственным аппаратом решения многих прикладных задач механики дефор-

мируемого твердого тела.

Трудами  советских  ученых  Н.И. Мусхелишвили,  С.Г.  Михлина,  В.Д.

Купрадзе,  Т.Г. Гегелиа, М.О. Башелейшвили,   Т.В.   Бурчуладзе,   Д.И. Шер-

мана,  Н.П. Векуа, А.В. Бицадзе и др. была создана стройная теория сингуляр-

ных интегральных  уравнений  для  решения  краевых задач для эллиптических

уравнений и систем,  уравнений статических и стационарных задач теории

упругости.  В настоящее время МГИУ относится к числу интенсивно развива-

емых в мире численно-аналитических методов для  решения разнообразных
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краевых задач математической физики,  однако наибольшее развитие он полу-

чил при решении статических,  квазистатических и стационарных задач.

Методы потенциала не только обеспечивают универсальность, но и при

реализации на ЭВМ выгодно отличаются лаконичностью исходных данных и

меньшим количеством неизвестных, определяемых в резельтате решения си-

стем алгебраических уравнений. Однако высокая сложность математического

аппарата методов потенциала долгое время являлась препятствием в их приме-

нении к решению задач прикладной механики.

Распространение волн в анизотропной среде подчинено более сложным

закономерностям, чем в изотропной среде. В однородной изотропной среде мо-

гут распространяться два типа волн: продольные и поперечные. В случае про-

дольной волны вектор перемещений совпадает с направлением распростране-

ния волны. Эта волна связана с изменением объема и сопровождается сжатием

и расширением элементов среды. При этом форма не меняется. В случае попе-

речной волны вектор перемещений перпендикулярен направлению распро-

странения волны, наблюдается изменение формы элементов среды.

В анизотропных средах распространяются оба типа волн, но в отличие от

изотропной среды, векторы перемещений обоих типов волн обладают состав-

ляющими как параллельными, так и перпендикулярными к направлениям рас-

пространения. Поэтому эти волны называют квазипродольными квазипопереч-

ными волнами. Лишь для определенных направлений волны первого типа пе-

реходят в чисто продольные, волны второго типа – в чисто поперечные волны.

Скорости этих волн различны и зависят от упругих констант, плотности

среды и от направления движения.

Частным случаем распространения волн является распространение от со-

средоточенного источника. Получаемые при этом фундаментальные решения

имеют важное значение, так как с их помощью можно строить решения для

других задач.

В [13] предложен Метод Обобщенных Функций (МОФ) решения неста-

ционарных краевых задач для волнового уравнения Даламбера в многомерных
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пространствах. На его основе был разработан МОФ для решения нестационар-

ных краевых задач динамики анизотропных упругих сред [160,168] и др.

Важное место в исследованиях по теории упругости занимают связанные

задачи, в которых учитывается связь поля механических напряжений и дефор-

маций с физическими полями другой природы (тепловыми, электромагнитны-

ми и др.). Интерес к изучению пьезоэффекта, обнаруженного французскими

исследователями Пьером и Жаком Кюри в 1880г., объясняется широким спек-

тром его приложения: в радиотехнических устройствах для стабилизирования

и контролирования частот, в кварцевых часах, приборах для обнаружения под-

водных лодок и многих других. Об актуальности данной проблемы свидетель-

ствует и большое количество публикаций в данной области. К первым иссле-

дователям пьезоэффекта относятся Кельвин (молекулярная теория и механиче-

ская модель для объяснения пьезоэффекта), Поккельс (определение пьезоэлек-

трических постоянных ряда материалов, развитие теории электрооптического

эффекта в кристаллах), Дюгем (формулировки пьезоэлектрических явлений),

Фойгт (систематизация исследований по пьезоэлектричеству до первой миро-

вой войны), В. Коленко (установление зависимости пироэлектрического эф-

фекта от симметрии кристаллов), Ю.В. Вульф (открытие существования двух

типов пироэлектричества). В исследование этого явления весомый вклад внес-

ли также Р.Е Гиббс, Борн, П. Ланжевен, Никольсон, У. Кэди, У. Мэзон,

Г.Липпман, А.Р. Хатсон, Дж. Мак-Фи, Д.Л. Уайт, Ф.Г. Басс, С.А.Гредескул,

М.И. Каганов, Ю.В. Гуляев, В.И. Пустовойт, В. Новацкий, М.К. Балакирев,

И.А. Гилинский и др.

Из приведенного выше обзора литературы следует, что решение неста-

ционарных динамических задач для анизотропных сред, ослабленных одной

или несколькими полостями произвольной формы, является актуальной темой

и обладает научной новизной.

В работе рассматривается более сложная анизотропная модель среды, ко-

торая по своим характеристикам ближе к реальным средам, в частности, гор-

ным породам. Класс решенных дифракционных задач в таких средах очень
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узок и ограничивается лишь дифракцией на прямолинейных трещинах в усло-

виях антиплоской деформации.

К первым исследователям пьезоэффекта относятся Кельвин (молекуляр-

ная теория и механическая модель для объяснения пьезоэффекта), Поккельс

(определение пьезоэлектрических постоянных ряда материалов, развитие тео-

рии электрооптического эффекта в кристаллах), Дюгем (формулировки пьезо-

электрических явлений), Фойгт (систематизация исследований по пьезоэлек-

тричеству до первой мировой войны), В. Коленко (установление зависимости

пироэлектрического эффекта от симметрии кристаллов), Ю.В. Вульф (откры-

тие существования двух типов пироэлектричества). В исследование этого яв-

ления весомый вклад внесли также Р.Е Гиббс, Борн, П. Ланжевен, Никольсон,

У. Кэди, У. Мэзон, Г.Липпман, А.Р. Хатсон, Дж. Мак-Фи, Д.Л. Уайт, Ф.Г. Басс,

С.А.Гредескул, М.И. Каганов, Ю.В. Гуляев, В.И. Пустовойт, В. Новацкий, М.К.

Балакирев, И.А. Гилинский и других.

Среди действующих источников генерации волн в сплошных средах осо-

бенно распространены транспортные, связанные с движущимися нагрузками,

форма которых не меняется с  течением времени. Этот класс задач в упругих

средах  наиболее исследован в работах Пожуева В.И.,  казахстанскими механи-

ками в работах Ержанова Ж.С., Айталиева Ш.М., Алексеевой Л.А. , Украинца

В.Н. [15] и др.. При этом скорость движения транспортной нагрузки суще-

ственно влияет на тип дифференциальных уравнений, параметрически завися-

щих от отношения скорости движения к скоростям распространения возмуще-

ний в среде (чисел Маха, их  может быть несколько, в зависимости от типа де-

формаций среды). При транс- и сверхзвуковых скоростях движения транспорт-

ной нагрузки в среде возникают ударные волны различного типа. Математиче-

ское моделирование таких процессов на основе построения  транспортных ре-

шений соответствующих систем уравнений и краевых задач  в деформируемых

твердых средах, моделирующих динамику грунтов в окрестности транспорт-

ных сооружений различного назначения  является актуальной научно-
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технической проблемой. Этой проблеме посвящены  два следующих раздела

отчета.

Метод граничных интегральных уравнений, разработанный на основе

МОФ для дозвуковых транспортных краевых задач Алексеевой Л.А. использу-

ется для решения модельной транспортной краевой задачи для упругого полу-

пространства, по поверхности которого движется нагрузка с дозвуковой  ско-

ростью.  Задача моделирует процессы, связанные с воздействием движущегося

транспорта на подстилающую поверхность и позволяет исследовать напряжен-

но-деформированное состояние породного массива в зависимости от его физи-

ко-механических свойств, типа движущейся нагрузки и скорости ее движения,

которая не превосходит скорости распространения упругих волн в среде. По-

следнее типично для даже самых современных наземных транспортных

средств, скорость движения которых на порядок ниже вышеупомянутой.

Для учета реальных свойств грунтов, в частности их пористости и водо-

насыщенности, математическая модель упругой среды недостаточна. Необхо-

димо привлечение других, более сложных моделей. Наиболее разработанной

для решения краевых задач динамики грунтов в настоящее время является

двухкомпонентная среда М.Био, содержащая две компоненты (упругую твер-

дую и жидкую компоненты),  которая позволяет моделировать динамику грун-

тов с учетом их  пористости и водонасыщенности  [115]. Волновые процессы в

среде Био исследовались в работах Био М.А. , Виллиса Д.С., Рахматуллина

Х.А., Саатова Я.У., Филиппова И.Г., Артыкова Т.У. и др.

Математическое моделирование таких процессов на основе построения

транспортных решений соответствующих систем уравнений и краевых задач  в

деформируемых твердых средах, более приближенных к  моделированию ди-

намики грунтов в окрестности транспортных подземных сооружений, является

актуальной научно-технической проблемой. Наиболее разработанной для ре-

шения краевых задач динамики грунтов в настоящее время помимо анизотроп-

ной упругой среды, является двухкомпонентная среда М.Био, содержащая

твердую упругую и жидкую компоненту, которая позволяет моделировать ди-
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намику грунтов с учетом их  пористости и водонасыщенности. Волновые про-

цессы в среде Био исследовались в работах  Рахматуллина Х.А., Саатова Я.У.,

Филиппова И.Г., Артыкова Т.У., Мардонова Б.М. [115,143] и др.  Транспорт-

ные задачи для среды М.Био ранее не решались.

В диссертации рассмотрены задачи динамики сред с усложненными

свойствами, для которых разработан метод обобщенных функций, позволяю-

щий перейти от исходной краевой задачи к решению дифференциальных урав-

нений в пространстве обобщенных функций с определенной правой частью из

класса сингулярных обобщенных функций типа простых и двойных слоев и

использовать краевые условия и свойства фундаментальных решений.

На основе этого метода разработан метод граничных интегральных урав-

нений, который позволяет исходную дифференциальную начально-краевую за-

дачу привести к решению системы сингулярных граничных интегральных

уравнений для определения неизвестных граничных функций, что снижает

размерность решаемых уравнений, требований на гладкость решений и повы-

шает устойчивость численных процедур. Построены динамические аналоги

формул Сомильяны и сингулярные граничные интегральные уравнения для

решения ряда краевых задач. Возможности разработанного  метода неограни-

ченны, позволяют решать широкий класс задач механики и математической

физики.

1.2 Краткое содержание диссертации по главам

Во введении диссертации дается общая характеристика работы: актуаль-

ность темы диссертации,  научная новизна работы, связь темы диссертации с

крупными научными программами, цель и задачи исследования, практическая

значимость полученных результатов, основные положения диссертации,

выносимые на защиту, личный вклад соискателя, апробации результатов ис-

следования, полнота отражения результатов диссертация в публикациях,

структура и объем диссертации.
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В первом разделе представлены некоторые сведения из теории обоб-

щенных функций, необходимые для дальнейших исследований.

Рассматривается постановка нестационарных краевых задач для строго

гиперболического уравнения 2-го порядка, описывающего движение анизо-

тропной упругой среды, находящейся в условиях антиплоской деформации.

Рассмотрены ударные волны как обобщенные решения уравнений движения

рассматриваемых сред, даны условия на волновых фронтах. С использованием

методов теории обобщенных функций получен закон сохранения энергии с

учетом ударных волн, рассмотрена единственность решений. Для рассматрива-

емых уравнений построены их фундаментальные решения. Построены дина-

мические аналоги формул Грина и Гаусса в пространстве обобщенных функ-

ций, получены их интегральные представления.

Во втором разделе на основе преобразования Фурье  и Лапласа обобщенных

функций разработан метод построения фундаментальных решений уравнений

движения упругих анизотропных сред; построены  тензора Грина для уравне-

ний движения этих сред, тензора фундаментальных напряжений, и их первооб-

разные, исследованы их асимптотические свойства.

Исследовано влияние степени анизотропии среды на характер напряженно-

деформированного состояния породного массива в окрестности сосредоточен-

ных импульсных источников. Представлены результаты численных расчетов

тензора Грина и тензора фундаментальных напряжений в различных анизо-

тропных (ортотропных) упругих средах при действии импульсных источников

возмущений. Показано, что в случае сред со слабой анизотропией упругих

свойств топологический тип волновых фронтов подобен расширяющимся сфе-

рам. В средах с сильной анизотропией появляются сложные волновые фронты

и лакуны.

Разработана математическая модель динамики породного массива при дей-

ствии источника возмущений вблизи его дневной поверхности с учетом его

упругих свойств. Построены трансформанты тензора Грина первой и второй

краевой задачи динамики для анизотропной полуплоскости.
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В третьем разделе исследуются нестационарные краевые задачи в упру-

гой анизотропной среде. Построены обобщенные решения нестационарных

краевых задач для упругой анизотропной среды, получены условия на волно-

вых фронтах. Дана постановка начально – краевых задач, доказана единствен-

ность решений краевых задач. Построены нестационарные аналоги формул

Сомильяны, Гаусса в пространстве обобщенных функций и сингулярные гра-

ничные интегральные уравнения начально – краевых задач. Даны регулярные

интегральные представления решений при плоской деформации.

В четвертом разделе диссертации рассматриваются стационарные крае-

вые задачи для упругой анизотропной среды. Построены обобщенные решения

стационарных краевых задач для упругой анизотропной среды и их интеграль-

ные представления. Дана постановка краевых задач, показана единственность

решения. Представлены стационарные аналоги формул Сомильяны, Гаусса в

пространстве обобщенных функций и граничные интегральные уравнения ста-

ционарных краевых задач при плоской деформации. Рассмотрена дифракция

волн сдвига в упругой анизотропной среде при антиплоской деформации.

В пятом разделе диссертации разработан метод обобщенных функций

для решения нестационарных краевых задач динамики пьезоупругих сред. Вы-

писаны уравнения движения пьезоупругих сред, рассмотрены частные случаи

пьезоупругих сред. Построены обобщенные решения нестационарных краевых

задач для пьезоупругих сред, получены условия на волновых фрон-

тах.Получены динамические аналоги формул Сомильяны, которые позволяют

граничным значениям искомых решений (скоростям, напряжениям и др.)

строить  решение в среде.

Представлены уравнения движения среды Био и их фундаментальные

решения. На основе обобщенного преобразования Фурье построены фунда-

ментальные и обобщенные решения уравнений движения двухкомпонентной

среды Био, содержащей твердую и жидкую компоненты,  при транспортных

нагрузках во всем  диапазоне скоростей от дозвуковых  (скорость движения

транспортной нагрузки меньше скорости распространения волн в среде) до
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сверхзвуковых (скорость выше звуковых) и изучены их свойства.  Полученные

решения описывают динамику среды Био при  движущихся сосредоточенных

на оси и рассредоточенных по пространству  массовых силах. Для сверхзвуко-

вых нагрузок  получены условия на фронтах ударных волн

1.3 Краткие выводы

Диссертация связана с исследованием волновых процессов в

деформируемых твердых средах, порождаемых внешними динамическими

воздействиями различной природы. Это направление относится к актуальным

проблемам механики и математической физики и тесно связано с построением

решений краевых задач для гиперболических систем уравнений и уравнений

смешанного типа. Математическая теория  краевых задач для таких уравнений

пока не имеет достаточного развития виду сложности динамических процессов

в средах, сопровождающихся ударными волнами, что приводит к

недифференцируемости решений на фронтах ударных волн и затрудняет

использование класических математических методов для изучения таких

явлений.  Основное развитие в этом направлении связано с исследованием

стационарных колебательных процессов, поскольку  в этом случае для

определения амплитуд колебаний получаются эллиптические краевые задачи.

В работе рассматривается более сложная анизотропная модель среды, ко-

торая по своим характеристикам ближе к реальным средам, в частности, гор-

ным породам. Класс решенных дифракционных задач в таких средах очень

узок и ограничивается лишь дифракцией на прямолинейных трещинах в усло-

виях антиплоской деформации. Здесь для таких пространств развиваются ме-

тоды, ранее разработанные для решения нестационарных краевых задач дина-

мики изотропных и анизотропных упругих сред.

.
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ГЛАВА 2
ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КРАЕВЫХ

ЗАДАЧ ДИНАМИКИ АНИЗОТРОПНЫХ УПРУГИХ СРЕД
ПРИ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

Процессы распространения волн в сплошных средах описываются, как

правило, гиперболическими уравнениями и системами. Для гиперболических

уравнений характерным является наличие характеристических поверхностей,

на которых сами решения, либо их  производные разрывны. В физических про-

цессах они описывают ударные волны, на фронтах которых исследуемые ха-

рактеристики процесса (скорости, напряжения, давление, градиент температу-

ры и др.) могут иметь скачки. Математическая теория краевых задач для таких

уравнений требует привлечения аппарата теории обобщенных функций, по-

скольку решения таких уравнений, как правило, относятся к классу обобщен-

ных функций. Поэтому в начале главы представлены некоторые сведения из

теории обобщенных функций, необходимые для дальнейших исследований.

В данной главе рассматривается постановка нестационарных краевых за-

дач для строго гиперболического уравнения 2-го порядка, описывающего дви-

жение анизотропной упругой среды, находящейся в условиях антиплоской де-

формации.   Рассмотрены ударные волны как обобщенные решения уравнений

движения рассматриваемых сред, даны условия на волновых фронтах. С ис-

пользованием методов теории обобщенных функций получен закон сохранения

энергии с учетом ударных волн, рассмотрена единственность решений. Для

рассматриваемых уравнений построены их фундаментальные решения. По-

строены динамические аналоги формул Грина и Гаусса в пространстве обоб-

щенных функций, получены их интегральные представления.

2.1 Предварительные сведения из теории обобщенных функций

Обобщенные функции были введены в связи с трудностями решения за-

дач математической физики, механики сплошной среды (краевые задачи тео-
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рии упругости), квантовой механики, электромагнетизма и других, где, помимо

непрерывных функций, описывающих непрерывно распределенные величины

(масса, источники тепла, механический импульс и др.), используются разрыв-

ные функции для представления сосредоточенных величин (точечная масса,

плотность простого или двойного слоя, сосредоточенные нагрузки: интенсив-

ность мгновенного точечного источника, точечные источники, диполи, момен-

ты), электрические величины (напряженность, потенциал, сила тока, электри-

ческий заряд, отрицательные частоты) и другие. Из разрывных функций важ-

ную роль сыграла единичная функция, введенная в 1898 г. английским инже-

нером Хевисайдом для решения операционными методами некоторых диффе-

ренциальных уравнений теории электрических цепей и названная его именем.

В 1926 г. английский физик Дирак ввел в квантовой механике символ d ,

названный им дельта – функцией, которая явилась первой систематически

применяемой обобщенной функцией и с физической точки зрения представля-

ет собой плотность единичного заряда, помещенного в начале координат.

Основы математической теории обобщенных функций были заложены

С.Л. Соболевым [148] (ввел понятие обобщенного решения дифференциальных

уравнений в частных производных гиперболического типа) и Л.Шварцем [158]

(математически обосновал формализм применения обобщенных функций в

различных областях механики, физики и техники). Большой вклад в развитие

теории обобщенных функций внесли И.М. Гельфанд, Г.Е. Шилов, I. Hormander,

В.С. Владимиров, А.Н. Zemanian, А. С. Розенберг, В.А. Лазарян и другие

[43,44,209,111,144.

Заметим, что при решении конкретных задач механики, физики d  –

функция (и другие обобщенные функции) встречаются, как правило, только на

промежуточных этапах; в окончательном виде они или отсутствуют, или фигу-

рируют под знаком интеграла в произведении с какой – либо достаточно хоро-

шей функцией. Это указывает на то, что в действительности каждая обобщен-

ная функция связана с определенным функционалом и обобщенные функции с

помощью линейных функционалов вводятся естественным путем, что оказыва-
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ется эффективным и с точки зрения моделирования физических явлений, и с

точки зрения вычислений.

Обобщенная функция является обобщением классического понятия

функции и определяется посредством непрерывных функций как линейный не-

прерывный функционал на пространстве таких функций. Непрерывные функ-

ции являются основными (достаточно «хорошими») функциями.

Регулярные и сингулярные обобщенные функции. Рассмотрим мно-

жество NRx Î . Пространство основных функций )( NRDD =  включает в себя

все финитные бесконечно дифференцируемые в NR  функции. Носитель не-

прерывной функции )(xj  – замыкание множества точек, где 0)( ¹xj , обозна-

чим через jsup . Если функция )(xj  финитна, то jsup   ограничен. Линейное

пространство D  с введенной в нем сходимостью называется пространством

основных функций D  [44,с.85].

Обобщенной функцией называется линейный непрерывный функционал

),( jf , определенный на пространстве D  финитных бесконечно дифференци-

руемых в NR  функций )(xj  [44,с.89]. Пространство обобщенных функций

обозначим через )( NRDD ¢=¢ .

Обобщенные функции f  и g  называются равными: gf = , если

)( NRDÎ"j  имеет место  равенство ),(),( jj gf = .

Регулярными обобщенными функциями называются обобщенные функ-

ции, определяемые локально интегрируемыми в NR  функциями по формуле

[Влад1981,с.95]

( ) ò Î"=
NR

NRdxxxff )(,)()(, Djjj (2.1)

Л е м м а (дю Буа – Реймон) [44,с.96]. Для того чтобы локально инте-

грируемая в области G   функция )(xf  обращалась в нуль в области G  в смыс-
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ле обобщенных функций, необходимо и достаточно, чтобы 0)( =xf  почти

везде в G .

Согласно лемме дю Буа – Реймона всякая регулярная обобщенная функция в

области G определяется единственной (с точностью до значений на множестве

меры нуль) локально интегрируемой в области определения функцией. Следо-

вательно, между локально интегрируемыми в G  функциями и регулярными

обобщенными функциями существует взаимно однозначное соответствие. По-

этому можно отождествлять по мере локально интегрируемую в G функцию

)(xf  и порождаемую ею по формуле (2.1) обобщенную функцию – функцио-

нал ( )j,f . В этом смысле локально интегрируемые в NR  функции являются

регулярными обобщенными функциями.

Обобщенные функции, не представимые в виде (2.1), называются сингу-

лярными обобщенными функциями. Согласно определению сингулярную

обобщенную функцию нельзя отождествить ни с какой локально интегрируе-

мой функцией. Примеры сингулярных обобщенных функций:

1. d  – функция Дирака [44,с.97]:

( ) )0()(),( jjd =xx ( )NRDÎj (2.2)

2. )()( xx Sda  – простой слой на поверхности S  с плотностью a . Эта функция

является обобщением d  – функции и определяет линейный функционал в виде

поверхностного интеграла [44,с.98]:

( ) ò Î"=
S

S xxdSxx D)()()()(, jjajad (2.3)

)(xa  – неперывная на S , )(xdS  – дифференциал площади в точке SxÎ .

3. ( ))(x
n Sbd

¶
¶

-  – двойной слой на поверхности S с плотностью )(xb

[44,с.115]:
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( ) DÎ"
¶
¶

=÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

- ò jjbjbd ,)(
)(
)()(,

S
S xdS

xn
xx

n
(2.4)

где å¶=
¶
¶ N

i
iinn
, ii x¶¶=¶ / , in  – компоненты единичного вектора внешней

нормали n к поверхности S в точке Sx Î , )(xb  – непрерывная функция, за-

данная на S .

Эти обобщенные функции используются в дальнейшем при построении

решений краевых задач.

Производная обобщенной функции D ¢Îf  (обобщенная производная)

определяется следующей формулой [44,с.104]

( ) ( )jj mmm DffD ,)1(, -= , DÎj (2.5)

где ),...,,( 21 Nmmmm =  – мультииндекс, jm  – целые неотрицательные числа,

fDm  – производная функции )(xf  порядка Nmmmm ...21 ++= :

,
...

),...,()(
21

21

1
Nm

N
mm

N
m

m

xxx
xxfxfD

¶¶¶
¶

=

Для функции d=f  формула (2.5) принимает вид

( ) ( ) DÎ-= jjjd ),0(1, mmm DD (2.6)

Обозначим через [ ]Sf  – скачок функции )(xf  при переходе извне через по-

верхность S :

[ ] ( ) Sxnxfnxfxf S Î--+=
+®

,)()(lim)(
0

ee
e

(2.7)
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Если )(xf дифференцируема в пространстве NR  всюду за исключением

поверхности S , на которой она терпит разрыв первого рода, то ее обобщенная

производная вычисляется по формуле [44,с.116]

{ } [ ] )()()()()( xxnxfxfxf SiSii d+¶=¶ (2.8)

В формуле (2.8) первое слагаемое справа – классическая производная.

Свертка обобщенных функций. Сверткой gf *  локально интегриру-

емых в NR  функций )(xf  и )(xg  называется функция [44, с.132]

( ) ( ) )()()()()()( xfgdyyxfygdyyxgyfxgf
NN RR

*=-=-=* òò        (2.9)

Для существования этой свертки функция dyyxfygxh
NR
ò -= )()()(  должна

быть также локально интегрируемой в пространстве NR . Если свертка gf *

существует, то существует и свертка fg *  и они равны:

fggf *=*

а также  существуют свертки gfD *a , gDf a*  и справедлива формула диф-

ференцирования свертки [44,с136]:

( ) gDfgfDgfD aaa *=*=* (2.10)

Свертка любой обобщенной функции с d  – функцией существует и равна са-

мой функции:

fff =*=* dd

Преобразование Фурье. Обобщенной функцией медленного роста назы-

вается всякий линейный непрерывный функционал на пространстве основных
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функций. Пусть )(xf  – абсолютно интегрируемая функция на NR . Преобразо-

вание Фурье регулярной обобщенной функции f  есть

[ ] [ ]ò ò ¥<£=
NR

xi dxxffFdxexffF )()(,)()( ),( xx x (2.11)

– непрерывная, ограниченная в NR  функция, определяющая обобщенную

функцию из S ¢  – пространства обобщенных функций медленного роста [44,

с160]:

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )ò ò ===
N NR R

FfdxxFxfdfFfF jjxxjxj ,)()()()(, (2.12)

Преобразование Фурье существует, если f  - обобщенная функция медленного

роста. Преобразование Фурье производной функции f  определяется форму-

лой [44,с162]:

[ ] [ ]fFifDF aa x )(-= (2.13)

Преобразование Фурье свертки обобщенной функции S ¢Îf  и финитной

обобщенной функции g  представляется в виде [44, с165]:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]gFfFfFgFgfF ==* (2.14)

Фундаментальные решения дифференциальных уравнений. Рассмот-

рим линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами

)()()( xfxuL x =¶ , ( ) å
=

=¶
m

x DaL
0a

a
a (2.15)

Обобщенным решением уравнения (2.15) в области G  называется всякая

обобщенная функция D ¢Îu , удовлетворяющая этому уравнению в обобщен-

ном смысле [44,с.191]:
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( ) ( ) )(,,)( GfuL x DÎ"=¶ jjj .

Очевидно, всякое классическое решение уравнения (2.15) является и его обоб-

щенным решением. Но не наоборот.

Фундаментальным решением уравнения (2.15) называется обобщенная

функция )()( GxU D ¢Î , удовлетворяющая в области G  этому уравнению при

)(xf d= :

GxxxUL x Î=¶ ),()()( d (2.16)

Фундаментальное решение )(xU  уравнения (2.15) не единственно, оно опреде-

ляется с точностью до решения однородного уравнения. Используя фундамен-

тальное решение )(xU  уравнения (2.15) можно построить решение для него в

случае произвольной правой части )(xf :

)()()( xfxUxu *= (2.17)

Это решение единственно в классе тех обобщенных функций f пространства

D ¢ ,  для которых существует свертка с )(xU . Для регулярных функций )(xf

свертка определяется формулой (2.9).

2.2 Антиплоская деформация в анизотропных упругих средах. Уравне-
ния движения

Рассматривается упругая однородная анизотропная среда, характеризуе-

мая тензором четвертого ранга упругих постоянных ml
ijC , обладающего свой-

ствами симметрии по отношению к перестановке индексов

ij
ml

ml
ji

lm
ij

ml
ij CC=CC == , 3,1,,, =lmji (2.18)

Структура этого тензора определяет тип анизотропии рассматриваемой среды.

В общем случае произвольной анизотропии тензор упругих констант определя-

ется 81 компонентами, но в силу свойства симметрии (2.18) и произвольности
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выбора направлений осей декартовой системы координат независимыми из них

являются 21величина [Петрашень, Федоров]. Наличие симметрии среды влечет

возникновение дополнительной зависимости между компонентами тензора

упругих постоянных, что  приводит к уменьшению количества независимых

констант. Соотношения симметрии (2.18) позволяют представить тензор ml
ijC  в

виде квадратной матрицы abC ( )6,1, =ba :

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

º

666261

262221

161211

...
............

...

...

CCC

CCC
CCC

Cab , baab CC =  (2.19)

Соответствие между парами индексов )(ij , )(ml  и индексами a , b  устанавли-

вается по схеме 1)11( « , 2)22( « , 3)33( « , 4)32()23( «= ,

5)13()31( «= , 6)21()12( «= .

В силу положительной определенности энергии упругой деформации

элементы матрицы (2.19) удовлетворяют условиям:

011 >C , 0
2221

1211 >
CC
CC

, … , )6,1,(0 => baabC (2.20)

Исследования показывают что существуют 32 группы или класса симметрии

кристаллов, которые разделяются на 7 типов групп – так называемых кристал-

лических систем или сингоний [154]. Приведем тензоры упругих констант для

некоторых сред.

В случае сред с одной плоскостью упругой симметрии (моноклинные

кристаллы) число независимых упругих констант равно 13:
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÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

66362616

5545

4544

36332313

26232221

16131211

00
0000
0000

00
00
00

CCCC
CC
CC

CCCC
CCCC
CCCC

Cab (2.21)

Для сред с тремя взаимно ортогональными плоскостями упругой сим-

метрии (ромбические кристаллы) упругие постоянные составляют матрицу, со-

держащую 9 независимых констант:

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

66

55

44

332313

232212

131211

00000
00000
00000
000
000
000

C
C

C
CCC
CCC
CCC

Cab (2.22)

Такие среды называют ортотропными (ортогонально анизотропными) [113 и

др].

Среды с одной осью симметрии бесконечно высокого порядка  (кристал-

лы гексагональной сингонии), при повороте вокруг которой на любой угол

среда совмещается сама с собой, характеризуются 5 независимыми константа-

ми:

( )÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

=

1211

44

44

331313

231112

131211

2
100000

00000
00000
000
000
000

CC

C
C

CCC
CCC
CCC

Cab (2.23)

и называются   трансверсально – изотропными (транстропными) средами.
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Среда, в которой все направления упруго–эквивалентные, является изо-

тропной средой:

÷÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+
+

+

=

m
m

m
mlll

lmll
llml

ab

00000
00000
00000
0002
0002
0002

C

Для такой среды имеет место

)( iljmjlimlmij
ml
ijC ddddmdld ++= , (2.24)

где ijd – символ Кронекера, ml,  – упругие константы Ламе:

( )12112
1 CC -=m , 12C=l

Для упругой анизотропной среды закон Гука, связывающий тензоры

напряжений ijs  и деформаций ije , записывается в виде

å
= ¶

¶
=

3

1,

),(
),(

lj l

jml
ijim x

txu
Ctxs ,   (2.25)

где ),( txu j  – компоненты вектора перемещений в момент времени t  в точке

),...,( 1 Nxxx =  в декартовой системе координат, N – размерность пространства

(в физических задачах при плоской деформации 2=N , 3=N   соответствует

пространственному случаю). Предполагая суммирование по повторяющимся

идексам в произведении, далее знак суммы опускаем.

Введем следующие обозначения: ,/, ii xuu ¶¶= jiij xxuu ¶¶¶= /, 2 ,

,/, tuuu t ¶¶==& 22 /, tuuu tt ¶¶==&& .

Уравнения движения сплошной среды [123]
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2

2 ),(),(
),(

t
txutxG

x
tx i

i
j

ij

¶
¶

=+
¶

¶
r

s

для анизотропной среды с учетом закона Гука (2.25) представляют собой си-

стему гиперболических уравнений:

( ) ( ) 3,,,0),(,
,2

22

1lm,ji,txG
t

txu
xx

txu
C i

i

lm

jml
ij =

¶
¶

¶¶

¶
=+- r (2.26)

где r  – плотность среды, iG  – компонентиы массовой силы.

Здесь и ниже всюду по одноименным индексам в произведении прово-

дится суммирование в указанных пределах их изменения (тензорная свертка).

В условиях антиплоской деформации характеристики напряженно – де-

формированного состояния зависят только от координат 21, xx , две компонен-

ты вектора перемещения ),( txu  среды равны нулю, например, 021 == uu ,

03 =n . Тогда ),,( 213 txxuu = , 0,0 3231 ¹¹ ss , остальные компоненты тензора

напряжений равны нулю.

Система уравнений движения анизотропной среды (2.26)  в случае ан-

типлоской деформации сводится к одному гиперболическому уравнению, вид

которого зависит от рассматриваемой среды.

Если рассматриваемая среда обладает плоскостью симметрии (моно-

клинная система, 13 независимых коэффициентов упругих констант), система

уравнений (2.26) приводится к гиперболическому уравнению:

ttuGuCuCuC ,,,2, 22
22
3312

12
3311

11
33 r=+++ (2.27)

Для ортотропных сред, обладающих тремя плоскостями упругой симметрии

(ромбическая система, 9 независимых коэффициентов упругих констант) име-

ем

ttuGuCuC ,,, 22
22
3311

11
33 r=++ (2.28)
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Это гиперболическое уравнение не содержит смешанных производных. Соот-

ветствующая замена переменных приводит уравнение (2.28) к классическому

волновому уравнению.

В случае трасверсально – изотропных сред (гексагональная система, 5

независимых коэффициентов упругих констант) имеет место следующее урав-

нение

( ) ttuGuuC ,,, 2211
11
33 r=++ (2.29)

Однако, для трансверсально – изотропной среды с наклоненной под углом j  к

горизонту плоскостью изотропии относительно декартовой системы координат

уравнения движения приводятся к гиперболическому уравнению вида (2.27).

Уравнение, подобное (2.29), но с другой констанстой, получаем для изо-

тропной среды (гексагональная система относительно двух взаимно ортого-

нальных осей, 2 независимых коэффициента упругих констант):

( ) ttuGuu ,,, 2211 rm =++ (2.30)

В общем случае уравнение движения анизотропной упругой среды, нахо-

дящейся в условиях антиплоской деформации, описываются строго гиперболи-

ческим уравнением второго порядка c постоянными коэффициентами:

),(),(),( txGtxuL tx =¶¶ , 1),( +NRtx (2.31)

где ),( txL ¶¶  – дифференциальный оператор вида

2

2

,

2

),(
txx

aL
N

ji ji
ijtx ¶

¶-
¶¶

¶=¶¶ å r (2.32)

Коэффициенты constaa jiij == , соответствующие упругим константам рас-

сматриваемой среды,  удовлетворяют условию строгой гиперболичности:

xlxx ³jiija , 0>= constl (2.33)
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const=r , ),( txG  – регулярная функция.

2.3 Ударные волны при антиплоской деформации как обобщенные ре-
шения уравнений движения

Рассмотрим уравнение (2.31).  Пусть ),( txu  – решение уравнения (2.31)  –

дважды дифференцируемая функция почти всюду, за исключением, быть мо-

жет, характеристической поверхности F , неподвижной в 1+NR  и подвижной в
NR  (волновой фронт tF ), на которой производные могут иметь скачки. Урав-

нение такой поверхности F  имеет вид

02 =- tjiija rnnn (2.34)

( ) ),,...,(, 1 tNtx nnnn =  –  нормаль к характеристической поверхности F , связан-

ная со скоростью c  поверхности F  в пространстве NR  соотношением

NRtc nn /-= jjnnn = (2.35)

Для вывода условий на скачки удобно воспользоваться аппаратом теории

обобщенных функций.

Решение ),( txu , рассматриваемое как регулярная обобщенная функция,

обозначим через ),(),(ˆ txutxu = . Аналогично ),(),(ˆ txGtxG = .

Обозначим через [ ]
tFf  – скачок функции f  на волновом  фронте tF :

[ ] ( ) tF Fxtmxftmxftxftxftxf
t

Î--+=-=
+®

-+ ,),(),(lim),(),(),(
0

ee
e

здесь ),...,(),( 1 Nmmtxm =  – единичный вектор нормали к поверхности tF ,

направленный в сторону распространения фронта волны, +f  – значение функ-

ции со стороны нормали, -f  – с противоположной стороны:
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tF ),( txf +

),( txf -

Рисунок 1

Т е о р е м а  1.1.   Если )( ,txu  удовлетворяет уравнению (2.31) почти

всюду, за исключением волновых фронтов, удовлетворяющих условию (2.34),

на которых выполняются условия на скачки:

[ ] 0),( =
tFtxu (2.36)

[ ] 0,, =+
tFtjiij cumua r (2.37)

то )(ˆ ,txu  является обобщенным решением (2.31).

Доказательство.  С учетом правил дифференцирования обобщенных

функций (2.8) имеем:

[ ] ),(,,ˆ txuuu FiFii dn+= (2.38)

[ ]( ) [ ] ),(,,),(,,ˆ txutxuuu FjFijFiFijij dndn ++= (2.39)

где первые слагаемые справа в (2.38) и (2.39) являются производными в клас-

сическом смысле, ),(),( txFtx da  – простой слой на характеристической по-

верхности F . С учетом выражений (2.38) и (2.39) уравнение (2.31) для функ-

ции )(ˆ , txu  имеет вид:

( ) =-¶¶ ),(ˆ),(ˆ, txGtxuL tx (2.40)

[ ] ++--= FjFiijttijij txuatxGtxutxua dnr ),(,),(),(,),(,

[ ]{ } [ ] [ ]{ } tFtFFtFtjFiFij txutxutxua ,),(),(,,),( dnrdnrdn --+
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Функция )(ˆ , tu x  будет удовлетворять уравнению (2.31) в обобщенном смысле,

если правая часть выражения (2.40) равна нулю, т.е. должны равняться нулю

плотности слоев на характеристической поверхности F :

[ ] 0),( =Ftxu    и [ ] 0,, =-
Fttjiij uua nrn (2.41)

Запишем эти условия на соответствующем волновом фронте tF .  В силу

непрерывности функции ),( txu  вне фронта волны имеем

[ ] ( ) [ ]
tFF utmxutmxuu =--+=

+®
),(),(lim

0
ee

e

С учетом

Niim nn /=

условия (2.41) на подвижных волновых фронтах примут вид (2.36), (2.37), где

c  есть скорость движения волнового фронта, которая определяется решением

характеристического уравнения (2.34) и равна

r/jiij mmac = (2.42)

Поэтому все плотности простых и двойных слоев на поверхности tF  равны ну-

лю. Следовательно, обобщенное решение также удовлетворяет (2.31). Теорема

доказана.

Заметим, что в отличие от уравнения Даламбера

( ) ),(22 txfuct =D-¶

скорость c  не является постоянной на фронте волны и зависит от направления

нормали в каждой точке фронта волны. В силу (2.34)

maxmin ccc <£ ,

где { }r/minmin jiij mmac = , { }r/maxmax jiij mmac =
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С л е д с т в и е. Из условия неперывности решения на фронте волны сле-

дует условие непрерывности касательных производных функции ),( txu  на

волновом фронте, которое имеет вид:

[ ] Nimucu
tFtti ,1,0,, ==- (2.43)

2.4 Постановка краевых задач для гиперболического уравнения 2-го по-
рядка

Пусть в области NRSx ÌÎ - , ограниченной поверхностью Ляпунова S ,

требуется построить решение краевых задач для уравнения (2.31) при 0³t .

Обозначим через ),0[ ¥´= -- SD  – пространственно – временной цилиндр:

-Î Dtx ),( , [ )¥´= ,0SD , ),...,( 1 Nnnn =  – единичный вектор внешней нормали

к поверхности S ( )1=n : ( )1212 )()( xxOxnxn -=-  для Sxx Î21, . Предпо-

лагается, что )( DDCG ÈÎ - .

Краевая задача I. Найти решение уравнения (2.31), удовлетворяющее при

0=t  начальным условиям:

( ) -- Î=ÈÎ= SxxuxuSSxxuxu t ),()0,(,,),()0,( 10 , (2.44)

условиям Дирихле

0,),,(),( ³Î= tSxtxutxu S (2.45)

и условиям на волновых фронтах (2.36) - (2.37).

Краевая задача II . Найти решение уравнения (2.31), удовлетворяющее

при 0=t  начальным условиям (2.44), условиям типа условий Неймана

0,),,(, ³Î= tSxtxgnua ijiij (2.46)

и условиям на волновых фронтах (2.36) - (2.37).
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Предполагается, что начальные условия заданы и известно одно из гра-

ничных условий соответственно рассматриваемой краевой задаче, причем

)(),( tSCgtSCuS ´¢Î´Î , C¢  – кусочно–непрерывные на данном множе-

стве функции.

О п р е д е л е н и е.  Функция )()(),( 12 DDCDCtxu ÈÇÎ --  называется

классическим решением уравнения (2.31), если она удовлетворяет уравнению

(2.31) в цилиндре -D ,  начальным условиям (2.44) на нижнем основании, гра-

ничным условиям (2.45) либо (2.46) на D  – боковой поверхности этого цилин-

дра и имеет ограниченное число волновых фронтов, на которых выполняются

условия на скачки (2.36) - (2.37).

З а м е ч а н и е. Необходимыми условиями существования дифференци-

руемого решения начально–краевой задачи являются условия гладкости:

)( DDCG ÈÎ - , )()( 10 SSCxu ÈÎ - , )()(1 SSCxu ÈÎ -  и условия согласова-

ния начальных и граничных данных. Если эти условия не выполняются,  воз-

никают волновые фронты, характерные для ударных волн. Здесь будем пред-

полагать только регулярность этих функций и только одно из двух  условий со-

гласования:

)()0,( 0 xuxu S =

2.5 Закон сохранения энергии. Единственность решений начально – кра-
евых задач.

Введем следующие функции

jiij uua ,,0,5=W(u) ,

2,5,0),( tutx r=K ,

),(),(),( txtxtx WKE +=
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– плотности внутренней, кинетической и полной энергии, а также функцию

Лагранжа:

),(),(),( txtxtx W-= KL .

Т е о р е м а  1.2. Если ),( txu  – классическое решение краевой задачи, то

( ) =-ò
-

)()0,(),( xdVxtx
S

EE

ò òò
-

-=
t

D
t

S
t

s txdVtxutxGdtxdStxgtxu
0

),(),(,),()(),(),(, ,

dtxdStxdV )(),( =

Доказательство.  Умножая (2.31) на tu,  после некоторых преобразова-

ний получим:

( ) ),(,),(),(),(,),(, txutxGtxtxutxua ttiij =tj E,-,

Проинтегрируем полученное соотношение по области -D  с учетом разбиения

области интегрирования волновыми фронтами kF , где функции дифференци-

руемы. Заметим, что первые два слагаемые можно рассматривать как дивер-

генцию соответствующего вектора в  пространстве 1+NR , которая в областях

между фронтами непрерывна. Поэтому, используя теорему Остроградского –

Гаусса в 1+NR , получим

( ) =--ò ò ò
- - -D D D

ttjtiij txdVGutxdVtxtxdVuua ),(,),(),(,),(,,, E

( ) ( )ò ò
-

+--=
D S

jtiij xdVxtxtxdSnuua )()0,(),(),(,, EE (2.47)
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[ ] 0),(,),(),(,, =--+ òå ò
-D

t
k F

kFtjtiij txdVGutxdFntxnuua
k

k
E

Здесь и далее dtxdStxdSdtxdVtxdVxdV )(),(;)(),(),( ==  – дифференциалы

площади поверхностей -S , -D  и D  соответственно.

Учитывая условия на скачки (2.36), (2.37), а также равенства

[ ] [ ] [ ]abbaab -+ += , [ ] [ ]aaaa )(2 -+ +=

рассмотрим выражение скачка в (2.47):

[ ] [ ]-=- jtiijtjtiij nuuannuua ,,,, E

[ ] [ ] [ ]=---- jtiijtttjtiijtjiij nuuauunnuuanuua ,,5,0,,5,0,,,,5,0

( ) [ ] [ ]( ){ } [ ]=--+-= -+
jtiijttjiijtttjiijt nuuanunuaununuau ,,5,0,,,,,,5,0

( ) [ ] [ ]( ){ }--+-= -+
ttjiijtttjiijt nunuaununuau ,,,,,,5,0

( ) [ ] [ ]( ){ }=-+-- -+
jttjiijjttjiij nunuuanunuua ,,,,,,5,0

[ ]( ) [ ]( ) =---= --
jttjiijttjiijt nunuuanunuau ,,,5,0,,,5,0

[ ]( ) [ ]( ) [ ] 0,,,5,0,,5,0,,5,0 =-=-= --
tjjtiijjijtiiijjt nunuuauanuuanu

Таким образом, выражение (2.47) примет вид

( ) ò òòò
--

-=-
t

D
t

S
tjiij

S

txdVGudtxdSunuaxdVxtx
0

),(,)(,,)()0,(),( EE

С учетом обозначений для граничных функций, отсюда получаем формулу

теоремы.

С л е д с т в и е  1.  Если u  – классическое решение (2.31), то на фронтах
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[ ] [ ] )(),(,),(,),( 1 xntxutxuactx jFtiijF
tt

-=E

С л е д с т в и е  2. Если внешние воздействия на систему отсутствуют,

т.е. 0),(,0),( == txgtxG , то полная энергия ),( txE  системы не меняется со

временем:

òò
--

=
SS

xdVxxdVtx )()0,()(),( EE

Т е о р е м а  1.3. Если ),( txu  – классическое решение краевой задачи,

то

ò ò òò
--

--=
D

t

S

S

D

dtxdStxutxgtxdVtxutxGtxdVtx
0

)(),(),(),(),(),(),(),(L

( )ò
-

--
S

t dV(x)xuxutxutxuc )()(),(,),( 10r

Доказательство. Умножая (2.31) на u , после некоторых преобразований

получим:

( ) ( ) Guuuuuatx ttjiij =-+ ,,,,),( rL

Проинтегрируем последнее выражение по области -D  с учетом разбиения ее

волновыми фронтами kF . Аналогично, как в теореме 1.2, используя теорему

Остроградского – Гаусса, имеем

( ) ( ){ }ò òò
- --

=+-=
D D

jiijtt

D

txdVGutxdVuuauutxdVtx ),(),(,,,,),(),( rL

( )ò ò
-

+--=
S D

jiijtt txdSunuaxdVnxuxuuu ),(,)()()(, 10r
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[ ] òå ò
-

=+-+
Dk F

kFjiijtt txGudVtxdFunuaunu
k

k
),(),(,,r

( ) òò ò
-

+---=
DF D

S
t txGudVtxdStxutxgxdVxuxuuuc

k

),(),(),(),()()()(, 10r

Таким образом, учитывая условия (2.43), граничные условия (2.45),

(2.46), получим формулу теоремы.

Т е о р е м а  1.4. Если классическое решение краевой задачи существует,

то оно единственно.

Доказательство.  В силу линейности задачи достаточно доказать един-

ственность решения однородной краевой задачи. Если существуют два реше-

ния 21,uu , то разность этих решений 12 uuu -=  удовлетворяет уравнению с

однородной правой частью, т.е. 0=G , нулевым начальным условиям

)1,0(0)( == mxum  и однородным соответствующим граничным условиям

Sxtxgtxu Î== для0),(либо0),( . Из теоремы 1.2 нетрудно получить:

0)(),( =ò
-S

xdVtxE

В силу положительности подынтегрального выражения следует, что 0ºu .

Теорема доказана.

2.6 Фундаментальные решения гиперболического уравнения второго по-
рядка

Фундаментальные решения уравнения (2.31) – решения, когда правая

часть ),( txG  уравнения задается сингулярными обобщенными функциями.

Физически они описывают движение среды при действии сосредоточенных ис-

точников различного вида. Среди фундаментальных решений особое место за-
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нимает функция Грина, которая определяется d  – функцией Дирака, т.е. реше-

ние уравнения (2.31) при )()(),(),( txtxtxG ddd == :

1),(),()(),(,),(, +Î=- N
ttijij Rtxtxtxutxua ddr (2. 48)

удовлетворяющее условиям излучения

0),( =txU  при 0<t   и ctx > , )(max q
q

cc =

Матрица коэффициентов { }
NNijaA

´
= – симметрическая, квадратичная форма

которой положительно определенная, т.е.

0для0),( ¹">== xxxaAxxxxA jiij
T                           (2.49)

(значок “T ” означает транспонирование). Определяя собственные значения

матрицы A  и собственные вектора, приведем матрицу к диагональному виду

при помощи линейного преобразования

xx a=¢ , 0det ¹a

т.е. ( ) kjkjkkj xeexx a==¢ ~, ,

где a – матрица преобразования, { }je~  – новый базис, ортогональный к перво-

начальному базису { }ke .  Соответственно можно выразить первоначальные пе-

ременные x  через введенные x¢ :

jkjk xx ¢= b , jikijk dba = ,

Tab = , 1detdet == aβ

Подставляя выражение для x  через новые переменные x¢  в (2.48), получим

выражение матрицы B  преобразованной формы через матрицу A первона-

чальной формы и матрицу преобразования b :
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bb AB T=

поскольку å ¢=¢¢=¢¢= 22),(),( kk
T xbxxBxAxxxA bb . Выразив производные по

переменным x  через производные по новым переменным x¢ :

mk
mikj

jik
kj

j xxxxxx ¢¶¢¶
¶

¶¶
¶

¢¶
¶

¶
¶

==
22

, aaa

получим

mk
mikjij

ji
ij xx

txua
xx

txua
¢¶¢¶

¢¶
=

¶¶
¶ ),(),( 22

aa

Матрица коэффициентов A вещественно – симметрическая, поэтому она

ортогонально – подобна некоторой вещественной диагональной матрице, т.е.

новые коэффициенты выражаются через старые следующим образом:

mikjijkm ab aa= , причем kmb  – компоненты диагональной матрицы B :

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

2

2
2

2
1

00
...
00
00

Nb

b
b

B , TTAB aa=

где 22
2

2
1 ...,,, Nbbb  –  характеристические числа квадратичной формы A . В новой

системе координат x¢  рассматриваемое уравнение (2.48) перепишется в виде

)()()(
det

)(),(),(
2

2

1
2

2
2 xtxt

t
txU

x
txUb

N

i i
i ¢=¢=

¶
¢¶

-
¢¶

¢¶å
=

ddd
b

dr

Введение следующей замены переменных
ib

xx
¢

=¢¢  приводит последнее уравне-

ние к виду:
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)()(1),(),(

1

2

2

tx
bt

txUtxU N

i
i

N ddr ¢¢=
¶

¢¢¶-¢¢D

Õ
=

  (2.50)

D– оператор Лапласа. Решение волнового уравнения (2.50) есть

),(1),(

1

tx
b

txU N

i
i

¢¢=¢¢

Õ
=

E

где ),( tx ¢¢E  – фундаментальное решение классического волнового уравнения:

),(),( txtxc ¢¢=¢¢� dE (2.51)

D-
¶
¶

=� 2
2

2

c
tc  – волновой оператор, т.е., фундаментальное решение уравнения

(2.48) есть

),(1),( 1

1

tAxB
b

txU N

i
i

-

=
Õ

=¢¢ E (2.52)

здесь переменные x ¢¢  есть

AxBxBx 11 -- =¢=¢¢ (2.53)

Таким образом, фундаментальное решение волнового уравнения (2.50)

позволяет при соответствующей замене переменных (2.53) найти фундамен-

тальное решение гиперболического уравнения (2.48). Для многомерного вол-

нового уравнения (2.51) фундаментальные решения имеют вид [43]:

нечетное3,)(
2

)(),( 2222
3

22 -³-÷
ø
ö

ç
è
æ=

-

Nxtc
dtc

d
c
tHtx

N

d
pp

E
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четное2,
)(1

2
1),(

222

2
2

22 -³
-

-
÷
ø
ö

ç
è
æ=

-

N
xtc

xctH
dt
d

cc
tx

N

pp
E

здесь ),1( Nixxx ii == , )(×H  – функция Хевисайда:

î
í
ì

£
>

=
00
,01

)(
xдля
xдля

xH

В одномерном случае ( 1=N ) гиперболическое уравнение (2.48) - уравнение
Даламбера:

),(),(2

2
2

2

2

txGtxU
x

c
t

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

-
¶
¶ ,

r
11ac =

Его фундаментальное решение которого имеет вид [44]

( )xtcH
c

txU -=
2
1),(

Фронт точки: ctx =* , ctx -=* , которые движутся.
В двумерном случае ( 2=N ) имеем следующее уравнение

( ) )()(1),(
21

2
22 tx

bb
txUct dd ¢¢=¢¢D-¶

его фундаментальное решение определяется по формуле

222
21 2

)(1),(
rtc

rcH
bb

txU t

-

-
=¢¢

p
(2.54)

где 2
2

2
1 )()( xxr ¢¢+¢¢= . Отсюда следует, что возмущение от точечного источни-

ка будет сосредоточено на замкнутом круге радиуса ct  c центром в точке
0=¢¢x . Фундаментальное решение уравнения (2.48) удовлетворяет условиям

0)0,( =xU , 0)0,(, =xU t , 0¹x
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Решение уравнения (2.48) с произвольной правой частью находится пу-

тем выполнения свертки фундаментальных решений с соответствующей функ-

цией ),( txG :

),(),(),( txGtxUtxu *= (2.55)

Используя эту формулу, можно построить  обобщенное решение начально-

краевой задачи.

2.7 Динамические аналоги формул Грина, Гаусса в пространстве обоб-
щенных функций и их интегральные представления

Введем определенную на всем пространстве 1+NR  регулярную обобщен-

ную функцию

),(),(),(ˆ txHtxutxu D
-= (2.56)

аналогично ),()(),(ˆ txHxGtxG D
-= . В выражении (2.56) ),( txu – классическое

решение краевой задачи, )()(),( tHxHtxH SD
-- =  – характеристическая функция

пространственно – временного цилиндра ),( txD- , )(xH S
-  – характеристиче-

ская функция области -S  [84]:

( )
( ))(

)(lim)(
0 xO

xOSxH S
e

e

e m
m Ç

=
-

®

- (2.57)

где )(×m  – мера (площадь, объем) соотвествующего множества, )(xOe  – e  –

окрестность точки x : { }ee <-= xyyxO :)( . Если граница области S  – гладкая

с непрерывной нормалью, то для SxÎ

2/1)( =- xH S .

)(tH  – функция Хевисайда, доопределим ее в нуле: 2/1)0( =H .
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Введем первообразную функции Грина ),( txU  по времени:

)(),()()(),(),( tHtxUtHxtxUtxV
t
*=*= d ,   (2.58)

),(),( txUtxVt =¶

Здесь символ ""
t
*  означает неполную свертку функций по t , которая для регу-

лярной функции имеет вид

ò -=*
t

t
dxgtxftHtxgtxf

0

),(),()(),(),( ttt

Первообразная функции Грина ),( txV  является решением уравнения (2.31) при

)()(),( tHxtxG d= .

Т е о р е м а  1.5.   Если ),( txu  – классическое решение краевой задачи

существует и единственно, то обобщенное решение ),(ˆ txu  представимо в виде

свертки:

( ) -*+*+*= --
tSxSx

xHxuUxHxuUGUtxu ,)()()()(),(ˆ 01 (2.59)

)()(,)()(,,)()(),( 0

x
xnxuVatHxnuVatHxtxgU SijijSitjijS ddd *-*-*-

здесь )(xSd  –  сингулярная обобщенная функция –  простой слой на поверхно-

сти S , соответственно )()(),( tHxtxg Sd  –  простой слой на боковой поверхно-

сти цилиндра [ )¥´= ,0SD .

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Действуя оператором L  на ),(ˆ txu и используя

правила дифференцирования обобщенных функций (2.8):

)()()(),( tHxxntxH SjDj d-=¶ - ,    (2.60)

)()(),( xHttxH SDt
-- =¶ d
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получим

--=-=¶¶ - )()()(,)()(,,ˆ,ˆ),(ˆ),( tHxxnuatHxHuauuatxuL SjiijSijijttijijtx dr

( ) { } )()()(),()()(,)(,)( xHtxututHxHutHxuna StSttjSiij
-- ++-- ddrrd

Используем условия на фронтах (2.36) – (2.37):

-++=¶¶ -- )(),()(),(),(ˆ),(ˆ),,( tHtxutHtxutxGtxuL SStx drdr &

( ) )(,)()()(),( tHxunatHxtxg jSiijS dd -- (2.61)

Свойство фундаментального решения ),( txU  [44, с.194] позволяет построить

обобщенное решение (2.31) в виде свертки:

( ) -*+*+*= --
tSxSx

xHxuUxHxuUGUtx ,)()()()(),(ˆ 01 rrw

( ) )(,)(),()()(),(),( tHxunatxUtHxtxgtxU jSiijS dd *-*- (2.62)

где ""*  обозначает полную свертку по ),( tx :

ò ò --=*
t

R

ydVtygyxfdtHtxgtxf
N0

)(),(),()(),(),( ttt

переменная x  под звездочкой соответствует свертке только по x . Последнюю

свертку в (2.62) можно преобразовать, пользуясь обозначением (2.58) и прави-

лами дифференцирования сверток и обобщенных функций

( ) ( ) =*¶=* jSiijtjSiij tHxunatxVtHxunatxU ,)()(),(,)()(),( dd

( ) =*¶= tSiijj tHxunatxV ,)()(),( d

( ) =+*¶= )()()()(,),( txuntHxnutxVa SiSitjij ddd
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)()(),()()(,),( 0 xnxutxVatHxnutxVa SijijSitjij dd *¶+*¶=

В результатет получаем формулу теоремы. Поскольку для )( 1+Î" NRDj

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )jjdjjjjw ,ˆ,ˆ),(,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ uutxuLUuLUGU =*=*=*=*=

отсюда следует, что ûˆ =w  и утверждение теоремы.

В силу леммы дю Буа – Реймона ),(ˆ txu  является  и классическим реше-

нием (2.31) в области определения.

В (2.59) плотности простых и двойных слоев определяются заданными

начальными условиями (2.44) и граничными условиями (2.45), (2.46), часть из

которых, в зависимости от решаемой краевой задачи, известна. Таким образом,

полученная формула по известным начальным и граничным значениям восста-

навливает решение в области, поэтому ее можно назвать аналогом формулы

Грина для решений уравнений (2.31). Она является обобщенным решением по-

ставленных задач и может использоваться при Ĝ"  в том числе и сингулярных,

что характерно для физических задач.

С л е д с т в и е (динамический аналог формулы Грина).  При однородных

начальных условиях ( 1,0,0)( == mxum ) решение определяется граничными

значениями скорости tu,  и нормальных производных nu ¶¶ / :

)()(,,)()(),(),(ˆ tHxnuVatHxtxgUGUtxu SitjijS dd *-*-*=    (2.63)

Введем функцию напряжений T , аналог тензора напряжений и ее первообраз-

ную по времени W :

)(,),,( xnUantxT jiij=  (2.64)

j
i

ijt
n

x
txVatHtnxTtnxW

¶
¶

=*=
),()(),,(),,(                          (2.65)
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удовлетворяющих в силу свойств симметрии оператора (2.32) и δ – функции

следующим соотношениям симметрии:

),,(),,(),,( tnyxTtnxyTtnyxT ---=--=-

),,(),,(),,( tnyxWtnxyWtnyxW ---=--=-

Т е о р е м а  1.6.  При фиксированном n  функция ),,( tnxT  является

фундаментальным решением уравнения (2.31), соответствующим сосредото-

ченной силе мультипольного типа

)()(,),( txnatxG ijij dd= .

Доказательство.  Применим дифференциальный оператор L  к функции

),,( tnxT , используя приведенные выше ее свойства:

=¶¶=¶¶ ),(,),()(),,(),( txUaLxntnxTL iijtxjtx

)()(,)(),(,),()( txaxntxULaxn iijjitxijj dd=¶¶=

Теорема доказана.

Л е м м а  1 (динамический аналог формулы Гаусса).  В )( 1+¢ NRD :

),()(,)(, txHxHUxnVa DSxtSxjiij
-- =*-*- rd (2.66)

Доказательство. Свернем обе части уравнения (2.31) для ),( txU  с харак-

теристической функцией )()( tHxH S
- , используя свойства дифференцирования

сверток и соотношения (2.58), (2.60):

( ) ( ) ( ) =*-*=*- ---
ttSjSiijSttijij tHxHUtHxHUatHxHUUa ,)()(,)()(,)()(,, rr

( ) ( ) ( ) --*=*-*= -- )()(,,)()(,)()(, txnVatxHUtHxHVa SjiijtSjSitij dddr
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),()(,)(,)()(, txHxHUxnVatxHU DSxtSxjiijSt
--- =*-*-=*- rddr

Формула леммы получена для SxÏ .

Выражение (2.66) является динамическим аналогом известной формулы

Гаусса для потенциала двойного слоя уравнения Лапласа [44, с.398]. С исполь-

зованием фундаментальных решений формула (2.66) дает интегральное пред-

ставление характеристической функции. Формулу Гаусса можно использовать

для построения ГИУ краевых задач для рассматриваемого уравнения (2.31).

Полученные динамические аналоги формулы Грина и Гаусса используем

для построения граничных интгральных уравнений при решении краевых за-

дач.

При однородных начальных условиях формулу (2.59) формально можно

записать в следующем интегральном виде (для 2=N )

--= ò
-D

tydVtyGtyxUtxu ),(),(ˆ),(),(ˆ

+----- ò òòò )(),()),(,(),(),(),(
00

ydSyutynxyTdydSygxyUd
S S

tt

ttttttt

( )ò
-

-+-+
S

t ydVyutyxUyutyxU )()(),()(),(, 10 (2.67)

Особенности фундаментальных решений не позволяют использовать послед-

нюю формулу для построения решений краевых задач, в силу сингулярности

U  и T  на волновых фронтах интегралы справа не существуют. Однако введен-

ные выше первообразные матрицы позволяют строить интегральные представ-

ления формулы (2.59), вид которых зависит от размерности задачи.

2.7.1 Плоская задача
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Так, в случае N=2 имеем плоскую задачу. Обозначим dS(y) – дифферен-

циал длины дуги кривой S в точке у, { }ctrSyxSt <Î= ,)( ,

{ }ctrSyxSt <Î= -- ,)( , xyr -= , 21)( dydyydV = .

Т е о р е м а  1.7.  При N=2 функция ),(ˆ txu , удовлетворяющая однород-

ным начальным условиям ( 1,0,0 == mum ), имеет следующее интегральное

представление:

-
-

-
= òò

- )(
222

021

)(),(),(ˆ2
xS

t

t

ydV
rc

tyGd
bb
ctxu

t

ttp

-
-

-
- ò ò t

t

t
d

rc

yntyu
ydS

bb
xS

t

cr

jj

t )( /
222

21

)(),,(
)(1 (2.68)

t
t

tt d
rc

tyuydS
yn

r
rbb

a

xS

t

cr

tij

t

ò ò -

-
¶

¶
-

)( /
222

21

),,()(
)(

1

 Для Sx Î  второй интеграл справа сингулярный, берется в смысле главного

значения.

Доказательство.  Первообразные функции Грина (2.54) и функции

напряжения определим по формулам (2.58) и (2.64):

( ) ( )
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ ----=¢¢
r

rtcctrctH
bb

txV
222

21

ln
2

1),(
p

,

( )
2222

212
1),,(

r
nx

rtc
rctHt

bb
tnxW kk¢¢

-

-
-=¢¢

p

Подставим в выражение (2.58) представления для функций WV , . Если запи-

сать свертки в интегральном виде с учетом этих представлений, то получим

соотношения  теоремы. Для Sx Ï  интегралы справа являются регулярными.
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Справедливость формулы (2.68)  и для граничных точек SxÎ  доказывается

аналогично доказательству для волнового уравнения [16].

Т е о р е м а  1.8.  Решение краевой задачи при неоднородных начальных

условиях представимо в следующем интегральном виде:

+÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

-
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-

-
= òòò

--
tt SxS
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ydV
rc

yuydV
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222222
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1                              (2.69)

Доказательство. Если записать свертки в (2.59) с начальными данными

)(),( 10 xuxu  в интегральном виде и воспользоваться теоремой 1.6, получим со-

отношения (2.68).

2.8 Краткие выводы

Глава посвящена построению обобщенных решений нестационарных

краевых задач динамики анизотропных упругих сред при антиплоской дефор-

мации, уравнение движения которых описываются строго гиперболическим

уравнением 2-го порядка.  С использованием методов теории обобщенных

функций даны условия на волновых фронтах, получен закон сохранения энер-

гии с учетом ударных волн, доказана единственность решений. Для рассматри-

ваемых уравнений построены их фундаментальные решения. Построены дина-

мические аналоги формул Грина и Гаусса в пространстве обобщенных функ-

ций, получены их интегральные представления.
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ГЛАВА 3
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ И ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ

УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ УПРУГИХ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД

В данной главе на основе обобщенного преобразования Фурье разрабо-

тан метод построения фундаментальных решений уравнений динамики анизо-

тропных сред, описывающие их динамику при действии импульсных сосредо-

точенных источников. Построены тензора Грина для уравнений движения ани-

зотропных сред (при плоской и пространственной деформации), тензора фун-

даментальных напряжений, и их первообразные по времени, исследованы их

асимптотические свойства. Построены трансформанты тензора Грина первой и

второй краевой задачи динамики для анизотропной полуплоскости.

На основе численных экспериментов изучено влияние степени анизотро-

пии породного массива на характер его  напряженно-деформированного состо-

яния при действии  сосредоточенных импульсных источников.

3.1 Обобщенные решения

Уравнения движения анизотропной упругой среды с учетом закона Гука

(2.28) описываются системой гиперболических уравнений вида:

1),(,0),(),(),( +Î=+¶¶ N
ijtxij RtxtxGtxuL (3.1)

( ) N1,l,ji, mCL tijlm
ml
ijtxij =¶-¶¶=¶¶ ,2 ,, rd , 1>N (3.2)

где j
iij dd =  – символ Кронекера, ),...,( 1 Nx ¶¶=¶ , tt ¶¶=¶ / , массовая сила G  –

локально-интегрируемая вектор – функция, ml
ijC  – упругие константы среды,

обладающие указанными выше свойствами симметрии по отношению к пере-

становке индексов (2.20) и отвечающие следующему условию строгой гипер-

боличности:
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0,00),( ¹¹">= vnvvnnCvnW ji
lm

ml
ij (3.3)

здесь ( ) ( )NNnnn nnn ,...,,,..., 11 == . В силу положительной определенности W

характеристическое уравнение системы (2.1)

{ } ,0det 2 =- ijlm
ml
ij cnnC dr (3.4)

имеет N2 (с учетом кратности) действительных корней:

1,1,0),( 1 -=£<±= + Nkccncc kkk

Они имеют смысл фазовых скоростей при гармоническом анализе системы

(2.1) и в общем случае зависят от направления распространения волны.

Пусть перемещения ),( txu  – решение системы уравнений (2.1) в про-

странстве ),(1 txR N + , непрерывные, дважды дифференцируемые функции почти

всюду, за исключением характеристической поверхности F  в 1+NR , которым

соответствуют подвижные волновые фронты tF  в NR , на которых производ-

ные могут иметь скачки. Уравнение для такой поверхности F имеет вид:

{ } 0det 2 =- ijtlm
ml
ijC drnnn

где ( ) ( )tNt nnnnn ,,...,, 1=  – единичный вектор нормали к характеристической по-

верхности F  в пространстве ),(1 txR N+ . Предполагается, что  поверхность F

кусочно–гладкая с непрерывной нормалью на ее гладкой части.

В силу сплошности рассматриваемых сред, на поверхностях tF  выпол-

няются условия непрерывности перемещений при переходе через волновой

фронт:

[ ] Nitxu
tFi ,1,0),( == (3.5)
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Следствием (3.5) являются условия непрерывности касательных производных

перемещений на фронте волны:

[ ] Nlicunu
tFlilti ,1,,0,, ==+ (3.6)

где c  – скорость движения волнового фронта, ( )Nnntxn ...,,),( 1=  – единичный

вектор нормали к поверхности tF , направленного в сторону распространения

волнового фронта.

Применение закона импульса сил и изменения количества движения

приводит к выполнению динамических условий совместности для поля пере-

мещений на волновых фронтах  [136]:

[ ] Nlicun
tFtil

l
i ,1,,0, ==+ rs (3.7)

Условие (3.7) связывает скачок скоростей на фронте волны со скачком напря-

жений. Поэтому такую поверхность называют фронтом ударной волны. Пред-

полагается, что число волновых фронтов конечно, и каждый фронт почти всю-

ду является поверхностью Ляпунова размерности 1-N .

Обозначим через )( 1+¢ NRD  пространство обобщенных вектор – функций

( )Nfftxf ˆ,...,ˆ),(ˆ
1= , определенных на пространстве )( 1+NRD  финитных беско-

нечно дифференцируемых вектор – функций ( )Ntx jjj ,...,),( 1= .

О п р е д е л е н и е. Функция )(),(ˆ 1+¢Î NRtxu D  называется обобщенным

решением системы уравнений (2.1), если справедливо равенство

( ) ( ) ( ) )(,,ˆ,ˆ 1+Î"=º NRGLuuL Djjjj

Решение ),( txu , рассматриваемое как регулярная обобщенная функция, обо-

значим через ),(),(ˆ txutxu = . Аналогично ),(),(ˆ txGtxG = .

Т е о р е м а 2.1  Если функция ),( txu  – классическое решение уравнений

(2.1), то ),(ˆ txu  – обобщенное решение системы (2.1).
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Доказательство. Подействуем дифференциальным оператором ijL  на

функцию ),(ˆ txu j . С учетом формул дифференцирования обобщенных функций

(2.16) – (2.17), а также закона Гука (2.28), получим

( ) ( ) [ ] ( )( ) -+-=¶¶ mFlFj
ml
ijttimlj

ml
ijjtxij txuCuuCtxuL ,,,,,ˆ, dnr

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )( ) =-+- tFFitFmFlj
ml
ijFtFti txutxuCtxu ,,,,,, dnrdndnr

[ ] ( ) +-+= txuuL FFtitm
m
ijij ,, dnrns (3.13)

[ ]( ) [ ]( ) tFtFimFlFj
ml
ij txutxuC ,),(,),( dnrdn -+

В силу непрерывности перемещений ),( txu  вне фронта волны имеем

[ ] ( ) ( )( ),,),(
0

=---++=
+®

ttF txutxulimtxu enenenen
e

( ) ( )( ) [ ]
tFtxutnxutnxulim ),(,,

0
=--+=

+®
ee

e

Тогда естественное требование непрерывности решений при переходе через

волновой фронт tF (3.5) приводит к условию

[ ] 0),( =Fi txu (3.14)

Если 0),( =txFt  – уравнение волнового фронта, тогда

Nj
Fgrad
Fgradn jj

t

tj
j ,1,, ==== nnn

n
n

(3.15)

при условии, что tFgrad  существует. Если tFtx Î),( , то

( ) ttFtttcnx D+ÎD+D+ , . Следовательно,

( ) ( ) ( )( ) 0,,,,, =D+=-D+D+ tFnFctxFtttcnxF tjj
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откуда

( ) n
n t

jj

t

nF
Fc -=-=

,,
, (3.16)

В силу соотношений (3.15), (3.16) выражение (3.13) на фронте волне перепи-

шется в виде

( ) ( ) [ ] ( ) +-+=¶¶ txcunuLtxuL FFtim
m
ijijjtxij t

,,,ˆ, dnrs

[ ] ( )( ) [ ] ( )( ) tFFimFlFj
ml
ij txuctxnuC

tt
,,,, dnrdn -+ (3.17)

скорость c  для каждого фронта совпадает с одной из скоростей распростране-

ния волны kc . Ввиду условий (3.7) второе слагаемое в правой части (3.17) рав-

но нулю. Действие двух последних слагаемых на пространстве )( 1+NRD опре-

деляется следующим функционалом

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )( )( ) =- ),(,,,,, txtxuctxnuC jtFFjijmFlFj
ml
ij

tt
jdndrdn

[ ] ( ) 0),(),(,),(, =+-= ò tjrjn xdFtxcntxCu
F

tilmj
ml
ijFj

t

Последнее равно нулю в силу условий (3.5). Таким образом,

( ) ( ) ),(,ˆ, txGtxuL jtxij =¶¶

т.е функция ),(ˆ txu  удовлетворяет уравнениям (2.1) в обобщенном смысле.



70

3.2 Фундаментальные решения уравнений динамики упругих анизотроп-
ных сред

3.2.1 Фундаментальные решения гиперболических систем уравнений в
многомерном случае

При построении функции Грина обычно используется аппарат инте-

гральных преобразований (Фурье – Лапласа), позволяющий перейти от диффе-

ренциальных уравнений к линейным алгебраическим уравнениям для ее изоб-

ражения. Разрешая последние, определяют трансформанту искомой функции в

виде дробно – рациональной функции от переменных интегральных преобра-

зований, затем восстанавливают оригинал. Использовать обратное интеграль-

ное преобразование Фурье часто бывает невозможно. Это приводит к привле-

чению аппарата обобщенного интегрального преобразования Фурье.

Фундаментальное решение дифференциальноых уравнений определяют-

ся с точностью до решения однородного уравнения. Поэтому полученная

трансформанта Фурье определяет целый класс фундаментальных решений.

Математически это проявляется в наличии неинтегрируемых особенностей при

действительных значениях переменныъ Фурье. Поэтому следует строить опре-

деленные регляризации трансформант с учетом условий излучения.

Рассмотрим систему уравнений (2.1) в пространстве обобщенных функ-

ций )( 1+¢ NRD .

Определение. Назовем  матрицей Грина ),( txU jk  системы (2.1) ее реше-

ние из )( 1+¢ NRD  при ),(),(ˆ txtxG ikdd= :

NkjitxtxUC ikml
k
j

ml
ij ,1,,,0),(),(, ==+ dd (3.18)

удовлетворяющее  условиям

0при0),( <= ttxU jk (3.19)

0при0)0,( ¹= xxU jk (3.20)
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tcxtxU jk maxпри0),( >=

Т е о р е м а  2.2  Если ( )Nqcq ,1=  – простые корни уравнения (3.4), то

( )
( ) å ò

= =

´
-

=
M

q e
qjkNjk ceAtH

i
NtxU

1 1

),()(
2

!2),(
p

( ) ( ) )(
0)(),(

1
0)(),(

1
11 edS

itecxeitecxe N
q

N
q ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--
-

-+
´ --

где ( ) ( )
( ) )(,

,2
,

, tH
ceQc

ceQ
ceA

qmmq

qjk
qjk =  – функция Хевисайда.

Доказательство. Преобразование Фурье приводит систему (3.18) к си-

стеме линейных алгебраических уравнений вида

( ) ( ) NlkjUiiL jljk kl ,1,,,0,, ==+dwxwx

здесь ( ) ( )wxxwx ,,...,, 1 N=  – переменные Фурье, соответствующие ),( tx . Разре-

шая полученную систему, получим трансформанту матрицы Грина, которая, в

силу однородности дифференциальных полиномов,  имеет вид

),(
),(

),(
),(

),(
wx
wx

wx
wx

wx
Q
Q

iiQ
iiQ

iiU jkjk
jk =-= (3.21)

где jkQ  – алгебраические дополнения элемента с индексом ( )jk,  матрицы

( ){ }wx iiL , , Q  – символ оператора L :

( ){ } ( ) ( ){ }wxwxwx ,det1),(det),( kj
N

kj LiiLiiQ -==

Справедливы следующие соотношения симметрии и однородности:

),(),(),( wxwxwx -=-= jkjkjk QQQ , ),(),(),( wxwxwx -=-= QQQ
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),(),( 22 wxkkwkx jk
N

jk QQ -= , ),(),( 2 wxkwkkx QQ N= (3.22)

В силу строгой гиперболичности (3.3) характеристическое уравнение

( ) 0, =wxQ

имеет N2  корней, которые можно представить в виде

xxwwxw /,,...,1,),( 2 ==-== eNqec qqqq

Используя лемму Жордана о вычетах [110], определим обратное преобразова-

ние Фурье  по времени jkU . В силу (3.16) и (3.4)

[ ] ( ) =--= ò
¥+

¥-

- ww
wx
wx

p
wx

e

e
w dti

Q
Q

UF
i

i

jk
jk exp

),(
),(

2
1),(1

( )
( ) ( ) 0exp

,,
,

)(
2

1

>"--= å
=

ex
xx
xx

w

N

q
q

q

qjk tci
cQ
cQ

tHi

Обозначим jmmjmm QQ d= . .Поскольку ( ) ( )wxwwxw ,2,, mmQQ = , используя свой-

ства (3.22), получим

( )
å ò

=
®

´-=
N

q R

qjk
Njk

N

ceA
tHitxU

2

1
0

,
lim)(

)2(
),(

xp e

( ) =---´ Nq ddxitci xxxexx ...),(exp 1

( )å ò
= =

®
´-=

N

q e
qjkN edScetHi

A
2

1 1
0

)(,lim)(
)2( ep

( )( )( ) =-+-´ ò
¥

-

0

2 )(,exp xexx ditecxei q
N
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( )å ò
= =

®
´

-
=

N

q e
qjkN ceAtH

i
N 2

1 1
0

,lim)(
)2(

)!2(
ep

( )( ) ( )( ) )(
)(,

1
)(,

1
11 edS

itecxeitecxe N
q

N
q ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--
-

-+
´ -- ee

Обозначим подынтегральную функцию через ( )e,,, txeqS   и

( ) ( ) ( )eee ,,,...,,,,,, 1 txetxetxe NS++S=S

Легко видеть, что ( ) 0,,, =S etxe   для 0,0 ¹= xt .  Следовательно, выполняется

условие (3.20). Теорема доказана.

Если на единичной сфере

( ) 0)(, ¹± tecxe q (3.23)

то ( ) ¥¹S 0,,, txeq .  Ясно,  что  это выполняется при 0>t ,

)(min/ ecetx q<

В этом случае соответствующие интегралы собственные. Функция ( )0,,, txeqS

имеет особенность, если

tecx q )(³ (3.24)

Поскольку  размерность сферы  (N–1)  совпадает c порядком особенности для

таких x  и t , соответствующий интеграл бесконечен.  Эти точки определяют

фронты волн, которые определяются параметрическим соотношением

( ){ } 0/det 2 =- ijlm
ml
ij txeeC d

которое следует из (3.4) с учетом (3.24).
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Интеграл по сфере, в силу свойств подынтегральных функций (3.22),

можно свести к интегралу по полусфере. Тогда подынтегральное выражение

при условии (3.23) будет иметь вид

( ) ( ) ( ) ( )0,,,)1(10,,,0,,, 1 txetxetxe q
N

qqq S--=-S+S=S¢ -

Следовательно, 0=S¢q  для нечетных N всюду  вне  особенностей  подынте-

грального выражения, т.е. в  этом случае функция Грина  –  сингулярная обоб-

щенная функция с носителем нулевой меры.

Аналогично  теореме 2.2  доказывается

Т е о р е м а 2.3  Если ( )Nqcq ,1=  – корни уравнения (3.4) кратности qm ,

то

( )
( )( )å ò ´

-
=

-

q R q
m

q
m

jk
qNjk

N
q

q

ceQ

ceQ
mtH

i
NU

,

,
)(

)2(
)!2(

)(
,

)1(
,

w

w

p

( )( ) ( )( ) )(
0)(,

1
0)(,

1
11 edS

itecxeitecxe N
q

N
q ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--
-

-+
´ --

здесь верхний индекс в скобках означает порядок производной по w .

Доказательство  следует из  представления

[ ]=-
jkUF 1

w

( )
( )

( )( ) ( )
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ
-

-
-= å

-

q
q

q
m

q
m

jk

q

q tci
cQ

cQ
m

m
tHi

q

q

x
xx

xx

w

w exp
,

,
!1

!
)(

)(
,

)1(
,

где использована  формула для вычета в случае кратных корней. Суммирова-

ние проводится по всем qc .  Далее обращение по x   проводится  как  в преды-

дущей теореме.
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Таким образом, построение матрицы Грина сводится к вычислению ин-

тегралов по единичной сфере. Для  нечетных N эти теоремы позволяют строить

только e  –  приближение матрицы Грина. Для четных N для определения e  –

приближения необходимо интегрирование многомерного  поверхностного  ин-

теграла по единичной сфере. Однако в ряде случаев эта процедура может быть

упрощена. Например, при построении тензора Грина для изотропной среды.

Заметим, что если известен оригинал 1-Q

( )úû
ù

ê
ë

é
= -

wx iiQ
FtxJ

,
1),( 1

который строится с учетом условий (3.19), то легко восстанавливается матрица

Грина –

( ) ( ) ( )txJQtxU txjkjk ,,, ¶¶-= (3.25)

В случае инвариантности уравнений (3.1) относительно группы ортогональных

преобразований символ оператора ijL является функцией только двух пере-

менных wx , и  может быть представлен в виде

( )12)(),( -= wxwwx QiiiQ N (3.26)

Это значительно упрощает построение оригинала, позволяя использовать

функции Грина классического волнового уравнения. Для этого следует разло-

жить ( )wx iiQ ,1-  на простые дроби. В случае простых корней  будем иметь

( )Õ
=

-=
N

k
kciiQ

1

222 /),( wxwx

( )å
=

-
-

=
N

k
k

k
N

c

A
iiiQ 1 222

22
/)(

1
),(

1

wxwwx
(3.27)
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где kA  – постоянные разложения. Легко видеть, что  слагаемое в скобках  под

знаком суммы – символ  классического волнового оператора Ntkk cD D-¶= - 22

( ND – оператор Лапласа), функция Грина которого ),( txU N  хорошо изучена

[182]. В частности, для 3,2,1=N  (cлучаи, характерные для физических задач)

она имеет следующий вид [44]

( ) xrrctH
c

ctxU =-= ),(
2
1,,1 ,

( ) )(
2

1,,2 rctH
rctc

ctxU -
-

=
p

, (3.28)

( ) )(
4

1,,3 rct
r

ctxU -= d
p

Здесь )( rct -d  – простой слой  на конусе ( ){ }ctxtxKc == :, :

( )( ) ò ò ò
¥

=

-==-
0

1 )/,()(),(),(,
ctr RN

dxcxxcxdStxdttxrсt jjjd , )( 1+Î" NRDj

Волновым фронтом функции Грина является расширяющаяся со скоростью c

сфера в NR , на которой она имеет особенности. Как следует из теоремы 2.2 но-

сителем ),,( ctxU N  является внутренность конуса ( ){ }0,:, >£=+ tctxtxKc    в

1+NR , если N четное, и его поверхность cK , если N нечетное. Например, 3U

в  (3.28) – простой слой на конусе – сингулярная обобщенная функция. Это

свойство NU было ранее доказано в  [45]. Из уравнения (3.27) следует, что в

этом случае ),( txJ   является сверткой по t функции Грина с )(tH :

( )( )( )å
=

***=
N

k
kNk ctxUtHtHAtxJ

1

,,)(...)(),( (3.29)
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Здесь свертка по t берется 22 -N  раза  и  существует  в силу  полуограничен-

ности слева носителей входящих в нее функций  [46]. Легко проверить, что

условия (3.19) – (3.20) выполняются, так  как им  удовлетворяют ),,( ctxU N .

Сформулируем этот результат в виде теоремы.

Т е о р е м а  2.4.  Если символ оператора L представим в виде (3.26) и kc

– простые корни уравнения  (3.4), то ( )txU jk ,  определяются формулой (3.25),

где ),( txJ  имеет вид (3.29).

Если kc  имеют кратность km   в разложении (3.27) могут появиться  сте-

пени ( ) ),...,1(/ 222
k

m
k mmс =-

-
wx . Пользуясь  свойством преобразования

свертки, получим  оригинал в виде полной свертки по ),( tx :

( ) ( ) ( )÷
ø
ö

ç
è
æ **=úû

ù
êë
é -

-- ctxUctxUcF N
m

N
m

k ,,...,,/ 2221 wx

Далее процедура построения матрицы Грина аналогична описанной.

Заметим, что, как следует из (3.29), в случае 2,1=N  операция взятия

свертки сводится к взятию регулярных интегралов простого вида:

tt dtxUtHtxU
t

N
t

N ò -=*
0

),()(),(

( ) ( ) ( ) ( ) ttt dyUtyxUydVtxUtxU
NR

t

NNNtN ò ò --=*
0

,,)(,,

Но уже  для 3=N  и выше построение сверток нетривиально и для вычисления

следует использовать их определение  в классе обобщенных функций [182].

Для произвольной регулярной функции )(ˆ 1+¢Î NRG D : ),0(ˆ ¥ÎGsupp
t

 со-

ответствующее решение уравнений (2.1), удовлетворяющее условиям типа

(3.19), имеет вид свертки
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k
k
ii GUu ˆˆ *=  (3.30)

Для регулярных функций она имеет интегральное представление

)(),(),(),(ˆ
0

ydVyGtyxUdtxu k

R

iki
N

ttt òò --=
¥

(3.31)

Если уравнения (2.1) инвариантны относительно группы ортогональных

преобразований, то kc  не зависят от n . В физических задачах изотропия среды

приводит к указанному свойству.

3.2.2 Матрица Грина анизотропной среды при плоской деформации и ее
свойства

Рассмотрим анизотропную (ортотропную) среду, находящуюся в услови-

ях плоской деформации, т.е. действующие силы и перемещения не зависят от

координаты 3x  и ),( 2111 xxuu = , ),( 2122 xxuu = , 03 =u . Уравнения движения в

этом случае при действии сосредоточенной силы, направленной по оси kx

( 2,1=k ), имеют вид

),(,),(,,)(, 1122166121661211111 txutxuCuCCuC tt
k rdd =++++

),(,),(,,)(, 2222222212661211266 txutxuCuccuC tt
k rdd =++++ (3.32)

Для такой среды тензор Грина в пространстве трансформант Фурье –

Лапласа есть

),,(
),,(

),,(
),,(

),(
21

21

21

21

piiQ
piiQ

piiQ
piiQ

pU jkjk
jk xx

xx

xx

xx
x =

--

--
= (3.33)

( p – параметр преобразования Лапласа) в силу однородности полиномов

jkQ , где

,),,( 22
222

2
1662111 pCCpQ rxxxx ++=
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( ) ,),,( 2166122112 xxxx CCpQ +-=                                            (3.34)

,),,( 22
266

2
1112122 pCCpQ rxxxx ++=

).,,(),,(),,(),,( 21
2
122122211121 pQpQpQpQ xxxxxxxx -=

Для определения обратного преобразования (3.33):

ò ò ò
¥+

¥-

¥

¥-

¥

¥-

++=
ip

ip

ptixixjk
jk dpdde

piiQ
piiQ

i
txU

0
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2211
21
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21
3 ),,(

),,(
8

1),( xx
xx
xx

p
xx

удобно перейти к полярной системе координат ),,( jr=x  тогда ),( qx=ξ .

Полагая sp x= , получим:

ò ò ò
¥ ¥+

¥-

=
p

xqx

qq

qq
xq

p

2

0 0

cos
3

0

0
),sin,cos(
),sin,cos(

8
1),(

ip

ip

stjkri
jk dse

siiQ
siiQ

ded
i

txU         (3.35)

В (3.35) удобно сначала выполнить обратное преобразование Лапласа, ис-

пользуя свойство однородности полиномов. В силу строгой гиперболично-

сти полином ),sin,cos( siiQ qq имеет четыре различных мнимых корня

mm ics =  ( 4,1=m ), тогда внутренний интеграл равен сумме вычетов:

ò òå
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=
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qsqx xq
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0 0
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4
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Учитывая, что

ò
¥
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=
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)(1lim apd
aae

xxa i
i

dei

получим
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qsqqqsqq
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Используя лемму Жордана о вычетах, выполнив предельный переход при

интегрировании по q , а также беря предел в формуле обратного преобразо-

вания Фурье в смысле сходимости обобщенных функций, получим тензор

Грина, представляющий собой сумму вычетов дробно–рациональных функ-

ций [85,193]:

( )
( )å

>
= +

+
=

2

1 21

21

0Im
/)(,1,,
/)(,1,

Im1),(

q
q qq

qqjkk
j txxQ

txxQ
t

txU
z

zz

zz

p z

                                    (3.36)

где )()( ×-=× kkjj LQ , )()( ×=× jkjk LQ  для kj ¹  или

2 2 2
11 1 2 66 1 22 2( , , )Q C Cx x w x x rw= + + , ( )12 1 2 12 66 1 2( , , )Q C Cx x w x x= - + ,

2 2 2
22 1 2 11 1 66 2( , , )Q C Cx x w x x rw= + + , qz – корни  уравнения

( ) 0,1, 21 =+ xxQ zz , 2
122211 QQQQ -=                                         (3.37)

Для ортотропной среды скорость распространения волны зависит от

направления распространения волны, а форма волновых фронтов суще-

ственно зависит от коэффициентов уравнения  (3.1). Так,  скорости распро-

странения квазипродольной и квазипоперечной волн )(qmm cc =  в такой

среде выражаются следующим образом:

( ) ( ){{ ±+-+±= )(sin)(cos)( 2
6622

2
6611 qqq CCCCcm (3.38)

( ) ( )[ ] ( )
2/1

22
6612

22
6622

2
6611 2/)(sin4)(sin)(cos

þ
ý
ü

þ
ý
ü++---± rqqq CCCCCC

Для изотропной среды (3.38) переходят в известные выражения для скоро-

стей распространения объемных и сдвиговых волн:

( ) rmlr /2/, 1121 +±=±= Cc , rmr //, 6643 ±=±= Cc
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В выражении для тензора Грина (3.36) суммируются вычеты дробно–

рациональных функций в верхней полуплоскости, что требует знания зна-

чений корней qz  полинома Q  (3.37). Корни этого уравнения четвертой сте-

пени являются комплексно сопряженными, поэтому мы всегда имеем два

корня, удовлетворяющих условию 0³zΙm .

3.2.3 Тензор Грина изотропной упругой среды

В случае однородной изотропной линейно-упругой среды связь между

напряжениями и смещениями имеет вид

kkijjljl
ml
ijij C eldmees +==

и уравнения движения (3.7) перепишутся следующим образом:

),(),(),()(),( ,,, txutyxtxutxu ttiiijjjji rddmlm b =-+++

В изотропной среде существуют две скорости

rml /)2(1 +=c , rm /1 =c

распространения объемных и сдвиговых волн. Фронты волн, описываемые тен-

зором Грина, –  две концентрические сферы, расширяющиеся с этими скоро-

стями. В такой среде )( iljmjlimlmij
ml
ijC ddddmdld ++=  ( ml,  – упругие кон-

станты Ламе) и корни полинома (3.32) имеют вид:

( ) ( )22
1

2
1

22
11211 tcxtcrtcxx --+-=z ,

( ) ( )22
2

2
2

22
22212 tcxtcrtcxx --+-=z .

Тензор Грина (3.31) для изотропной упругой среды можно записать в явном

виде:
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( ) ( )
( )

ïî

ï
í
ì

-
-

-+-= å
=

-
2

1

1
2

2

2
2

2
2

/
1

,,
/

2
1),(

p p

ppkj
k
jk

j B
crtH

r

trr
crtH

Bc
txU

d

pr
         (3.39)

( ) ( )
ï
þ

ï
ý

ü
--

-
-- å

=

-
2

1

1
2 /1

,,

p
pp

pkj
k
j crtHB

r
rrd

где kkii xxrrxr == ,/, , 222 / pp crtB -= , ( )pcrtH /-  – функция Хевисайда,

2,1,,, =pkji . Тензоры Грина для изотропной среды, находящейся в условиях

плоской  и пространственной деформаций, построены также в [94].

3.2.4 Тензор Грина упругой анизотропной полуплоскости

Рассмотрим анизотропную упругую среду, находящуюся в условиях

плоской деформации, занимающую область 2
2 }0,:{ RhhxxS Ì>£=-  с плос-

кой границей }:{ 2 hxx ==G , на которой выполняется одно из следующих

условий:

GÎ= xtxui ,0),(  (жесткая граница) (3.40)

GÎ= xtxgxntx il
l
i ),,()(),(s  (свободная граница) (3.41)

Предполагается, что компоненты вектора перемещений удовлетворяют

следующим начальным условиям:

ïî

ï
í
ì

=<

=£GÈ
Î=

¶
¶

-

-

)1(0,

)0(0,
,0),(

mtS

mtS
x

t
txu

m
i

m

(3.42)

а для массовой силы ),( txG существует преобразование Лапласа:
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dtetxGpxG ptò
¥

-=
0

),(),( , 0Re >p

Требуется найти решение следующих краевых задач:

Краевая задача I. Найти решение системы уравнений движений (3.18),

при заданных начальных условиях (3.42) и граничных условиях (3.40).

Краевая задача II. Найти решение системы уравнений движений (3.18),

при заданных начальных условиях (3.42) и граничных условиях (3.41).

Обозначим через ),()( txW rk
j  – компоненты тензора Грина первой ( r =1) и

второй  ( r =2) краевых задач для полуплоскости. Решение рассматриваемых

задач имеет вид свертки ),()( txW rk
j с соответствующей массовой силой

),( txGk :

),(),(),( )( txGtxWtxu k
rk

jj *= (3.43)

Тензор Грина ),()( txW rk
j  должен удовлетворять условиям излучения на беско-

нечности.

В пространстве преобразований Лапласа по времени t  выражение (3.43)

имеет вид

),(),(),( )( pxGpxWpxu kx

rk
jj *=

а граничные (3.40), (3.41) и начальные (3.42) условия соответственно:

GÎ= xpxui ,0),( (3.40)*

GÎ= xxnpx jij ,0)(),(s (3.41)*
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ïî

ï
í
ì

=

=GÈ
Î=

-

-

¥® )2(

)1(
,0),(lim

mS

mS
xpxup i

m

p
                      (3.42)*

Общее решение. Решение первой и второй краевых задач представим в

следующем виде

2,1),,(),(),( )()()( =+= rpxVpxUpxW rk
j

rk
j

rk
j (3.44)

Здесь ),( pxU k
j  – трансформанта тензора Грина для анизотропной плоскости

(3.17); ),()( pxV rk
j  – тензор описывает волны, отраженные границей G ; индекс

r принимает значение 1 при решении первой, 2 – при решении второй краевых

задач.  Компоненты ),()( pxV rk
j  подлежат определению. В силу линейности

уравнений (3.18 и представления (3.44) функции ),()( pxV rk
j  удовлетворяют

следующей системе:

2,1,,,,0),(,, )(

21
==÷÷

ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶ rkjipxVp

xx
L rk

jij (3.45)

Представляя ),( pxV r
jk  в виде

3),( erotgradpxV r
k

r
k

r
jk yj += (3.46)

( 3e -орт оси 3x ), введем матрицу потенциалов Ламе, столбцы которой { }r
k

r
k yj ,

есть выражения

xuxxj dxixpr
k

r
k )exp(),( 121 +F= ò

¥

¥-
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xuxxy dxixpr
k

r
k )exp(),( 221 +Y= ò

¥

¥-

)2,1(0Re =³ ssu            (3.47)

Смысл и вид выражений 1u и 2u будет пояснен ниже. Тогда для компонент ис-

комого тензора получим следующие выражения:

[ ]ò
¥

¥-

Y+F= xxuxx xuu deepepipxV ixxr
k

xr
k

rk 12212 ),(),(),( 2
)(

1              (3.48)

[ ]ò
¥

¥-

Y-F= xxxxu xuu deepieppxV ixxr
k

xr
k

rk 12212 ),(),(),( 1
)(

2

Рассмотрим тензор Грина (3.36) для бесконечной анизотропной плоскости.

В пространстве преобразования Лапласа он имеет вид

´
+-

= ò ò
¥

¥-

¥

¥-
),,(

),,(),,(
)2(

1),(
21

2121
2 piiQ

piiQpiiQ
pxU jm

k
mmm

k
j

jk xx
xxdxxd

p

( ) jmkjmddxi ¹=´ ,2,1,,,),(exp 21 xxx       (3.49)

здесь ( )21,xxx =  – параметры преобразования Фурье; jmQ  – однородные поли-

номы второго порядка, соответствующие дифференциальным операторам (2.2);

знаменатель представляет собой полином четвертого порядка:

)()()()( 2
122211 ×-××=× QQQQ

Здесь и ниже точки в скобках соответствуют тем же параметрам, что и в соот-

ношениях (3.29). Обозначив через 2
1u и 2

2u  корни многочлена Q , взятые с про-

тивоположным знаком, например, для ортотропной среды получим
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6611

3212
1 2

),(
CC

pddd xb
u

+-+
=                                       (3.50)

6622

3212
2 2

),(
CC

pddd xb
u

+-+
=

где

( )22
111221 pCCd rx += , ( )22

166662 pCCd rx += , ( ) 2
1

2
66123 xCCd += ,

( ) ( ) 21
2

321
2 4, dddddp --+=xb

В случае изотропной среды имеем 2)(),( pp rmlxb += , а корни (3.50) есть вы-

ражения

)2,1(2

2
2

1
2 =+= j

c
p

j
j xu

где rml /)2(2
1 +=c , rm /2

2 =c . Учитывая, что

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

+
=

× 2
2

2
2

2
1

2
21

11
),(

1
)(

1
uxuxxb pQ

выражение (3.49) можно переписать в виде

ò ò å
¥

¥-

¥

¥- =

´
+-

-=
2

1 1

21
2 ),(

),,(),,(
)1(

)2(
1),(

s

jm
k
msmm

k
js

jk p
piiQpiQ

pxU
xb

xxduxd

p

( ) jmkjmddxi ¹=÷÷
ø

ö
çç
è

æ

+
-

+
´ ,2,1,,,),(exp11

212
2

2
2

2
1

2
2

xxx
uxux

            (3.51)
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Возьмем интеграл по переменной 2x , используя лемму Жордана и теорему о

вычетах.  Поскольку 02 >x , то при 0Re ³su , выберем вычеты в полюсах

2,1,2 == si sux . Тогда

ò å
¥

¥- =

´
+-

-=
2

1 ),(
),,(),,(

)1(
4
1),(

s s

sjm
k
msmm

k
jsk

j p
piQpiQ

pxU
uxb

uxduxd
p

( ) 0Re,,2,1,,,exp 21 ³¹=-´ ss jmkjmdxix uxux                (3.52)

(здесь и ниже индекс 1 у параметра x  опустим).

Для определения компонент соответствующего тензора фундаментальных

напряжений воспользуемся законом Гука

),(,),( pxUCpxS l
k
j

ml
ij

m
ik =       (3.53)

Трансформанта динамического тензора Грина первой краевой зада-

чи для анизотропной полуплоскости. Соотношения (3.48) и (3.42) позволяют

найти трансформанту тензора  для  первой краевой задачи для анизотропной полу-

плоскости. В этом случае ),(1 pxV jk   удовлетворяют системе уравнений (3.45) и

граничным условиям

GÎ-= xpxUpxV k
j

k
j ),,(),()1(        (3.54)

Приравняв в силу произвольности 1x подынтегральные выражения левой и

правой частей в соотношениях (3.34), получим систему уравнений для опреде-

ления неизвестных коэффициентов ),(1 pk xF , ),(1 pk xY . Разрешив последнюю,

найдем

å
=

- ´-=F
2

1

1

1

1 )1(
),(4

),(
s

s
k Bp

ip
xpb

x
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( ))(exp),,(),,( 1
2

21 s
s

sk
s

sk hpiPpP uu
u
uux

u
xux +-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+´ ,

å
=

- ´-=Y
2

1

1

1

1 )1(
),(4

),(
s

s
k Bp

ip
xpb

x    (3.55)

( ))(exp),,(),,( 22
1

1 s
s

sk
s

sk hpPpiP uu
u
xux

u
uux +-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-´

Здесь введены следующее обозначения:

2
211 xuu -=B ,

),,(),,(),,( 1222211 pQpQpP s
k

s
k

sk uxduxdux -=

),,(),,(),,( 1121212 pQpQpP s
k

s
k

sk uxduxdux -=

Поскольку 0Re >p , в соотношениях (3.55) 01 ¹B  для ),( ¥-¥Î"x . Подын-

тегральные функции в (3.48) экспоненциально затухают быстрее, чем

)exp( xh- , и бесконечно дифференцируемы по 21, xx . Следовательно, интегра-

лы в (3.48) с учетом выражений (3.55) являются сходящимися и допускают

дифференцирование по 21, xx под знаком интеграла. При больших значениях p

для функций ),()1( pxV k
j  справедлива следующая асимптотическая оценка:

( )rr /,/max,exp
Re

),( 22663
1 CCc

c
hp

p
constpxV jk =÷

ø
ö

ç
è
æ-<         (3.56)

Для изотропной полуплоскости выражения (3.55) получены ранее [17] и в

оценке (3.56) следует положить 1cc = .
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Таким образом, найдена трансформанта ),()1( pxV k
j , а значит, и опреде-

лен первый динамический тензор Грина ),()1( pxW k
j  для анизотропной полу-

плоскости.

Трансформанта динамического тензора Грина второй краевой зада-

чи для анизотропной полуплоскости. Граничное условие (3.41)* с учетом

(3.44) и (3.43) для второй краевой, задачи в случае ортотропной среды записы-

вается в виде

),(,),(,),(,),(, 222211122
)2(

2221
)2(

112 pxUCpxUCpxVCpxVC kkkk --=+          (3.57)

),(,),(,),(,),(, 12211
)2(

22
)2(

1 pxUpxUpxVpxV kkkk --=+

Подставим соответствующие производные выражений (3.48) при 2=r  и  (3.47)

в соотношения (3.57). Как и в случае первой краевой задачи, получим систему

уравнений для определения коэффициентов ),(2 pk xF , ),(2 pk xY , разрешая ко-

торую, найдем

-
ïî

ï
í
ì

ê
ê
ë

é
÷÷
ø

ö
çç
è

æ +
+-=F å

=

-
2
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2
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2121
1

2

2 ),,()1(
),(4

1),(
s s

sk
s

k CpPi
Bp

p
u

ux
uuxx

xbp
x       (3.58)
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122222
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где

( ) ( )( )2
2

22
12

2
12221

2
12222 2 uxxuuux +---= CCCCB (3.59)

В случае изотропной среды

( ) úû
ù

êë
é +-=

22
2

2
21

2
2 4 uxuuxmB

Выражение в скобках представляет собой известную функцию Релея, которая об-

ращается в нуль при значениях RCip x±= , где RC  – скорость волны Релея. _

Поскольку 0Re >p 02 ¹B для ),( ¥-¥Î"x  и для ),()2( pxV k
j   справедли-

вы те же результаты, что и для ),()1( pxV k
j . Итак, определен и тензор

),()2( pxW k
j , а следовательно, доказана следующая

Л е м м а. Трансформанты тензора Грина первой и второй  краевых за-

дач динамики для анизотропной полуплоскости представимы в виде

2,1),,(),(),( )()( =+= rpxVpxUpxW rk
j

k
j

rk
j (3.60)

где ),( pxU k
j  – тензор Грина для бесконечной анизотропной плоскости;

),()( pxV rk
j  – тензор, компоненты которого бесконечно дифференцируемые в об-

ласти { }0,: 2 >³=- hhxxS  функции, аналитические по p  при 0Re >p , удо-

влетворяющие условиям 0),(lim =
¥®

pxVp r
jk

m

p
 для m" .

Трансформанты динамического тензора Грина второй краевой задачи в

случае изотропной полуплоскости получены ранее [17].
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3.3 Тензор фундаментальных напряжений для анизотропной среды

Тензор  Грина ),( txU j
i  порождает тензор фундаментальных напряжений,

компоненты которого определяются по закону Гука

),(,),( txUCtxS l
k
j

ml
ij

m
ik = ,                                          (3.61)

Для ортотропной среды он будем иметь вид

( )
( )å

>
=

-
=

2

1
2

,

0Im
,

,,,
Im)(),(

q

ll

q

xmkxmkml
ij

k
ij

Q

QQQQ
C

t
tHtxS

z
z

zz

p

Введем тензор T :

),(,)(),,(),,( txUxnCntxntxT l
k
jm

ml
ij

k
i

i
k -=G-= ,                       (3.62)

)(),(),,( xntxSntx m
m
ik

k
i =G , Nlmkji ,1,,,, =

Тогда систему уравнений для ),( txU k
j  (3.18) можно записать в виде:

0)()(),(,),(, =+- txtxUtxS k
itt

k
il

m
ik dddr                     (3.63)

Отметим свойства тензоров фундаментальных решений

),(),(),,(),( txUtxUtxUtxU i
k

k
i

k
i

k
i =-=

),,(),( txStxS m
ik

m
ik --=                                        (3.64)

),,(),,(),,( ntxTntxTntxT k
i

k
i

k
i --=--=

Легко видеть, что они являются следствием  инвариантности уравнений (3.18)

для ),( txU k
j  относительно преобразований симметрии xy -= .
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Т е о р е м а 1.5. При фиксированном k матрица ),,( ntxT k
i  является фундамен-

тальным решением системы уравнений (3.18), соответствующим

)()(,),( )( txnCtxG
l

xm
ml
iki dd=

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим дифференциальный оператор (3.2) к

),,( ntxT k
j , используя (3.61) – (3.62)

=¶¶-=G¶¶-=¶¶ )(),(),(),,(),(),,(),( xntxSLntxLntxTL m
m
kjtxij

j
ktxij

k
jtxij

)()(,)()()(,)(,)( txCxntxCxnUCLxn l
ml
ikml

s
i

ml
ksml

j
s

ml
ksijm ddddd ==-=

Таким образом, ),,( ntxT k
i  является  решением системы уравнений (3.18)

с указанной сингулярной неоднородностью в начале координат, что и требова-

лось доказать.

Назовем ),,( ntxT k
i мультипольной  матрицей, поскольку она описывает

фундаментальные  решения   системы (3.18), порождаемые сосредоточенными

источниками мультипольного типа [40].

Введем первообразные тензоров фундаментальных решений по времени:

)(),(),( tHtxUtxV
t

k
j

k
j *= Þ ),(),( txUtxV k

j
k
jt =¶ (3.65)

)(),,()()(),,(),,( ** tHntxTtHxntxTntxW
t

k
jmk

m
j

k
j == dd

Þ ),(),( txTtxW k
j

k
jt =¶                                                            (3.66)

здесь символ ""
t
*  означает неполную свертку функции по t , которая для регу-

лярной функции имеет вид

ò -=*
t

t
dxgtxftHtxgtxf

0

),(),()(),(),( ttt
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Ясно, что k
iV  и k

iW  являются фундаментальными решениями систем уравне-

ний:

0)()(),(),( =+¶¶ tHxtxVL k
i

k
jtxij dd

0)()(,)(),(),( =+¶¶ tHxxnCtxWL lm
ml
ki

k
jtxij d

Из (3.37) следуют свойства симметрии введенных тензоров:

),(),(),,(),( txVtxVtxVtxV i
k

k
i

k
i

k
i =-= (3.67)

),,(),,(),,( ntxWntxWntxW k
i

k
i

k
i --=--= (3.68)

Введем )()( xU sk
i  – тензор Грина статических уравнений:

0)()()0,( )( =+¶ xxUL ik
sk

jxij dd (3.69)

¥®® xxU sk
j 0)()(

а также тензор, аналогично (3.35):

)()( )(),( si
jlm

ml
kj

sk
i UxnCnxT ¶-=                                (3.70)

Очевидно, что справедливы следующие соотношения симметрии

),(),(),( )()()( nxTnxTnxT sk
i

sk
i

sk
i --=--= (3.71)

Из теоремы 1.5 получим

С л е д с т в и е. )(sk
iT  является фундаментальным  решением  уравнений ста-

тики:

0)(,)(),(T)0,( )( =-¶ xCxnnxL l
ml
ikm

sk
jxij d

Легко видеть, что эта система уравнений эллиптического типа.
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Т е о р е м а 1.6. Имеют место следующие представления:

),()()(),( )()( txVtHxUtxV dk
i

sk
i

k
i += (3.72)

),()()(),( )()( txWtHxTtxW dk
i

sk
i

k
i += , (3.73)

где )()()( tHxU sk
i , )()( tHT sk

i  – регулярные функции при 0¹x . При 0®x

)(ln)()(
x

N
ik

sk
i eAxxU » , ( )x

N
ik

sk
i eBxT 1)( -» , 2=N

( )x
N
ik

Nsk
i eAxxU 2)( )( +-» , ( )x

N
ik

Nsk
i eBxT 1)( +-» , 2>N (3.74)

здесь xxex /= , )( x
N
ik eA , )( x

N
ik eB  – непрерывные и ограниченные на сфере

1=e  функции; )(dk
iV , )(dk

iW  – регулярные функции, непрерывные при

0,0 >= tx . При любом N :

0),()( =txV dk
i   и 0),()( =txW dk

i  при tecx
ke

)(max
1=

> , а при нечетных N

эти равенства справедливы и при tecx
ke

)(min
1=

< .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В пространстве преобразований Фурье, в силу одно-

родности дифференциальных полиномов ijL имеем

),(
),(

)(
),(
),(

)(),( 11

wx

wx
w

wx

wx
wwx

Q
Q

i
iiQ
iiQ

iiiV jkjkk
j

-- -==

где ijQ  – алгебраическое дополнение элемента ijL , а Q  – определитель матри-

цы L . В силу строгой гиперболичности системы (3.1) характеристическое

уравнение (3.4) имеет, с учетом кратности, N2  корней, которые можно пред-

ставить в виде:

xxwwxw /,,1,),( 2 ==-== eNqec qqqq
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Предположим, что все корни qc  кратности 1. Используя лемму Жордана о вы-

четах, определим обратное преобразование Фурье по времени для
k
jV

[ ] ( ) =--= ò
¥+

¥-

-- ww
wx

wx
w

p

e

e
w dti

Q
Q

i
i

VF
i

i

jkk
j exp

),(
),(

)(
2
1 11 (3.75)

( ) ( )
( ) ( ) 0,)(exp

)(,
)(,

)(
)0,(
)0,(

)(
2

1

1 >÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-+= å

=

- ex
xx

xx
x

x

x N

q
q

q

qjk
q

jk teci
ecQ
ecQ

ec
Q

Q
tH

Легко видеть, что первое слагаемое в последнем выражении является преобра-

зованием Фурье статической матрицы Грина )()( xU sk
i . Оригинал второго сла-

гаемого (3.75) обозначим через )(dk
jV . Поскольку Фурье-изображение

)(sk
iU

имеет вид

)0,(
)0,(

)0,(
)0,(

)( 2)(

eQ
eQ

iQ
iQ

U jkjksk
j

-=-= x
x

x
x (3.76)

и 0)0,( ¹eQ в силу (3.2), следовательно,  дробь справа ограничена  на единич-

ной сфере. Используя  связь  между асимптотикой трансформанты Фурье на

бесконечности  с  асимптотикой оригинала в нуле  [36], получим (3.74) для

)()( xU sk
i .

Для матрицы k
jW  в пространстве преобразований Фурье на основании

формул (3.15) и (3.17) можем записать:

( )
( ) ( )÷÷

ø

ö
ç
ç
è

æ
-+-= å

=

N

q
q

qq

qmkmk
sl

ml
js

k
j teci

ecQec
ecQ

Q
Q

nCiW
1

)(exp
)(,,)(

)(,
)0,(
)0,(

x
xxx

xx

x
x

x
w

(3.77)

Первое слагаемое в этом выражении является преобразованием Фурье статиче-

ской матрицы фундаментальных решений )(sk
jT :
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( )
)0,(
)0,(

)0,(
)0,(

),,( 1)(

eQ
eQ

Cnei
iQ
iQ

nCintT mkml
jssl

mk
sl

ml
js

sk
j

-== x
x
x

xx ,

которое имеет сильную особенность при 0=x  вида (3.74) в силу асимптотики

при 0®x . Оригинал второго слагаемого в (3.74) обозначим через )(dk
jW .

Рассмотрим )(dk
jV :

( )
( )

( )teci
eceQec

eceQ
tHtV q

N

q qq

qjkdk
j )(exp

)(,,)(

)(,
)(),(

2

1
2

)(
x

x
x

w

-= å
=

(3.78)

Найдем оригинал этой функции, используя свойства преобразования Фурье

сходящейся последовательности обобщенных функций [33]. Для 2>N

( )
( )å ò

=+®
´=

N

q R qq

qjk
N

dk
j

N eceQec

eceQ
tHtV

2

1
20

)(

)(,,)(

)(,
lim)(

)2(
1),(

w
e xp

x

( ) xxexx dxiteci q ---´ ),()(exp

( )( ) =
-+

´-÷
ø
ö

ç
è
æ-= å ò

= =
-

)(
0)(,

1
),(,

),(
)()!3(

2

2

1 1
2 edS

itecxeceQc
ceQ

tHNi N

q e
N

qqq

qjk
N

wp

( )
( )å ò

= =
- ´÷

ø
ö

ç
è
æ-

-=
N

q e qq

qjk
N

N eceQc
eceQitH

t
N 2

1 1
2 )(,,

)(,
2

)()!3(

wp

( ) ( ) )(
0)()/,(

1
0)()/,(

1
22 edS

iectxeiectxe N
q

N
q ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

--
+

-+
´

--

Легко видеть, что при 0>t , если ))((),( tecxe q¹ , то подынтегральные  функ-

ции не имеют особенностей, так как 0¹qc  и для однократных корней

( ) 0)(,, ¹eceQ qw (3.78)
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При ))((),( tecxe q=  подынтегральные функции имеют интегрируемую осо-

бенность на сфере, так как размерность сферы )1( -N  и порядок особенности

)2( -N . Т.е. ),()( txV dk
j  не имеет особенности на фронтах и является регуляр-

ной функцией.

На основании формулы (3.77) можем записать:

( )
( ) ( )å

=
--=

N

q
q

qq

qmk
sl

ml
js

k
j tci

cQc
cQ

nCiW
1

exp
,,

,
x

xxx

xx
x

w

Далее аналогично определяем оригинал

( )
´-= sl

ml
jsN

dk
j nCtHiW x

p
)(

2
)(

( )
( ) ( ) =---´ å ò

=+®

N

q
q

R qq

qmk dxitci
cQc

cQ

N

2

10
),(exp

,,
,

lim xxexx
xxx

xx

we

( )
( )

( )å ò
= =+®

´-=
N

q e qq

lqmk
sl

ml
jsN edS

ceQc
eceQ
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1 10
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( )

=
++-

´ ò
¥

-
x

x

exx
d

tcxi
N

q

0
2
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´--=
N

q e qq
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)()!2(
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è
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Здесь также при 0>t , ( ) tecxe q )(, ¹  подынтегральные функции не имеют

особенностей в силу (3.78).
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При ( ) tecxe q )(, =  подынтегральные функции имеют неинтегрируемую

особенность на  сфере, так как размерность сферы )1( -N   и порядок особен-

ности )1( -N . Таким образом, ),,()( ntxW dk
j имеет особенности на фронтах и

регулярна при 0=x  для любого 0>t .

3.4 Динамика анизотропной упругой среды при сейсмических воздей-
ствиях

3.4.1 Обобщенные решения уравнений движения при действии сейсми-
ческих источников

Исследование процессов распространения волн от очагов землетрясений

связано с изучением напряженно–деформированного состояния среды при дей-

ствии распределенных массовых сил ),( txGk . Для регулярных массовых сил

),( txGk  компоненты поля  перемещений есть следующие интегральные пред-

ставления:

)(),(),(),(
30

ydVyGtyxUdtxu k

R

iki ttt òò --=
¥

Для удаленного очага землетрясения, расстояние до которого существен-

но превышает его размеры, используются модели сосредоточенных источников

в виде сингулярных обобщенных функций с точечным носителем (поль, ди-

поль, мультиполь и др.) [40]. Поле перемещений при этом имеет вид свертки

),( txU jk с соответствующей ),( txGk :

3,1,),,(),(),( =*= kjtxGtxUtx k
k
jju ,                               (3.79)

которую следует брать по правилам определения свертки в теории обобщен-

ных функций. Сосредоточенные импульсные источники вводятся через массо-



99

вые силы в виде следующих сингулярных обобщенных функций с точечным

носителем.

Сосредоточенная сила описывается d – функцией Дирака (индекс k  ука-

зывает направление действия силы)

),(),,( 0ttyxtyxG iki --= dd

Физически она описывает движение среды при действии сосредоточенных ис-

точников в точке y  в момент времени 0t . Перемещениям, возникающим при

этом в среде, соответствует тензор Грина, полученный в разделе 1.

Диполь – предел пары сосредоточенных сил при стремлении расстояния

между приложения этих сил (имеющих общую линию действия) к нулю. В

этом случае компоненты массовой силы есть

i
k

ki e
x

tyxDetyxG
¶

-¶
-=

),(),,( d ,   (суммирование по k )

e – орт оси диполя, D – величина момента диполя.

Сосредоточенный момент (двойная сила с моментом) – предел пары со-

средоточенных сил при стремлении плеча пары к нулю:

k
k

i
i x

tyxe
Ge

MGtyxG
¶

-¶
´

-=
),(),,(

0

0 d

0,Ge  – орты сил, определяющих момент M .

Поле перемещений в окрестности очага землетрясения хорошо описыва-

ется сосредоточенной нагрузкой с осевой симметрией, представляющей собой

плоский центр расширения (если образован положительными диполями) – сжа-

тия (если образован отрицательными диполями):

i
i x

tyxDtyxG
¶

-¶
-=

),(
2

),,( d
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Рисунок 3.1

Для случая, когда диполь действует вдоль оси Ox ( 1Ox )

Поле перемещений запишется в виде
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Для случая, когда диполь действует вдоль оси Oy ( 2Ox )

имеем
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Эта модель очага генерирует сферически – симметричную продольную

волну.

Центр вращения – также сосредоточенная нагрузка с осевой симметрией:
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Рисунок 3.2

Для случая, когда пара сил параллельна оси Оу ( 2Ox ) имеем
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В случае, когда пара сил параллельна оси Оx ( 1Ox ) имеем
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Решения записаны с использованием свертки тензора Грина с соответ-

ствующей рассматриваемому источнику массовой силой (3.79).

3.4.2 Обобщенные решения уравнений движения при действии сейсми-
ческих источников

Рассматриваемая анизотропная модель среды по своим характеристикам

наиболее близка к реальным средам, в частности, горным породам. Распро-

странение волн в таких средах подчинено более сложным закономерностям,
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чем в изотропной среде, а напряженно–деформированное состояние среды су-

щественно зависит от степени ее анизотропии. Так, в средах с сильной анизо-

тропией упругих свойств имеет место наличие лакун – подвижных невозму-

щенных областей, ограниченных волновыми фронтами и расширяющихся с те-

чением времени, и фронт волны резко отличается от классического, имеет

сложную негладкую форму. Факт существования лакун для гиперболических

уравнений с постоянными коэффициентами, к которым относятся уравнения

движения анизотропной упругой среды, был обнаружен еще И.Г. Петровским

[17]. Им даны необходимые и достаточные условия существования лакун–

компонент дополнения к поверхности волнового фронта, в которых фундамен-

тальные решения обращаются в нуль (сильные лакуны).

Исследования показывают, что степень анизотропии определяется (в

плоском случае) значением величин

( )( ) ( )2
6612662266111 CCCCCCA +---= ,

( ) ( )2
66122266112 CCCCCA +--= ,

( ) ( )2
66121166223 CCCCCA +--=

следующим образом:

если 01 =A , 032 >= AA  – изотропная среда, фронт волны от импульсного ис-

точника представляет собой концентрические окружности;

если 01 <A , 0, 32 >AA  – случай слабой анизотропии, фронты квапродольной и

квазипоперечной волн имеют вид выпуклых замкнутых кривых, отличных от

окружностей с центром в источнике.

При сильной анизотропии в среде возникают лакуны и фронт волны резко от-

личается от классического, имеет сложную негладкую форму, причем

если 01 <A , 02 <A , 03 >A  – лакуны образуются на оси 1x ,

если 01 <A , 02 >A , 03 <A  – лакуны образуются на оси 2x .
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В этих случаях поле квазипродольной волны представляет собой трехсвязную

область. Кроме того, лакуны могут располагаться при

0<iA   ( 3,2,1=i ) – на обеих осях одновременно,

0>iA   ( 3,2,1=i ) –между осями.

Это случаи пятивсязной области поля квазипродольных возмущений.

Здесь представлены графики расчетов фундаментальных решений, соответ-

ствующих действию сосредоточенных сил, а также картины волновых фронтов

для различных сред. Расчеты проведены для кристаллов алевролита

( 75,611 =C , 6875,112 =C , 75,622 =C , 5312,266 =C ), арагонита ( 1611 =C ,

73,312 =C , 67,822 =C , 27,466 =C ), цинка (Zn) ( 219,411 =C , 59,012 =C ,

645,122 =C , 0,166 =C ),  топаза ( 2,2811 =C , 1,1312 =C , 9,3422 =C , 66 12,6C = )  и

калия–пентабората ( 82,511 =C , 29,212 =C , 59,322 =C , 66 0,57C = ) ( 1010 2н/м ):

Рисунок 3.3 – Картина волновых фронтов (a)  и амплитуды перемещений

(б) для алевролита при действии сосредоточенной силы
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                       а)                                                     б)

Рисунок 3.4 – Картина волновых фронтов (a)  и амплитуды перемещений

(б) для арагонита при действии сосредоточенной силы

                     а)                                                     б)

Рисунок 3.5 – Картина волновых фронтов (a)  и амплитуды перемещений

(б) для Zn при действии сосредоточенной силы
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                       а)                                                     б)

Рисунок  3.6 – Картина волновых фронтов (a)  и амплитуды перемещений

(б) для топаза  при действии сосредоточенной силы

                       а)                                                     б)

Рисунок 3.7 – Картина волновых фронтов (a)  и амплитуды перемещений

(б) для калия – пентабората при действии сосредоточенной силы

Из рисунков видно, что в случае изотропной среды – алевролита фронт

волны от импульсного источника представляет собой концентрические окруж-

ности (сферы), расширяющиеся с соответствующими скоростями распростра-

нения объемных и сдвиговых волн (рисунок 1.1). В средах со слабой анизотро-



106

пией упругих свойств (например, арагонита) картина распространения волн

подобна картине распространения волн в изотропной среде, но фронты волн,

представляющие замкнутые гладкие кривые, несколько отличаются от концен-

трических окружностей  (рисунок 2.3). В средах с сильной анизотропией упру-

гих свойств возникают лакуны. Координаты таких областей удовлетворяют

условиям 2,1,0),,(Im 21 == qtxxqz . Это явление связано с волноводными свой-

ствами сильно анизотропной среды, которые резко выражены в направлениях с

преобладающей жесткостью и ослаблены в тех, где жесткость мала. Так, для

ортотропных цинка, топаза и калия–пентабората, являющихся сильно анизо-

тропными средами, имеет место наличие лакун (изображены треугольными об-

ластями). Расположение лакун различно: для цинка – на одной оси (поле ква-

зипродольной волны представляет собой трехсвязную область) (рисунок 2.5),

для топаза – на обеих осях ортотропии (рисунок 2.6), для калия–пентабората –

между осями ортотропии (рисунок 2.7). Для этих сред область квазипродоль-

ной волны представляет собой пятисвязную область, ограниченную внешним

фронтом и частями внутреннего фронта волны, соединяющими точки возврата

между собой, и с узловыми точками. Эти участки внутреннего фронта волны,

образующие замкнутые кусочно-гладкие линии, являются внутренними фрон-

тами квазипродольной волны. Фронт квазипоперечной волны состоит из ку-

сочно–гладких кривых.

Ниже приведены результаты расчетов напряженно-

деформированного состояния в возмущенной зоне. На рисунках представлен

характер распределения перемещений вдоль оси 1x  для рассматриваемых сред

в случаях действия сосредоточенной силы, диполя, сосредоточенного момента,

плоского центра расширения, центра вращения.
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Рисунок 3.8 - Компоненты тензора Грина для алевролита при действии

сосредоточенных сил и моментов при t= 1,5

Рисунок 3.9 - Компоненты тензора фундаментальных напряжений для

алевролита при действии сосредоточенных сил при t= 1,5
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Рисунок 3.10 -  Компоненты тензора Грина для алевролита

           при действии моментов  при t= 1,5

Рисунок 3.11 -  Компоненты тензора Грина для алевролита
при действии диполя  t= 1,5
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Рисунок 3.12- Компоненты тензора Грина для алевролита при действии

сосредоточенных сил и моментов при t= 3

Рисунок 3.13 - Компоненты тензора Грина для топаза

при действии сосредоточенных сил  при t= 1,5
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Рисунок 3.14 - Компоненты тензора фундаментальных напряжений для

топаза при действии сосредоточенных сил при t= 1,5

Рисунок 3.15 - Компоненты тензора Грина для топаза

при действии диполя  t= 1,5
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Рисунок 3.16 - Компоненты тензора Грина для топаза

при действии моментов при t= 1,5

Рисунок 3.17 - Компоненты тензора Грина для топаза
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На рисунке 2.17 представлен характер распределения перемещений топа-

за при действии сосредоточенной силы (I), диполя (II), плоского центра расши-

рения (IV)

Рисунок 3.18 - Компоненты тензора Грина для топаза

На рисунке 3.18 представлен характер распределения компонент тензора

напряжений для топаза при действии сосредоточенной силы.
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Рисунок 3.19 - Компоненты тензора Грина для калия пентабората

На рисунке 3.19 представлен характер распределения компонент тензора

перемещений вдоль оси 1x  (угол наклона 0=q )  для калия пентабората при

действии сосредоточенной силы (I), сосредоточенного момента (III), центра

вращения (V).

Рисунок 3.20 - Компоненты тензора Грина для калия пентабората

На рисунке 3.20 представлен характер распределения компонент тензора

перемещений вдоль оси, расположенной под углом 4/pq =  к оси 1x  для калия

пентабората при действии сосредоточенной силы (I), сосредоточенного момен-

та (III), центра вращения (V).

В расчетах предполагалось: 1,1 == MD , в случае диполя )0,1(=e , для

сосредоточенного момента ),0,1(0 =G )1,0(=e .

Результаты расчетов показывют, что, например, при действии сосредото-
ченной силы перемещения 1u терпят разрыв на фронтах квазипродольной вол-
ны, 2u  - на фронтах квазипоперечной волны. Расчеты показывают, что в
участках, соответствующих лакуне, перемещения отсутствуют.
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3.5 Краткие выводы

В разделе исследуется влияние степени анизотропии среды на характер

напряженно-деформированного состояния породного массива в окрестности

сосредоточенных импульсных источников. Для этого на основе преобразова-

ния Фурье  и Лапласа обобщенных функций построены тензора Грина для

уравнений движения анизотропных сред (при плоской и пространственной де-

формации), тензора фундаментальных напряжений, и их первообразные по

времени, исследованы их асимптотические свойства. Построены обобщенные

решения уравнений движения анизотропной упругой среды при действии сей-

смических источников.

На основе численных экспериментов для сред со слабой и сильной ани-

зотропией упругих свойств показано, что в первом случае топологический тип

волновых фронтов подобен расширяющимся сферам. Во втором случае появ-

ляются сложные волновые фронты и лакуны – подвижные невозмущенные об-

ласти, ограниченные волновыми фронтами и расширяющиеся с течением вре-

мени. Это явление связано с волноводными свойствами сильно анизотропной

среды, которые резко выражены в направлениях с преобладающей жесткостью

и ослаблены в тех, где жесткость мала.

Разработана математическая модель динамики породного массива при

действии источника возмущений вблизи его дневной поверхности с учетом его

анизотропии в случае плоской деформации. Построены трансформанты тензо-

ра Грина первой и второй краевой задачи динамики для анизотропной полу-

плоскости.
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ГЛАВА 4
НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ

УПРУГИХ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД

В данной главе рассмотрены нестационарные краевые задачи динамики

упругих анизотропных сред. На основе метода обобщенных функций разрабо-

тан метод граничных интегральных уравнений, который позволяет исходную

дифференциальную начально-краевую задачу привести к решению системы

сингулярных граничных интегральных уравнений для определения неизвест-

ных граничных функций, что снижает размерность решаемых уравнений, тре-

бований на гладкость решений и повышает устойчивость численных процедур.

Построены динамические аналоги формул Сомильяны и сингулярные гранич-

ные интегральные уравнения для решения ряда краевых задач.

4.1 Постановка начально-краевых задач. Условия на фронтах ударных

волн

 Пусть рассматриваемая среда занимает область NRS Î- , ограниченную

гладкой замкнутой поверхностью S  из класса поверхностей Ляпунова [Влад] с

внешней нормалью ( )Nnnn ,...,1= ( )1=n  к поверхности S :

( ) SxxxxOxnxn Î-=- 211212 ,,)()(

Обозначим через [ )¥´= -- ,0SD  – пространственно – временной цилиндр:

-Î Dtx ),( , [ )¥´= ,0SD  – поверхность этого цилиндра, [ ]tSDt ,0´= -- ,

[ ]tSDt ,0´= . Рассматриваются следующие краевые задачи.

Начально-краевая задача I. Найти решение системы уравнений движений

(2.1),  при заданных начальных перемещениях и скоростях:

SSxxuxu ii ÈÎ= -),()0,( 0 , (4.1)
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-Î= Sxxuxu iti ),()0,(, 1 , (4.2)

и заданных перемещениях на границе:

0,),,(),( ³Î= tSxtxutxu S
ii (4.3)

а также условиям на фронтах ударных волн (2.5) – (2.7).

Начально-краевая задача  II. Найти решение системы уравнений движе-

ний (2.1), удовлетворяющее начальным условиям (4.1), (4.2) при заданных

напряжениях на границе:

NitSxtxgxntx il
l
i ,1,0,),,()(),( =³Î=s (4.4)

и условиям на фронтах (2.5) – (2.7).

О п р е д е л е н и е.  Решение ),( txu  назовем классическим, если  оно

непрерывно для ( )DDx ÈÎ - , дважды дифференцируемо почти всюду в обла-

сти -D  и имеет ограниченное число волновых фронтов, на которых выполня-

ются условия на скачки (2.5) – (2.7).

Предполагается, что начальные )(0 xui  и граничные ),( txu s
i  функции пе-

ремещений непрерывны, начальные скорости )(1 xui  и граничные нагрузки

),( txgi  – кусочно–непрерывные функции.

Для непрерывности и дифференцируемости решений необходимы усло-

вия согласования начальных и граничных данных:

Sxxuxuxuxu it
s
ii

s
i Î== ),()0,(,),()0,( 10 (4.5)

Первое условие необходимо для сохранения сплошности среды. В случае, ко-

гда внешние воздействия (силы) имеют ударный характер и описываются раз-

рывными или сингулярными функциями, второе из условий (4.5) согласования

по скоростям могут не выполняться, что типично для физических задач. На

возникающих в таких случаях в среде волновых фронтах производные пере-

мещений могут терпеть скачки.
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4.2 Закон сохранения энергии и единственность решений

Введем следующие функции:

ljmi
ml
ij uuCt)(u ,,5,0, =W , tiutu ,5,0),( 2r=K

),(),(),( tututu WKE += , ),(),(),( tututu W-= KL

Функции W , K , E  являются плотностями внутренней, кинетической и пол-

ной энергии системы соответственно, L  – функция Лагранжа.

Т е о р е м а 3.1. Если u  – классическое решение первой (второй) краевой

задачи, то

( ) ( ) --= òò
--

)(),(,),()()(),(, 10 xdVtxutxuxuxuctxdVtu
S

tiiii

Dt

rL

òòò
-

--
tD

ii
S

s
ii

t

txdVtxutxGxdStxutxgd ),(),(),()(),(),(
0

t

здесь и далее ),(),(;)(),(,...)( 1 txdSxdSdtxdVtxdVdxdxxdV N ==  – диффе-

ренциалы площади соответствующих поверхностей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножая (2.1) на iu , после простых преобразо-

ваний получим выражение вида:

( ) ( ) iimilj
ml
ijttii uGuuCuutu --= ,,,,),( rL

Проинтегрируем это равенство по области -
tD  с учетом разрывов на фронтах,

используя теорему Остроградского-Гаусса и начальные условия (4.1), (4.2):

( )òò
--

-=
tt D

ttii

D

txdVtxutxutxdVtu ),(,),(,),(),(),( rL

( ) =-- òò
--

),(),(),(),(,),(),(, txdVtxutxGtxdVtxutxuC
tt D

ii

D

milj
ml
ij
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( ) --= ò
-

)()()(),(,),( 10 xdVxuxutxutxu iitii

S

r

+-- òòò
-

),(),(),()(),()(),(
0

tttttst xdVxuxGxdSxuxnxd i

D

i
S

im
m
i

t

t

[ ] ),(),()(),(,),(,),( txdFtxuxntxuCntxutxu kt
k F

Fi
k
mlj

ml
ij

k
ttii

kt

ktå ò -+ r

Здесь k
t

k
m nn ,  – компоненты  вектора  единичной нормали к k – му фронту ktF  в

1+NR , ),( txdF
kt  – дифференциал площади поверхности в соответствующей точ-

ке k –го волнового фронта. В силу условий на фронтах (2.5), а также равенств

[ ] [ ] [ ]abbaab -+ += , [ ] [ ]aaaa )(2 -+ += , (4.6)

последнее слагаемое равно нулю. С учетом граничных условий  (4.3), (4.4) по-

лучим утверждение теоремы.

Т е о р е м а 3.2. Если u  – классическое решение первой (второй) краевой

задачи, то справедливо соотношение

( ) =-ò
-S

xdVutu )()0,(),( EE

òò +=
-

tt D
t

s
ii

D

tii txdStxutxgtxdVtxutxG ),(),(,),(),(),(),( ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что ),( tuE , в  силу  (2.3), положительна

для 0¹u . Умножая (2.1) на tiu , , после простых преобразований получим вы-

ражение вида:
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( ) ( )( ) ( ) 0,,,,5.0,,,,,, =+-- tiittitiltimj
ml
ijltimj

ml
ij uGuuuuCuuC r (4.7)

Воспользуемся, в силу свойств симметрии (2.20), равенством

( ) ( ) tljmi
ml
ijltimj

ml
ij uuCuuC ,,,5.0,,, =

В результате выражение (4.7) можно представить в виде

( ) 0,,,,, =+- tiitltimj
ml
ij uGuuC E

Проинтегрируем полученное соотношение по области -D , с учетом разбиения

области интегрирования волновыми фронтами
ktF . Используя теорему Остро-

градского – Гаусса в 1+NR , получим

( ) +- òò
--

),(),(,),(,),(,),(, txdVtutxdVtxutxuC
tt D

tl

D

timj
ml
ij E

-=+ òòò
-

)(),(,)(),(),(),(,),(
0

xdSxuxnxdxdVxuxG til
S

l
i

t

D

tii

t

ttstttt

( ) ++-- òò
--
tD

tii

S

xdVxuxGxdVxtx ),(),(,),()()0,(),( tttEE (4.8)

[ ]å ò -+
k

t
F

Ftltmj
ml
ij txdFntuxntxuxuC

k

kt

kt
),(),()(),(,),(, Et

Рассмотрим выражение скачка в (4.8):

[ ] ( )[ ] =--=-
ktkt

Fttitili
l
itil

l
iFtltimj

ml
ij nuuuunnnuuC ,,,5.0,,, rssE
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( )[ ] ( )[ ]ltitli
l
ittil

l
iti nunununu ,,5.0,,5.0 ---= srs

В силу условий на скачки (2.6), (2.7), а также равенств (4.6), последний инте-

грал в (4.8) равен нулю.

Таким образом, получаем

( ) ò òòò +=-
--

t

S
til

l
i

D

tii

S

xdSundtxdVtxutxGxdVxtx
t 0

)(,),(),(,),()()0,(),( stEE

С учетом обозначений для граничных функций, отсюда получаем формулу

теоремы.

С л е д с т в и е 1.  Если ),( txu  – классическое решение (2.1), то на фрон-

тах

[ ] [ ]
tt Fltimj

ml
ijF nuuCc ,,1-=t)E(x,

С л е д с т в и е 2.   Если внешние воздействия на систему отсутствуют,

т.е. 0),(,0),( == txgtxG , то полная энергия системы не меняется со временем:

òò
--

=
SS

xdVxxdVtx )()0,()(),( EE

Теорема 3.2 представляет собой закон сохранения энергии и используется для

доказательства единственности решений начально-краевых задач.

Т е о р е м а 3.3.  Если классическое решение первой (второй) краевой за-

дачи существует то оно единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  В силу линейности задачи достаточно доказать един-

ственность решения однородной краевой задачи. Если существуют два реше-

ния 21, uu , то разность этих решений 12 uuu -=  удовлетворяет уравнению с

однородной правой частью, т.е. G=0, нулевым начальным условиям

)1,0(0)( == mxum
i
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и однородным соответствующим граничным условиям

Sxtxgtxu ii Î== для0),(либо0),(

Из теоремы 3.2 нетрудно получить:

( ) 0)(),(),()(),( òò
--

=+=
SS

xdStutuxdVtu WKE

В силу положительной определенности подынтегрального выражения следует,

что 0ºu . Теорема доказана.

4.3 Динамический аналог формулы Сомильяны в пространстве обоб-
щенных функций

Для функции перемещений ),( txu , определенной в области -D , введем

обобщенную функцию ),(ˆ txu

),(),(),(ˆ txHtxutxu D
-= , (4.9)

определенную теперь на всем пространстве 1+NR . Аналогично введем

),(),(),(ˆ txHtxGtxG D
-= (4.10)

где ),( txu – классическое решение краевой задачи, )()(),( tHxHtxH SD
-- =  – ха-

рактеристическая функция пространственно-временного цилиндра ),( txD- ,

)(xH S
-  – характеристическая функция области -S [    ], )(tH  – функция Хеви-

сайда: 2/1)0( =H .

Пусть матрица Грина ),( txU k
j – решение уравнений (2.1). Введем перво-

образную матрицы Грина по времени:

)(),(),( tHtxUtxV
t

k
j

k
j *= Þ ),(),( txUtxV k

j
k
jt =¶ (4.11)
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здесь символ ""
t
*  означает неполную свертку функций  по времени t , которая

для регулярной функции имеет вид

ò -=*
t

t
dxgtxftHtxgtxf

0

),(),()(),(),( ttt

Т е о р е м а 3.4.  Если классическое решение первой (второй) краевой за-

дачи ),( txu  существует и единственно, то обобщенное решение ),(ˆ txu  пред-

ставимо в виде свертки:

+*= - )()(2),(),(ˆ 1 xHxutxUtxu Skx

k
ii r

( ) +*+*¶+ - )()(),(),()()(),( 0 tHxtxgtxUxHxutxU Sk
k
jSkx

k
jt dr (4.12)

)()()(),()()()(),(,),( 0 xxnxutxVCtHxxntxutxVC Smjx

k
jl

ml
kjSmtj

k
jt

ml
kj dd *¶+*¶+

здесь )(xSd  –  сингулярная обобщенная функция – простой слой на поверхно-

сти S  [  ], соответственно )()(),( tHxtxg Si d  – простой слой на боковой поверх-

ности цилиндра [ )¥´= ,0SD , )(td  –  функция Дирака.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Действуя оператором L  на ),(ˆ txu , используя

правила дифференцирования обобщенных функций, с учетом равенств

(2.произв. хар.ф. и ф.Хевисайда ) и условий на фронтах (2.5), (2.7), получим

( ) --=¶¶ )(,)()(),(),(ˆ),( tHxxntxuCtxuL lSmj
ml
kjjtxkj d

),(ˆ)()()(2)()()()()(),( 10 txGxxHxuxHtxutHxtxg kSSkSkSk -=--- -- drdrd &

Свойство матрицы Грина позволяет построить обобщенное решение получен-

ных уравнений в виде свертки

( )+*¶+*=*= -- )()()()(2ˆ),(ˆ 01 xHxuUxHxuUGUtxu Skx

k
jtSkx

k
jk

k
jj rr  (4.13)
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( ) )(,)()(),(),()()(),(),( tHxxntxuCtxUtHxtxgtxU lSmj
ml
kj

k
jSk

k
j dd *+*+

переменная x  под звездочкой соответствует свертке только по x . Последнюю

свертку в (4.13) можно преобразовать, пользуясь обозначением (4.11) и прави-

лами дифференцирования сверток и обобщенных функций:

( ) =*¶ lSmj
k
jt

ml
kj tHxxntxutxVC ,)()()(),(),( d

( ) =*¶= tSmj
k
jl

ml
kj tHxxntxutxVC ,)()()(),(),( d

( )=+*¶= )()()()()()()(),(,),( 0 txxnxutHxxntxutxVC SmjSmtj
k
jl

ml
kj ddd

)()()(),()()()(),(,),( 0 xxnxutxVCtHxxntxutxVC Smjx

k
jl

ml
kjSmtj

k
jt

ml
kj dd *¶+*¶=

Подставляя полученное выражение в (4.14) получим формулу теоремы. В силу

леммы дю Буа – Реймона [  ] ),(ˆ txu  является классическим решением уравне-

ний (2.1).

В (4.12) плотности простых и двойных слоев определяются заданными

начальными условиями (4.1), (4.2) и граничными условиями (4.3), (4.4), часть

из которых, в зависимости от решаемой краевой задачи, известна. Таким обра-

зом, полученная формула по известным начальным и граничным значениям

восстанавливает решение в области, поэтому ее можно назвать аналогом фор-

мулы Сомильяны для решений уравнений (2.1). Она является обобщенным ре-

шением поставленных задач и может использоваться при произвольных силах

G , в т.ч. и сингулярных, что характерно для физических задач.

Для записи этой формулы в интегральном виде и построении на ее осно-

ве граничных интегральных уравнений для решения начально-краевых  задач

используем свойства входящих в нее функциональных матриц, исследованные

в главе 3, раздел 3.3.
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4.4 Динамический аналог формулы Гаусса.

Лемма 3.1 (аналог формулы Гаусса). Если S  – произвольная замкнутая

поверхность Ляпунова в NR , то

ò -=-
S

S
i
k

sk
i xHydSynxyT )()())(,()( d (4.14)

при SxÎ интеграл сингулярный, берется в смысле главного значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Свернем уравнение  с )(xH S
-  и воспользуемся

правилами дифференцирования свертки

=+* -- )()()(,)( xHxHxUC S
k
iSl

sk
j

ml
ij d

0)()())(,()( =+-= -ò xHydSynyxT S
k
i

S

si
k d

Используя (2.24), получим формулу леммы. В силу регулярности )(sk
iT  для

SxÏ  формула верна для таких x . Докажем справедливость этой  формулы для

граничных точек.

Пусть SxÎ . Обозначим { }ee <-Î= xySyxO :)( , )()( xOSxSe e-= ,

{ }ee =-=G xyyx :)( , -- ÇG=G Sxx )()( ee , ++ ÇG=G Sxx )()( ee . Аналогично полу-

чим

0)())(,()())(,( )()( =-+- òò
-G

ydSynyxTydSynyxT si
k

S

si
k

ee

i
k

si
k

S

si
k ydSynyxTydSynyxT d

ee

=-+- òò
+G

)())(,()())(,( )()(

Поскольку в противоположных точках +- yy ,  сферы )(xeG  на )(x-Ge  и )(x+Ge

внешние нормали к соответствующему множеству совпадают:

)(/)(/)()( ++-- =-=-= ynxyyxyn ee ,  а )()( -+ --=- yxxy  и в силу асимпто-
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тики )(sk
iT , согласно теореме 3.6, суммируя эти два равенства и переходя к пре-

делу по 0®e , получим равенство (4.14) для граничных точек. Лемма доказа-

на.

В случае, когда 1=N  и D=¶¶=¶ jjxjL )0,(1 , эта формула совпадает с

формулой Гаусса для потенциала двойного слоя уравнения Лапласа [Влад].

4.5 Граничные интегральные уравнения нестационарных краевых задач

Рассмотрим формулу (4.12) (теорема 3.1). Формально она может быть

представлена в интегральном виде

( )+--+--= ò
D

i
i
ki

i
kk ydDygtyxUyutynyxTtxu ),(),(),(),()),(,(),(ˆ ttttt

( )ò
-

--+-+
S

i
i
ki

i
tk ydSyutyxUyutyxU )()(),()(),( 10
,

При нулевых начальных условиях эта формула по виду совпадает с

обобщением формулы Грина для эллиптических систем. Однако особенности

матрицы Грина волновых уравнений не позволяют использовать ее для постро-

ения решений краевых задач, так как, из-за наличия сильных особенностей на

фронтах у i
kT , интегралы справа не существуют. Однако, введенные выше пер-

вообразные матрицы позволяют строить интегральные представления формулы

(4.12).

Т е о р е м а 3.5.  Если ),( txu – классическое решение краевой задачи, то

---*= òò
t

i
si

k
S

Si
i
kk ydStyuynyxTydStHxtxgtxUtxu

0

)( )(),())(,()()()(),(),(),(ˆ d

----ò ò ttt dyutynyxWydS ti
S

t
di

k ),()),(,()( ,
0

)(
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( ) tSit

i
k

S
i

di
k xHxutxUydSyutynyxW ,)()(),()()()),(,( 00)( -

*+-- ò

при SxÎ  интеграл сингулярный, берется в смысле главного значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Интегральное представление  (4.12)  для четных N

имеет вид

( ) ------=ò ò
S

t

ti
i

ki
i
kk dyutynyxWygtyxUydStxu

0
, ),()),(,(),(),()(),(ˆ ttttt

ò ò +-¶+--
-

-

S S

it
i
kti

i
k ydSyutyxUydSyutynyxW )()(),()()()),(,( 0

,
0

òò
--

-- --+-+
D

i
i
k

S

i
i
k ydDyGtyxUydSyutyxU ),(),(),()()(),( 1 ttt

Здесь для внутренних точек среды все интегралы регулярные, а для граничных

точек сингулярные.

З а м е ч а н и е.  Если N  – нечетное, то  для  интегралов, содержащих U ,

в силу сингулярности U , следует сохранить запись в виде свертки и брать ее

по правилам свертки  в зависимости от вида U . Для волнового уравнения

нечетной размерности такие представления построены в [Ал МЖ].

При нулевых начальных данных, как легко видеть, три последних инте-

грала (свертки) равны нулю.

Если воспользоваться теоремой 3.6,  второе слагаемое можно предста-

вить так

òò =--
t

i
i

k
S

dyutynyxWydS
0

),()),(,()( ttt

ò +--=
S

ii
si

k ydSyutyuynyxT )())(),())((,( 0)(
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ttt dyutynyxWydS ti
S

t
di

k ),()),(,()( ,
0

)( --+ ò ò

здесь первый интеграл сингулярный для SxÎ , существует в смысле главного

значения в силу леммы 3.1; второй - регулярный. Суммируя, для внутренних

точек получим формулу теоремы.

Покажем, что равенство сохраняется и для граничных точек.

Пусть Sx Î* , -Î Sx  и *® xx . Тогда, в силу непрерывности сверток, со-

держащих i
kU  и )(di

kW , имеем

ò +-==
*®

*

*® S
i

si
k

xx
kk

xx
ydStyuynyxTlimtxutxulim )(),())(,(),(),( )(

--+ ò *

S
i

di
k ydSyutynyxW )()()),(,( 0)(

( ) +--+--- òò ** ttttt dyutynyxWygtyxUydS
t

ti
di

ki
i
k

S 0
,

)( ),()),(,(),(),()(

( )ò ò
- -

+-+-+ **

S S

ti
i
ki

i
k ydVyutyxUydVyutyxU )()),(),()()(),( 01

),(),(),( ttt ydVyGtyxU
D

i
i
kò

-

--+ *

C помощью леммы 3.1, предел справа можно преобразовать к виду

ò =*+÷
ø
öç

è
æ *--*

S

i
kiii

si
k txuydStxutyuynyxT d),()(),(),())(,()(

)(),())(,(.. )(ò --= *

S
i

si
k ydStyuynyxTPV
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=+-- ò ***

S

i
ki

si
ki txuydSynyxTPVtxu d),()())(,(..),( )(

i
ki

S

si
k txuydSynyxTPV d),(5,0)())(,(.. )( ** +-= ò

Суммируя и приводя  подобные члены,  получим  для  граничных  точек фор-

мулу теоремы. Теорема доказана.

Формула на границе дает граничные интегральные уравнения для реше-

ния начально-краевых задач. Сформулируем этот результат в виде теоремы.

Теорема 3.8.  Классическое решение первой (второй) начально–краевой

задачи  для 0, >Î tSx  удовлетворяет сингулярным граничным интегральным

уравнениям вида

-*+*= )()(),(),(),(),(),(5.0 tHxtxgtxUtxGtxUtxu si
i
ki

i
kk d

------ ò òò ttt dyutnyxWydSydStyunyxTPV ti
di

k
S

t

S
i

si
k ),(,),,()()(),(),(.. )(

0

)(

( ) )()(),(,)()(),()()(),,( 100)( xHxutxUxHxutxUydSyutnyxW Six

i
ktSix

i
k

S
i

di
k

-- *+*+--ò

Эти уравнения позволяют определить неизвестные граничные функции соот-

ветствующей начально–краевой задачи.  После их определения формулы тео-

ремы 3.7 определяют решение внутри области определения.

Вопрос разрешимости полученных СГИУ на определенном классе функ-

ций представляет собой самостоятельную задачу функционального анализа.

Численное решение этих уравнений с использованием метода граничных эле-

ментов вполне реализуемо. С частными случаями решения таких  СГИУ  для

нестационарных краевых задач теории упругости (соответствующие 3,2=N

можно познакомиться в работах [          ].
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4.6 Краткие выводы

В главе разработан метод обобщенных функций для решения краевых за-

дач динамики анизотропных упругих и пьезоупругих сред при нестационарных

воздействиях, а также в случае стационарных колебаний анизотропных упру-

гих тел. Построены обобщенные решения уравнений движения таких сред в

пространстве обобщенных функций, аналоги формул Сомильяны, Гаусса в

пространстве обобщенных функций.

Построены сингулярные граничные интегральные уравнения для реше-

ния поставленных начально-краевых задач динамики анизотропных сред.
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ГЛАВА 5
ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ СТАЦИОНАРНЫХ

КОЛЕБАНИЙ АНИЗОТРОПНОЙ УПРУГОЙ СРЕДЫ

Среди динамических задач теории упругости особое место занимают за-

дачи установившихся колебаний. При решении таких задач в зависимости от

вида граничных условий и формы области может существовать дискретный

спектр частот, при которых в телах сохраняются незатухающие колебания в

отсутствие внешних сил (свободные колебания). При таких частотах даже при

кратковременном действии возбуждающей силы той же частоты возникают

большие деформации, что приводит к потере устойчивости и разрушению кон-

струкции. Поэтому исследование таких задач имеет несомненный практиче-

ский интерес.

Исследование стационарных задач для изотропных упругих сред с по-

мощью метода потенциала и теории сингулярных интегральных уравнений из-

ложено в работах В.Д. Купрадзе, Т.Г. Гегелия, М.О. Башелейшвили, Т.В. Бур-

чуладзе [1,2], В.З. Партона, П.И. Перлина [3]. Применению метода разделения

переменных и интегральных преобразований к решению стационарных задач

посвящены исследования А.И. Гузя, В.Д. Кубенко, М.А. Черевко [4], Ж.С. Ер-

жанова, Ш.М. Айталиева, Л.А.Алексеевой [5]. В анизотропных упругих средах

наиболее исследованы процессы распространения стационарных волн в про-

странстве и полупространстве [6] и др.

Здесь рассмотрены стационарные краевые задачи для анизотропных

упругих сред. Построены обобщения формул Сомильяны, Гаусса и сингуляр-

ные граничные интегральные уравнения (СГИУ) для решения краевых задач в

анизотропных средах при стационарных колебаниях.

5.1 Постановка задач стационарных колебаний.

Рассмотрим анизотропную упругую среду, занимающую область NRS Î-

(N=2 при плоской деформации, N=3 соответствует пространственному случаю)
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с границей S  из класса поверхностей Ляпунова с непрерывной внешней нор-

малью 1, =nn . Перемещения упругой среды ),...,( 1 Nuuu = для стационарных

колебаний с частотой w можно записать в виде ( ) ( )exp( ),j ju u i tx t x w*= - , где

( )ju x*  – комплексные амплитуды колебаний точек среды -Î= Sxxx N ),...,( 1 , t –

время. Для анизотропной упругой среды связь между тензорами напряжений

ijs  и деформаций ije  имеет вид

ml
ml
ijij C es = , (5.1)

( )ijjiij uu ,,5,0 +=e (5.2)

где ml
ijC – матрица упругих констант, обладающая свойствами симметрии по

отношению к перестановке индексов ij
ml

ml
ji

lm
ij

ml
ij CCCC ===  и эллиптичности

0,, >"³ aeeaeee ijmlijmlij
ml
ijC  [7]. Здесь и ниже используются обозначения

jiijji xuuu ¶¶=¶= /, . С учетом соотношений (1) и (2) уравнения движения для

анизотропной упругой среды для комплексных амплитуд приводятся к системе

уравнений вида

( ) ( ) ( ) ,0, =+-¶ xGxuiL ijxij w (5.3)

( ) 2, rwdw ijlm
ml
ijxij CiL +¶¶=-¶ ,

Nlmji ,1,,, = ,

где r  –  плотность среды, iG  –  компоненты массовой силы, ijd  –  символ

Кронеккера. Здесь и всюду далее значок «*» для комплексных амплитуд опу-

щен, по одноименным индексам в произведении проводится суммирование в

указанных выше пределах изменения индексов.
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Требуется построить решения основных краевых задач теории упруго-

сти:

Краевая задача I. Найти решение (1), если известны перемещения на S:

Sxxuxu S
ii Î= ),()(

Краевая задача II. Найти решение (1), если известны напряжения на S:

Sxxgxnx ijij Î= ),()()(s .

Граничные условия записаны для комплексных амплитуд. При постанов-

ке стационарных задач начальные условия не задаются. Для выделения един-

ственного решения в случае неограниченной области -S  (внешняя задача) за-

даются условия типа условий излучения Зоммерфельда [8]. Предполагается,

что )()(2 SSCSCu UU --Î , )( SSCG U-Î .

Будем называть такие решения классическими.

5.2 Стационарные аналоги формул Сомильяны в пространстве обобщен-
ных функций

Обозначим через )( N
N RD¢  –  пространство обобщенных вектор-функций

{ }Nffxf ˆ,...,ˆ)(ˆ
1=   –  линейных функционалов, определенных на )( N

N RD  –  про-

странстве финитных бесконечно – дифференцируемых вектор – функций

{ }Nx jjj ,...,)( 1= , )( N
N RDÎj  [8]. Введем определенные на всем пространстве

RN обобщенные функции )()()(ˆ xuxHxu kSk
-= , )()()(ˆ xGxHxG kSk

-= , где )(xH S
-  –

характеристическая функция множества -S [9], обладающая свойством:

)()()( xxnxH SjSj d-=¶ -  [8], где )(xSd  – простой слой на S . Если граница S  –

гладкая с непрерывной нормалью, то 2/1)( =- xH S  для Sx Î .

Обозначим через k
iU  матрицу Грина – решение системы уравнений (3),

соответствующее действию сосредоточенной силы )()(ˆ xxG iki dd= , где )(xd  –
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обобщенная дельта – функция, при фиксированном k  имеет место

( ) )0()(),( kiik xx jjdd = .

Т е о р е м а 1. Если при данном w классическое решение первой (второй)

краевой задачи )(xu  существует и единственно, то )(ˆ xu  представимо в виде

свертки

)()(ˆ)(ˆ , xnuUCxgUGUxu Smj
k
li

ml
kjSk

k
ik

k
ii dd *-*+*-= (5.4)

и является обобщенным решением (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим (3) на )( N
N RD¢ . Действуя оператором

ijL  на )(ˆ xu  и используя правила дифференцирования обобщенных функций,

получим

( )ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )ml S
kj j k k S kj j m S l kL u x G x g x x C u x n x x F xd d= - + - = (5.5)

Построим обобщенное решение (3) в виде свертки

( ) lSm
S
j

k
i

ml
kjSk

k
ik

k
ii xxnxuUCxgUGUx ,)()()()()(ˆ ddw *-*+*-= (5.6)

Последнюю свертку можно преобразовать, пользуясь правилами диффе-

ренцирования сверток и обобщенных функций

)()()())()()(( ,, xxnxuUCxxnxuUC Smj
k
li

ml
kjlSmj

k
i

ml
kj dd *=*

Подставим это соотношение в (5.6). В результате получим правую часть

(5.4). Покажем, что (5.6) является обобщенным решением (5.3). Действительно,

если )(xU k
i  – фундаментальное решение (5.3), решение для произвольной iF̂

может быть представлена в виде свертки: k
k
jj FU ˆˆ *=w . Подставив это в (5.3),

получим

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ k k
ij j ij j k ij j k ik k iL L U F L U F F Fw d= * = * = =
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Поскольку

( ) ( ) ( )ˆˆ ˆ, , ,k k
i i i k i i kj j iU F U L uw j j j= * = * =

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, ( ) , ,k j
kj i j i i j i i iL U u x u uj d d j j= * = * =  для )( N

N RDÎ"j

отсюда следует, что ûˆ =w  и утверждение теоремы. В силу леммы дю Буа

– Реймона [8] w  является классическим решением (5.3).

Полученная формула по известным граничным значениям восстанавлива-

ет решение в области, поэтому ее можно назвать аналогом формулы Сомилья-

ны для решений (5.3). Она является обобщенным решением поставленной за-

дачи и может использоваться при iĜ"  в том числе и сингулярных, что харак-

терно для физических задач.

5.3 Граничные интегральные уравнения стационарных краевых задач
при плоской деформации

Матрицы фундаментальных напряжений и их свойства. Введем матрицы

)(xS m
ik , ),( nxT i

k , компоненты которых определяются равенствами:

l
k
m

ml
ij

k
ij UCxS ,)( = , )()(),( xnxSnx j

k
ij

k
i =G , ),(),( nxnxT k

i
i

k G-= . Отметим их некото-

рые свойства симметрии:

)()( xUxU k
i

k
i -= , )()( xUxU i

k
k
i = , )()( xSxS m

ik
m
ik --= ,

),(),(),( nxTnxTnxT k
i

k
i

k
i --=--= .

Легко видеть, что они являются следствием инвариантности уравнений

(3) относительно преобразований симметрии xy -= .
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Т е о р е м а 2. При фиксированных k и n матрица ),( nxT k
i  является фун-

даментальным решением системы (1), соответствующим сосредоточенным

источникам мультипольного типа )(,)( xCnxG l
km
ilmi d= .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим дифференциальный оператор ijL  к

матрице ),( nxT k
i , используя приведенные выше свойства:

=-=-=G-= )(,)()()(),(),( xUCLxnxnxSLnxLnxTL l
j

s
km
slijmm

j
kmij

j
kij

k
jij

)(,)()(,)()(,)( xCxnxCxnxULCxn l
km
ilmlis

km
ilml

j
sij

km
slm ddd ==-= .

Т е о р е м а 3 (аналог формулы Гаусса). Если S – произвольная замкнутая

поверхность Ляпунова в RN, то

)()(),()())(,,(.. 2 xHydVyxUydSynyxTpV Ski
S

i
k

S

k
i

-+= òò
-

drw
(5.7)

при xÎS интеграл сингулярный, берется в смысле главного значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Свернем уравнение (3)  для )(xU k
i  при

)()( xxG iki dd=  с )(xH S
-  и воспользуемся правилами дифференцирования

свертки:

=+* -- )()()( xHxHxUL SkiS
i
jkj d

=+*+¶*= --- )()()()()(, 2 xHxHxUxHxUC SkiS
i
jkjSml

i
j

jl
km drwd

=++= -òò
-

)()(),()(),(, 2 xHydVyxUydSnyxUC Ski
S

i
k

S
ml

i
j

jl
km drw

0)()(),()())(,,( 2 =++-= -òò
-

xHydVyxUydSynyxT Ski
S

i
k

S

k
i drw
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В силу регулярности )(xU k
i , ),( nxT k

i  для xÏS формула верна для таких x.

Для граничных точек интеграл в (5.7) является сингулярным и берется в смыс-

ле главного значения. Доказательство справедливости формулы для граничных

точек аналогично доказательству в [10].

Формула (4) может быть представлена в следующем интегральном виде

+= ò
-S

i
i
ki ydVyGxyUxu )()(ˆ),()(ˆ

 (5.8)

)()())(,,()()(),( ydSyuynxyTydSygxyU
S S

k
k

ik
k
iò ò-+

Для xÏS )(xU k
i , ),( nxT k

i  – регулярные функции. Для граничных точек

имеют место следующие асимптотики [10]:

)(xU k
i ~ )(ln x

N
ik eAx , ),( nxT k

i ~ )(1

x
N
ik eBx - при N=2

)(xU k
i ~ )(2

x
N

ik

N eAx +- , ),( nxT k
i ~ )(1

x
N
ik

N eBx +-

при N>2

здесь ,/ xxex = )( x
N
ik eA , )( x

N
ik eB  – непрерывные и ограниченные на сфере

1=e  функции. Поэтому последнее слагаемое в правой части (5.8) является

сингулярным.

Соотношения (5.8) являются обобщением формулы Сомильяны для эл-

липтических систем. Они получены для обобщенных функций. Согласно лем-

ме дю Буа – Реймона [8], в силу регулярности u и подынтегральных функций

эти равенства справедливы и обычном смысле для Sx Ï .

На границе полученные соотношения дают сингулярные граничные инте-

гральные уравнения для решения краевых задач. Верна следующая теорема.

Т е о р е м а 4. Если u – классическое решение первой (второй) краевой за-

дачи, то оно удовлетворяет СГИУ вида
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+= ò
-

- )()(),()( ydVyGxyUxuH
S

i
i
kkS (5.9)

)()())(,,(..)()(),( ydSyuynxyTpVydSygxyU
S

S
i

i
k

S
i

i
k òò -+

Д о к а з а т е л ь с т в о формулы (5.9) следует из (5.7) при Sx ®  с учетом

теоремы 3. Вопросы разрешимости такого типа граничных интегральных урав-

нений достаточно хорошо исследованы. Численной реализации уравнений для

решения стационарных задач для изотропной упругой среды, статических за-

дач для анизотропной упругой среды посвящены работы [11, 12] и др.

5.4 Стационарная дифракция волн сдвига в упругой анизотропной среде

при антиплоской деформации

Задачи дифракции упругих волн на различного типа неоднородностях от-

носятся к числу актуальных задач механики деформируемого тела. Рассмотрим

распространение волны, заданной полем перемещений ),()( txu i
либо напря-

жений ),()( txi
mls , в анизотропной упругой среде. Распространение нестацио-

нарных волн в такой среде описывается системой уравнений движения (2.42).

В случае падающей волны поле разбивается на два: поле падающей волны и

отраженное, поскольку взаимодействие волны с границей  S области -S
S

вы-

зывает возмущенное поле перемещений ),()( txu r  либо ),()( txr
mls . Задача иссле-

дования дифракции упругой волны на границе S состоит в нахождении воз-

мущенного поля по заданному полю падающей волны ( ),()( txu i
,

),()( txi
mls ), граничным условиям на препятствии, начальным условиям.

Сумма падающей и возмущенной полей есть суммарное (результирующее) по-

ле
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),()( txu t = ),()( txu r + ),()( txu i

Обозначим поверхностные силы на границе S , порождаемые полями переме-

щений ),()( txu i и ),()( txu t соответственно через ),()( txg i и ),()( txg t .

Введем характеристическую функцию )(xH S
- множества -S , равную 1

для xÎ -S , равную  ½    для xÎ S и равную 0 для xÎ RN \ (S È -S ). Функцию

Хевисайда H(t) доопределим в нуле: H(0)=1/2. Соответственно для функции

перемещения u(x,t) и G , определенных на -D , введем обобщенные функции

û (x,t)=H(t) )(xH S
-  u(x,t), Ĝ k(x,t)= H(t) )(xH S

-  Gk(x,t)

определенные теперь на всем пространстве RN+1 . Сналогичновсем простран-

стае тношением я системы ()овых фронтов чением иперболических уравнений

вида

Справедлива следующая

Т е о р е м а  2.2. Если u (x,t)  – классическое решение краевой задачи, то

û (x,t) представима в виде сверток

++= - )()(*),(),(ˆ*),(),(ˆ 1 xHxutxUtxGtxUtxu Skt

k
i

k
ii k

-++ - )()(),(*),()(*),(( 0
, tHxtxgtxUxHutxU Sk

k
iSkt

k
ti d (5.10)

)()()(*),()()()(*),( 0
,,, xxnxutxVCtHxxnutxVC Smjt

k
li

ml
kjSmtj

k
li

ml
kj dd -- &

здесь )()(),( tHxtxg Sk d – сингулярная обобщенная функция – простой слой на

цилиндре D , символ « * » означает полную свертку по (x,t) , символ « x » или «

t » под звездочкой соответствует свертке только по x  или t соответственно,

)(),(),( * tHtxUtxV
t

k
i

k
i = . Предполагается, что функция u (x,t) удовлетворяет

начальным условиям:
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SSxxuxu ii ÈÎ= -),()0,( 0 , -Î= Sxxuxu iti ),()0,( 1
,

Поскольку отраженные препятствием волны возникают лишь с момента вре-

мени, когда падающая волна достигнет препятствия, начальные условия для

потенциалов отраженных волн берутся нулевыми:

0
0

)( =
=t

ru , 0
0

)( =
=t

ru& .

Исследование свойств функциональных матриц, входящих в соотношения

(2.61) позволяет записать их в интегральном виде.

Т е о р е м а  2.3. Если  u – классическое решение краевой задачи, то

-*+*= )()(),(),(),(ˆ),(),(ˆ tHxtxgtxUtxGtxUtxu Si
i
ki

i
kk d (5.11)

( )ò ---
S

i
si

k ydStyuynyxTPV )(),()(,(.. )(

ò -ò ---
t

S
ti

di
k ydSyutynyxWd

0
,

)( )(),()),(,( ttt

ò *+-- -

S
tSix

i
ki

di
k xHyutxUydSyutynyxW )),()(),(()()()),(,( 00)(

Формула на границе дает граничные интегральные уравнения для решения

краевых задач, которые в каждом конкретном случае можно решать численно.

Предположим, что граница области свободна от нагрузок, т.е имеют место

граничные условия

),()( txg t =0     для Sx Î

Тогда для поля отраженной волны можем записать условия на границе

),(),( )()( txgtxg ir -=  для SxÎ
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Запишем интегральные уравнения для решения нестационарных краевых

задач для поля отраженной волны с учетом однородных начальных условий

),(ˆ),(ˆ )()( txutxu i
k

t
k -  = --* )()()],(),([),( )()( tHxtxgtxgtxU S

i
i

i
i

i
k d

V.P. ( )( )ò ---
S

i
i

r
i

si
k ydStyutyuynyxTPV )(),(),()(,(.. )()()( +

ò --ò
t

i
ti

r
ti

di
k

S
dyuyutynyxWydS

0

)(
,

)(
,

)( )],(),()[),(,()( tttt (5.12)

Поскольку поле падающей волны определено в рассматриваемой обла-

сти, учитывая противоположную ориентацию границы для -S  и +S , можем за-

писать

)()(),(),(),(ˆ),(0 )( tHxtxgtxUtxGtxU S
i

i
i
ki

i
k d** -= +

( )ò +-+
S

i
i

si
k ydStyuynyxTPV )(),()(,(.. )()(

ò ò --+
t

S

i
ti

di
k ydSyutynyxWd

0

)(
,

)( )(),()),(,( ttt (5.13)

Из (2.60) и (2.61) получим следующее представление

),(ˆ),(ˆ )()( txutxu i
k

t
k = + ),(ˆ),( txGtxU i

i
k * + -* )()(),(),( )( tHxtxgtxU S

t
i

i
k d

 –V.P. òò ò ----
t

t
ti

di
k

S S

t
i

si
k dyutynyxWydSydSuynyxT ty

0

)(
,

)()()( ),()),(,()()())(,(( ),( ttt  (5.14)

Таким образом, справедлива следующая
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Т е о р е м а  2.3. Для области -S  с границей из класса поверхностей Ля-

пунова с непрерывной внешней нормалью имеет место выражение

( )( ) 0),(),( )()(, =-¶¶ txutxuL i
j

t
jtxij

( ) ),(),(, )( txGtxuL i
i
jtxij =¶¶

где вектор – функции ),(),,(),,( txGtxptxu  таковы, что имеют смысл сверт-

ки и интегралы в (2.64). Тогда справедлива формула (6.4)

С л е д с т в и е  2.1. Если массовые силы ),( txG  отсутствуют, то

-*+= )()(),(),(),(ˆ),(ˆ )()()( tHxtxgtxUtxutxu S
t

i
i
k

i
k

t
k d

( ) ò ò --ò ---
t

S

t
ti

di
k

S

t
i

si
k ydSyutynyxWdydStyuynyxTPV

0

)(
,

)()()( )(),()),(,()(),()(,(.. ttt

5.5 Краткие выводы

В разделе разработан метод обобщенных функций для решения стацио-

нарных краевых задач для упругой анизотропной среды. Построены обобщен-

ные решения стационарных краевых задач для упругой анизотропной среды и

их интегральные представления.

Представлены стационарные аналоги формул Сомильяны, Гаусса в про-

странстве обобщенных функций и граничные интегральные уравнения стацио-

нарных краевых задач при плоской деформации. Рассмотрена дифракция волн

сдвига в упругой анизотропной среде при антиплоской деформации.

.
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ГЛАВА 6
ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ СВЯЗАННЫХ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ

ПЬЕЗОУПРГИХ СРЕД

Здесь рассматриваются анизотропные пьезоэлектрические среды, характе-

ризующиеся отсутствием центральной симметрии. В пространстве обобщен-

ных функций записаны уравнения движения и их решения для рассматривае-

мых сред. Построен динамический аналог формулы Сомильяны для решения

краевых задач в пьезоупругих средах, позволяющий по известным начальным

и граничным значениям перемещений, поверхностных нагрузок, электрическо-

го потенциала, плотности потока заряда восстанавливать перемещения, напря-

жения и напряженность электрического поля в среде.

6.1 Уравнения движения пьезоупругих сред. Частные случаи пьезоупру-
гих сред

Пьезоэлектрический эффект имеет место в анизотропных средах, не об-

ладающих центром упругой симметрии, в этом случае пьезоэлектрические

константы lije ≠0. Поскольку в пьезоупругих средах упругое и электрическое

поля связаны между собой, в общем случае такие среды описываются пьезо-

электрическим тензором, содержащим 45 констант ( )(Eml
ijC – 21, lije  –  18, ilk  –

6):

ï
ï
ï

î

ïï
ï

í

ì

==-

==

==

=

=

MliNmj

MiNlmje
MmNljie

NlmjiC

C

il

iml

lij

Eml
ij

ml
ij

,,,,

,,,,

,,1,,,

,,1,,,,

:

)(

k

(6.1)
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где )(Eml
ijC  –  матрица упругих констант, измеренных при постоянном электри-

ческом поле, удовлетворяющая условию

nnnn ">= å 0)(
,,,

)(
N

lmji

j
l

i
m

Eml
ijCW ,

lije  –  пьезоэлектрические константы, ilk  –  диэлектрические проницаемости,

измеренные при постоянной деформации, N  –  размерность пространства

( 2=N  при плоской деформации, 3=N  соответствует пространственному слу-

чаю), 1+= NM . Константы )(Eml
ijC , lije , ilk  обладают следующими свойствами

симметрии по отношению к перестановке индексов:

)()()()( Eij
ml

Eml
ji

Elm
ij

Eml
ij CCCC === , ljilij ee = , liil kk = (6.2)

и имеют вид, например, для кристалла триклинной системы с кристалли-

ческой решеткой с наименьшей симметрией:

,

)(12
31

)(12
31

)(31
31

)(12
23

)(31
23

)(23
23

)(12
33

)(31
33

)(23
33

)(33
33

)(12
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)(31
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)(23
22

)(33
22

)(22
22

)(12
11

)(31
11

)(23
11

)(33
11

)(22
11

)(11
11

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

E

EE

EEE

EEEE

EEEEE

EEEEEE

C
CC
CCC
CCCC
CCCCC
CCCCCC
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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ç
ç
ç
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ç
ç
ç

è

æ

÷
÷
÷
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ç
ç
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è

æ
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311211111

33

2322

131211
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eee
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eee
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eee
eee

κ
κκ
κκκ

(*)

Первые две матрицы в (*) симметричные, поэтому члены ниже главной

диагонали относительно ее симметричны. Для ромбической системы имеют

место 9 коэффициентов )(Eml
ijC , по 3 коэффициента lije  и ilk :
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÷
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В силу (2) имеем ji
lm

ml
ij CC = .

В пьезоупругих средах упругое и электрическое поля связаны между со-

бой и описываются линейными уравнениями состояния [3]:

llijlm
Eml

ijij EeuC -= ,)(s , Nlmji ,1,,, = (6.3)
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ljllmjmlj EueD k+= , , Nlmj ,1,, = (6.4)

где ),...,( 1 Nuuu =  –  перемещения упругой среды, ijs  –  компоненты тензора

напряжений, iD  –  компоненты вектора электрических смещений, lE  –  компо-

ненты вектора напряженности электрического поля, jiijji xuuu ¶¶=¶= /, ,

N
N Rxxx Î= ),...,( 1 . Здесь и всюду по одноименным индексам в произведении

проводится суммирование в указанных выше пределах изменения индексов.

Подставим соотношения (3), (4) в уравнения движения для электроупру-

гой среды:

ttiijij uG ,, rs =+ ,

ejjD r=,

где r  –  плотность среды, iG  –  компоненты массовой силы, 22 /, tuu itti ¶¶= ,

t – время, er  –  плотность электрического заряда. Учитывая, что пьезоэлектри-

ки являются диэлектриками, которым свойственно отсутствие свободных элек-

трических зарядов ( 0ºer ), получим следующую систему уравнений динамики

для пьезоупругих сред:

ittiljlijljm
Eml

ij GueuC -=- ,,,)( rj (6.5)

0,, =- ljjlljmjmlue jk , mmE ,j-= (6.6)

Таким образом, для исследования нестационарных процессов в пьезоупру-

гих средах необходимо рассматривать систему уравнений смешанного типа:

уравнения гиперболического типа (5), описывающие анизотропные упругие

среды, и уравнение эллиптического типа (6)  – уравнение электрического поля.
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6.2 Обобщенные решения нестационарных краевых задач для пьезоупру-

гих сред. Условия на волновых фронтах

Введем вектор ( )11,... += Nuuu , объединяющий упругие перемещения и

электрический потенциал:

ïî

ï
í

ì

+=

=
=

1,

,1,
:

Nj

Nju j

j

j
u , (6.7)

матрицу напряжений ijT , содержащую тензор напряжений Коши и электриче-

ский вектор перемещений, а также матрицу деформаций mlZ , содержащую тен-

зор упругих деформаций ( )mllmml uu ,,5,0 +=e  и вектор напряженности электри-

ческого поля:

ïî

ï
í

ì

=

=
=T

MjD

Nj

i

ij

ij

,

,1,
:

s
,

ïî

ï
í
ì

=-

=
=Z

MmE

Nm

l

ml

ml

,

,1,
:

e
(6.8)

векторный поток ip , объединяющий вектор нагрузки jiji ng s=  и плотность по-

тока заряда jjnDq = , и  вектор источников iG~ , содержащий массовые силы

ïî

ï
í
ì

=

=
=

Miq

Nig
p

i

i

,

,1,
: ,

ïî

ï
í
ì

=

=
=

Mi

NiG
G

i

i

,0

,1,
:~ (6.9)

Аналог закона Гука (связь между S  и Z???) и соотношение для вектора потока

запишем в виде:

åå
= =

Z=T
M

m

N

l
ml

ml
ijij C

1 1

, ,NjNi 1,1,1 =+= (6.10)
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å
=

T=
N

j
jiji np

1

1,1 += Ni (6.11)

Таким образом, с учетом введенных выше обобщений (6.1), (6.7) –  (6.9),

уравнения движения для пьезоупругой среды можно записать в следующем

операторном виде:

0),(~),(),( =+¶¶ txGtxL imtxim u (6.12)

2~),( timlj
ml
ijtxim CL ¶-¶¶=¶¶ dr , 1,1, += Nmi , Nlj ,1, =

ïî

ï
í
ì

+==

=
=

1,0

,1,,
:~

Nmi

Nmiim

im

d
d ,

где ),,...,( 1 Nx ¶¶¶ = NRSx Ì-Î , ijd  –  символ Кронекера. Поскольку электри-

ческое поле квазистатическое, система (6.12) гиперболо – эллиптического типа.

В силу положительной определенности W  характеристическое уравнение си-

стемы (6.12)  имеет действительные корни c , в общем случае зависящие от

направления распространения волны [4].

Как известно [5], решения гиперболических уравнений могут иметь харак-

теристические поверхности, на которых наблюдаются скачки производных.

Для вывода условий на скачках удобно воспользоваться аппаратом теории

обобщенных функций [6–8].

Обозначим через )( 1+¢ N
M RD  пространство обобщенных вектор –  функций

( )Mfftxf ˆ,...,ˆ),(ˆ
1= , определенных на пространстве )( 1+N

M RD  финитных беско-

нечно дифференцируемых вектор –  функций ( )Mtx jjj ,...,),( 1= . Для  регуляр-

ных f̂
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( ) )(),(),(),(),,(ˆ xdVxxfdtxtxf i
R

i
N

tjttj ò ò
¥

¥-

= , Mi ,1= , NdxdxdV ....1= ,

)( 1+Î" N
M RDj

Пусть ),( txu  –  решение (6.12), непрерывное, дважды дифференцируемое

почти всюду, за исключением характеристической поверхности F , неподвиж-

ной в 1+NR , и подвижной в NR  (волновой фронт tF ), на которой производные

могут иметь скачки. Уравнение для такой поверхности F  подобно характери-

стическому уравнению системы (6.12) и имеет вид:

0det

2

=

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

-

--

jljljljml

jllijtijjl
ml
ij

nnnne

nnennnC

k

rd

, NljMmi ,1,,,1, ==

Здесь ),( tnn  –  вектор нормали к F  в 1+NR , n  – единичный волновой вектор в

NR , направленный в сторону распространения tF . Предполагается, что  по-

верхность F  кусочно – гладкая с непрерывной нормалью на ее гладкой части.

Скорость движения  поверхности F  в пространстве

[ ] ( )),(),(lim),(
0

tnxftnxftxf
tF ee

e
--+=

+®
,

как известно, равна

NRt nnc /,-= (6.13)

Решение ),( txu , рассматриваемое как регулярная обобщенная функция,

обозначим через ),(),(ˆ txtx uu = . Аналогично ),(~),(~̂ txGtxG = .
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Пусть ),(ˆ txu  –  решение (6.12) в пространстве )( 1+¢ N
M RD . Такое решение

будем называть обобщенным решением (6.12) или решением в обобщенном

смысле. Обозначим [ ]
tFf  –  скачок f  на волновом  фронте tF :

[ ] ( )),(),(lim),(
0

tnxftnxftxf
tF ee

e
--+=

+®

Т е о р е м а  1. Если ),( txu  удовлетворяет (6.12) почти всюду за исклю-

чением волновых фронтов, на которых выполняются условия на скачки

[ ] 0),( =
tFi txu , [ ] [ ]

tt FjllijFtijij nEecun =+ ,rs , (6.14)

[ ] 0),( =
tFtxj , [ ] 0=

tFjD (6.15)

 то ),(ˆ txu является обобщенным решением (6.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом  правил дифференцирования обобщен-

ных функций, подставим обобщенные функции iG~ , ),(ˆ txiu  и их соответствую-

щие производные в (6.12). В результате получим следующие выражения

=+¶¶ ),(~̂),(ˆ),( txGtxL imtxim u +-+¶¶ mimimlj
ml
ij GC udru &&

~~ (6.16)

[ ]( ) [ ]( ) [ ] ),(,,),(,),( txtxtxC FFttmjijtFtFmjFlFm
ml
ij dnrunsdnurdnu -+-+ ,

Mmi ,1, = , Nlj ,1, = ,

здесь ),(),( txtx Fda  сингулярная обобщенная функция –  простой слой на F с

плотностью a :

( ) )(),(),,(),(),(),(),,(),( 1+Î"= ò N
M

F
iiF RDtxtxdStxtxtxtxtx jjajda ,
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( ) ( )tNt nnnnn ,,...,, 1=  –  единичный вектор, нормальный к характеристической

поверхности F; ),( txdS  – дифференциал площади поверхности в точке ),( tx .

Функция ),(ˆ txu  будет удовлетворять уравнениям (6.12) в обобщенном

смысле, если правая часть выражения (6.16) равна нулю. Естественное требо-

вание непрерывности решений при переходе через волновой фронт F, а также

непрерывность электрического потенциала на фронте в силу отсутствия заряда

в среде

[ ] 0),( =Fi txu , [ ] 0),( =Ftxj (6.17)

ввиду (6.12) обращают в нуль все слагаемые правой части (6.16), кроме по-

следнего слагаемого. Следовательно, необходимо, чтобы

[ ] 0, =-
Fttijij nruns .

Запишем эти условия на соответствующем подвижном волновом фронте

tF . В силу (6.3), (6.4), (6.13) имеем

[ ] 0,,)( =-+
tFjllijtijlm

Eml
ij nEecunuC r , (6.18)

[ ] 0,, =-
tFljllmjmlue jk (6.19)

В силу (6.13) условия (6.18), (6.19) преобразуются к виду (6.14), где c  –

скорость фронта волны, и (6.15). Условие (6.14) –  закон сохранения импульса

на волновых фронтах [4]. Теорема доказана.

Следствие. Справедливо равенство

[ ] 0,, =+
tFlitil cuun , ,,1 Mi = Nl ,1=

Последнее равенство является условием непрерывности касательных произ-

водных перемещений на волновом фронте и является следствием первого

условия (6.17).
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О п р е д е л е н и е. Назовем ),( txu  –  решение (12) для 1),( +Î NRtx класси-

ческим решением (6.12), если функция ),( txu  непрерывна на 1+NR , дважды диф-

ференцируема  почти всюду на 1+NR и имеет ограниченное число волновых

фронтов, на которых выполняются  условия на скачки (6.14) –  (6.15).

6.3 Динамический аналог формулы Сомильяны.

Рассмотрим анизотропную пьезоэлектрическую среду, занимающую об-

ласть NRS Î-  с границей S  из класса поверхностей Ляпунова с непрерывной

внешней нормалью 1, =nn , -Î Dtx ),( , ),0( ¥´= -- SD , ),0( tSDt ´= -- ,

0>t , ),0( ¥´= SD , ),0( tSDt ´= . Обозначим:

при 0=t

SSxxuxu ii U-Î= ),()0,( 0 ,

-Î= Sxxuxu iti ),()0,(, 1 (6.20)

для Sx Î , 0³t

),(),( txutxu S
ii = , ),,()(),( txgxntx ijij =s (6.21)

),( txqnD S
jj = , ),(),( txtx Sjj =

Требуется по известным начальным и граничным значениям перемеще-

ний, поверхностных нагрузок, электрического потенциала, плотности потока

заряда восстановить перемещения, напряжения и напряженность электриче-

ского поля в среде.

Введем определенные на всем пространстве NR  обобщенные функции

),(),(),(ˆ txHtxutxu Dkk
-= , ),(),(),(ˆ txHtxtx D

-= jj , ),()(),(ˆ txHxGtxG Dkk
-=
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где )()(),( tHxHtxH SD
-- = , )(xH S

-  –  характеристическая функция области -S

[8]. Если граница области S  –  гладкая с непрерывной нормалью, то

2/1)( =- xH S  для Sx Î . )(tH  –  функция Хевисайда: 2/1)0( =H .

Обозначим через ),( txU k
i  матрицу Грина –  решение системы уравнений

(6.12), соответствующее действию сосредоточенной силы ),(),(ˆ txtxG iki dd= ,

где ),( txd  –  обобщенная дельта – функция, и удовлетворяющее условиям

0)0,( =xU k
i , 0)0,(, =xU t

k
i , 0¹x

При фиксированном значении k  имеет место

( ) )0,0(),(),,( kiik txtx jjdd = )( 1+¢Î" N
M RDj

Введем первообразную матрицы Грина по t :

)(),(),( tHtxUtxV
t

k
i

k
i *= , k

i
k

it UV =¶ (6.22)

Здесь символ ""
t
*  означает неполную свертку по t , которая для регуляр-

ной функции имеет вид

ò -=*
t

t
dxgtxftHtxgtxf

0

),(),()(),(),( ttt

Первообразная матрицы Грина ),( txV k
i  является решением (6.12) при

)()(~ tHxG iki dd= .

Т е о р е м а 5.1.  Если классическое решение краевой задачи ),( txu  суще-

ствует и единственно, то обобщенное решение ),(ˆ txu  представимо в виде

свертки:

( ) +*+*+*= --
tSkx

k
iSkx

k
ik

k
ii xHxUxHxUGUtx ,)()()()(~),(ˆ 01 uuu
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)()(,)()(,,)()( 1

x
xnxVCtHxnVCtHxpU Smjl

k
i

ml
kjSmtjl

k
i

ml
kjSk

k
i dudud *+*+*+

Здесь )(xSd  –  сингулярная обобщенная функция –  простой слой на S  [5], со-

ответственно )()(),( tHxtxp Sk d  –  простой слой на D .

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Действуя оператором kjL  на ),(ˆ txu , используя

правила дифференцирования обобщенных функций, с учетом равенств [4]:

)()(),( tHxntxH SjDj d-=¶ - , )()(),( xHttxH SDt
-- =¶ d

и условий на фронтах (6.14)  – (6.15), получим

----=¶¶ -- )()()()(),(~̂),(ˆ),( 01 xHxxHxtxGtxL SkSkkjtxkj ruruu

( ))()(),()()(),( tHxntxCtHxtxp Smjl
ml
kjSk dud ¶-- = ),(ˆ txFk (6.23)

Свойство матрицы Грина,  позволяет построить обобщенное решение (6.12) в

виде свертки

( ) +*+*+*= --
tSkx

k
iSkx

k
ik

k
ii xHxUxHxUGUtx ,)()()()(~),(ˆ 01 uuw

( ) lSm
S
j

k
i

ml
kjSk

k
i tHxnUCtHxpU ,)()()()( dud *+*+ (6.24)

где '"*  обозначает полную свертку по ),( tx :

ò ò --=*
t

R

ydVtygyxfdtHtxgtxf
N0

)(),(),()(),(),( ttt

переменная x  под звездочкой соответствует свертке только по x . Последнюю

свертку в (6.24) можно преобразовать, пользуясь правилами дифференцирова-

ния сверток и обобщенных функций

( ) ( ) =*=*¶ tSmjl
k

i
ml
kjlSmj

k
it

ml
kj tHxnVCtHxnVC ,)()(,,)()( dudu
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( ) =+*= )()()()()(,, 0 txnxtHxnVC SmjSmtjl
k

i
ml
kj ddudu

)()(,)()(,, 0

x
xnxVCtHxnVC Smjl

k
i

ml
kjSmtjl

k
i

ml
kj dudu *+*=

Подставим это соотношение в (6.24). В результате получим правую часть

(6.23). Покажем, что (6.24) является обобщенным решением (6.12). Действи-

тельно, если )(xU k
i  – фундаментальное решение (6.12), решение для произ-

вольной iF̂  может быть представлено в виде свертки:

k
k
jj FU ˆˆ *-=w

Подставив это в (6.12), получим

( ) ( ) ikikk
k
jijk

k
jijjij FFFULFULL ˆˆˆˆˆ ==*-=*-= dw

Поскольку для )( 1+Î" N
M RDj

( ) ( ) ( ) =*-=*-= ijkj
k
iik

k
iii LUFU jujjw ,ˆ,ˆ,ˆ

( ) ( ) ( )iiijijij
k
ikj txUL jujuddju ,ˆ,ˆ),(,ˆ =*=*-=

отсюда следует, что uw ˆˆ =  и утверждение теоремы. В силу леммы дю Буа –

Реймона [5] iw  является классическим решением (6.12).

Полученная формула по известным начальным (6.20) и граничным (6.21)

значениям восстанавливает решение в области, поэтому ее можно назвать ана-

логом формулы Сомильяны для решений (6.12). Она является обобщенным ре-

шением поставленных задач и может использоваться при iĜ~"  в том числе и

сингулярных, что характерно для физических задач.



155

6.4 Краткие выводы

Разработан метод обобщенных функций для решения краевых задач ди-

намики пьезоупругих сред при нестационарных воздействиях. Построены

обобщенные решения уравнений движения таких сред в пространстве обоб-

щенных функций, аналоги формул Сомильяны, Гаусса в пространстве обоб-

щенных функций.
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ГЛАВА 7
ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ СВЯЗАННЫХ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ

ДВУХКОМПОНЕНТНОЙ СРЕДЫ М.БИО

Исследование движения транспорта в тоннелях, транспортируемых грузов

и жидкостей в трубопроводах приводит к модельным задачам о действии по-

движных нагрузок в цилиндрических полостях, расположенных в сплошной

среде. При этом скорость их  движения существенно влияет на тип дифферен-

циальных уравнений, параметрически зависящих от отношения скорости дви-

жения к скоростям распространения возмущений в среде.

В разделе рассматривается однородная изотропная двухкомпонентная

среда М. Био в случае бегущих нагрузок, движущихся с постоянной скоростью

вдоль оси. Получены условия на фронтах в пространстве подвижных коорди-

нат. Построены фундаментальные решения уравнений динамики анизотропных

сред  в классе бегущих решений во всем диапазоне скоростей, для чего исполь-

зуется интегральное преобразованием Фурье.

7.1 Уравнения движения среды Био. Определяющие соотношения

Рассматривается однородная изотропная двухкомпонентная среда М.

Био, уравнения движения которой в случае отсутствия вязкости жидкости опи-

сываются следующей системой гиперболических уравнений второго порядка в

N+1- мерном пространстве [72,73]: [35,36]:

f
i

s
i

s
iji

f
jjj

s
iji

s
j uuGQuuu &&&& 1211,,,)( rrmml +=++++

),0[),(,,, 3
2212 ¥´Î+=++ RtxuuGRuQu f

i
s
i

f
iji

f
jji

s
j &&&& rr                      (7.1)

где   – компоненты вектора перемещений упругого скелета в точ-

ке 3Rx Î  в момент времени t, ),( txu f
i  – компоненты вектора перемещений
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жидкости, f
i

s
i GG ,  – объемные силы, действующие соответственно на твердую

и жидкую компоненты. Константы среды Био RQ,,, ml  имеют размерность

напряжений, физико–механические константы 221211 ,, rrr  имеют размерность

плотности и связаны с плотностью масс частиц, слагающих скелет sr  и жидко-

сти fr  соотношениями: ,)1( 1211 rrr --= sm ,1222 rrr -= fm  где m – пори-

стость среды. Константа присоединенной плотности 12r  связана с дисперсией

отклонения микроскоростей частиц жидкости в порах от средней скорости по-

тока жидкости f
iu&&  и зависит от геометрии пор, jiji xuu ¶¶= /,  (здесь и ниже по

одноименным индексам проводится суммирование от 1 до 3).

Поскольку для констант среды М.Био справедливо

,0,0,02 >>>+ QRml 0,0,0 122211 <>> rrr , тогда  справедливо

0)2(2 112212 <-++ rrmlr RQ .  В силу положительной определенности кинетиче-

ской энергии и упругого потенциала имеем 0)2(,0 22
122211 >-+>- QRmlrrr .

Среда М. Био характеризуется тремя звуковыми скоростями. Две из них

21 ,cc описывают скорость распространения продольных волн 1-го и 2-го рода, а

третья 3c  – поперечную волну   ( 132 ccc << ):

±
-

-++
=

)(2
2)2(

2
122211

1211222
2,1 rrr

rrrml QR
c

( ) ( )( )
)(2

)2(4)2(
2
122211

22121112
2

1122

rrr
rrrrmlrrml

-
--++-+

±
QRQR ,   (7.2)

2
122211

22
3 rrr

mr
-

=c ,                                                       (7.3)

верхний знак  в (3.2) соответствует 1c , а нижний – 2c .  Для реальных пористых

сред имеет место неравенство 231 ccc >>  , т.е. объемная волна 2-го рода рас-

пространяется в среде медленнее, чем волны 1-го рода и сдвиговые. Скорости

связаны между собой соотношениями вида:
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2
122211

1211222
2

2
1

2)2(
rrr

rrrml
-

-++
=+

QRcc ,

2
122211

2
2
2

2
1

)2(
rrr

ml
-

-+
=

QRcc

Введем следующие коэффициенты 321 ,, zzz :

Ra
aQ

Qa
a

-
-

º
-

-+
= 2

122

2
112

2
112

2
111

1
2

r
r

r
rml

z ,

mlr
r

r
r

z
22

211

2
212

2
212

2
222

2 --
-

º
-

-
=

a
aQ

Qa
aR

,
22

12
3 r

r
z -=             (7.4)

Для рассматриваемой среды связь между напряжениями и деформациями

имеют вид обобщенного закона Гука:

ijk
f

kk
s
kj

f
ij

s
iij Quuuu dlms ),,(),,( +++= ,

k
f

kk
s
k RuQump ,, +=-=s  (7.5)

где p – давление жидкости в порах, ijs  – компоненты тензора напряжений в
упругом скелете.  При нарушении связи между упругим скелетом и жидко-
стью:

0,0 12 ®® rQ (7.6)

имеем

sccc ®® 1113 ,/ rm , а fcc ®2 , (7.7)

где 11/)2( rml +=sc – скорость продольных волн в сухом пористом скелете,

22/ rRc f =  – скорость продольных волн в жидкости, а также

0,0,0 321 ®®® zzz . Будем называть эти скорости звуковыми в среде Био.
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В дальнейшем для удобства обозначений введем вектор

},{ fs uuu = },,,,,{ 654321 uuuuuu=                                 (7.8)

размерности 6, полагая iu  компонентами перемещения твердой фазы для

3,1=i и жидкости для 6,4=i . Аналогично введем вектор массовых сил

},{ fs GGG = },,,,,{ 654321 GGGGGG= .

7.2 Транспортные уравнения М. Био. Фундаментальные решения урав-

нений движения среды М. Био в классе бегущих решений.

Для построения фундаментальных решений ikU  уравнений динамики

двухкомпонентной среды М. Био рассмотрим систему уравнений (7.9) при дей-

ствии бегущих нагрузок в виде сосредоточенных импульсных функций:

)()( xxG ijsi ¢=¢ dd , )()( xxG ijfi ¢=¢ dd .  В этом случае рассматриваемая система

уравнений примет следующий вид

0)(,,,,,)2( 33)3(12
2

3311
2

)3( =¢+--+++ ++ xUcUcQUUU ijjiijkjkikkijkjik ddrrmml

0)(,,,, )3(33)3(22
2

3312
2

)3( =¢+--+ +++ xUcUcRUQU jijiijkjkikjik ddrr             (7.9)

здесь всюду по одноименным индексам проводится суммирование в указанных

выше пределах их изменения от 1 до N , хотя размерность тензора ijU  -

(2N×2N). Компоненты тензора имеют следующий физический смысл: при 1 ≤ j

≤ N это j-ые компоненты перемещений твердой фазы, при N +1 ≤ j ≤ 2N  -

это (  j-  N)-ые компоненты перемещений жидкости от действия сосредоточен-

ной силы вдоль i- ой оси координат (при 1 ≤ i ≤ N) на твердую фазу или от дей-

ствия сосредоточенной силы вдоль (i-N) -ой оси координат (при N +1 ≤ i ≤ 2N)

на жидкость.
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Используя к последней системе уравнений обобщенное преобразование

Фурье по пространственным координатам, получим систему алгебраических

уравнений:

2 2 2
( ) 11 12 ( )( 2 ) ( ) 0k j ik ij k j i N k N ij i N j ijU U Q U c U Ul m x x mx x x x r r d+ +- + - - + - + =% % % % %

2 2
( ) 12 22 ( ) ( )( ( ) 0k j ik i N k N ij i N j i N jQU RU c U Ux x x r r d+ + +- + + + + =% % % % ,               (7.10)

где kx – параметры преобразования Фурье по координатам,
2

k kx x x= ,

1,k N= , 1,j N= , 1,2i N= .  Для определения ijU%  умножим уравнения (7.9)

на jx и свернем по индексу j. Обозначая ,i j ije Ux= %% ( )i j i N jE Ux +=% %  - изобра-

жения объемных деформаций твердой и жидкой фаз, придем к системе уравне-

ний

( ) ( )2 2 2 2 2
11 12( 2 ) i N i j ije c Q Er w l m x r x x x d- + + - =%% ,

( ) ( )2 2 2 2 2
12 22 ( )i N i j i N jQ e c R Er w x r x x x d +- + - =%% ,

решая которую, найдем

2 2 2 2
22 1 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 22 12 1 2 1 2

( ) ( )
  1,

( )( )
f fi

i
N N

a a a a
e i N

a a a c a c
r rx

r r r x x x x

æ ö- --
= - =ç ÷ç ÷- - - -è ø
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2 2
12 1 12 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 22 12 1 2 1 2

( ) ( )   1,2
( )( )

i N
i

N N

a Q a Qe i N N
a a a c a c

x r r
r r r x x x x

- æ ö- -
= - = +ç ÷- - - -è ø
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2 2
12 1 12 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 22 12 1 2 1 2

( ) ( )   1,
( )( )

i
i

N N

a Q a QE i N
a a a c a c

x r r
r r r x x x x

æ ö- -
= - =ç ÷- - - -è ø
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11 1 11 2
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11 22 12 1 2 1 2
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i N s s
i

N N

a a a aE i N N
a a a c a c

x r r
r r r x x x x

- æ ö- - -
= - = +ç ÷- - - -è ø

%
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Подставляя (7.11) в (7.9) и пользуясь соотношениями (7.7) - (7.8), найдем тен-

зор Грина в пространстве изображений Фурье:

( ) 6,1,3,1
3

1
2
3

2
3

22
3

22
3
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3 ==÷÷
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b
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m

3,1,6,4 === jkприUU jkkj                                   (7.11)
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Здесь использованы следующие обозначения:
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Обозначим ll ccM /=  ( 3,1=l ) - числа Маха, 21 ll Mm -= . Назовем с -  ско-

рость подвижных нагрузок дозвуковой, если 2cc < , т.е 1<lM ; сверхзвуковой,

если 1cc > , 1>lM . В случае, когда величина с находится между значениями

скоростей (7.5), имеет место межзвуковая (трансзвуковая) скорость. Посколь-

ку вид фундаментальных решений зависит значений числа Маха, перепишем

(7.12) в виде

2 3
33

2 2 2 2 2 2 2 2 2
13 3

1
( )

k kj k j
kj kl

lN N l N

baU b
a M c M

d x x
m x x x x x=

æ ö
= -ç ÷ç ÷- -è ø

å%

при 1, ,  1,2k N j N= = ,

kjkj UU ~~ = при NNk 2,1+= , Nj ,1= (7.12)

2 3
33

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
122 3 3

1
( ) l

kj kj k N j N
kj

lN N N l N

daU d
c a M c M

d d x x
r x m x x x x x

- -

=

æ ö
= + -ç ÷- -è ø

å%

при NNk 2,1+= , NNj 2,1+=

7.2.1 Фундаментальные решения уравнений движения среды М. Био при

транспортных нагрузках в случае дозвуковых скоростей.

Пусть 1<lM , т.е 2cc < . Найдем оригиналы изображения Фурье фун-

даментальных решений. Обозначим 2
3

2
2

2
1

0
1~

xxx m
f

++
= . Его оригинал известен

[92].  Обозначим через 2f  оригинал функции 2
30 )/(~ xif - . В пространственном

случае ( 3=N ) функции kf  имеют вид  [20,97]
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Используя свойство преобразования Фурье, получим
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здесь использованы обозначения jiij xxff ¶¶= /, 2 . Вычисляя необходимые

производные  и подставляя их в (7.13), получим тензор фундаментальных ре-

шений:
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3,2,1,6,5,4, === jkUU kjjk
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При 0®R  фундаментальные решения RconstU jk /» .

7.2.2 Фундаментальные решения уравнений движения среды М. Био при

транспортных нагрузках в случае сверхзвуковых скоростей.

При lcc > , 1>lM используем оригиналы функций

( ) 2/12
3

2
2

2
10

~ -
-+= xxx ll mg  , являющуюся трансформантой Фурье фундамен-

тального решения уравнения:
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Замена переменных lmxyxyxy /,, 332211 === приводит последнее уравне-

ние к волновому уравнению, фундаментальное решение которого хорошо из-

вестно [51]. Возвращаясь к исходным переменным, получим оригиналы функ-

ции для заданных lm  и их первообразных ( )2
30 / xig l -    [26]:

и их первообразных
2

30 )/(~ xig -   [20,97]:
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Используя свойство преобразования Фурье и вычисляя соответствующие

производные, получим тензор фундаментальных решений:
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7.2.3 Фундаментальные решения уравнений движения среды М. Био при

транспортных нагрузках в случае трансзвуковых скоростей.

В этом случае lcc = , 1=iM , используются оригиналы функций

( ) ( ) 2,0,/1),(~ 2
2

2
1

2
33 =+-= kixrhk xxx  [20,97]:

ppd 2/ln)(),(,2/ln)(),( 3332
1

330 rxxHxrhrxxrh == -

В случае трансзвуковых скоростей тензор фундаментальных решений имеет

вид:
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Фундаментальные решения уравнений движения для изотропной двух-

компонентной среды М. Био в плоском и пространственном случаях построены

в [76]. Для произвольных регулярных массовых сил ),( txGk  решения

транспортных уравнений Био имеют вид интегральной свертки
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)()()(
3

ydVyGyxUu k
R

iki ò -=

При  сингулярных массовых силах свертку следует брать согласно определе-

нию свертки обобщенных функций [19].

Тензор Грина и построенные решения позволяют исследовать напряжен-

но-деформированное состояние водонасыщенных сред при действии самых

разнообразных массовых сил. При решении транспортных краевых задач для

среды Био он необходим для построения ядер разрешающих сингулярных гра-

ничных интегральных уравнений, аналогично транспортным краевым задачам

для упругих сред [10].

7.3 Обобщенные решения краевых задач для среды М.  Био.  Условия на
волновых фронтах

Обозначим через )( 1+¢ N
N RD  пространство обобщенных функций ),(ˆ txf ,

определенных на пространстве )( 1+N
N RD – финитных бесконечно дифференци-

руемых функций ( )Ntx jjj ,...,),( 1= .

Пусть fs uu ,  – решение (7.1), непрерывное, дважды дифференцируемое

почти всюду, за исключением характеристической поверхности F , неподвиж-

ной в 1+NR , и подвижной в NR  (волновой фронт tF ), на которой производные

могут иметь скачки. Уравнение для такой поверхности F подобно характери-

стическому уравнению системы (12) и имеет вид:
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Здесь ),( tnn  – вектор нормали к F  в 1+NR , n – единичный волновой вектор в

NR , направленный в сторону распространения волнового фронта tF . Предпо-

лагается, что  поверхность F  кусочно-гладкая с непрерывной нормалью на ее

гладкой части. Скорость движения  поверхности F  в пространстве NR , как из-

вестно, равна

NRt nnc /,-= (7.14)

Так же, как было сделано выше, решение ),( txu , рассматриваемое как регуляр-

ная обобщенная функция, обозначим через ),(),(ˆ),,(),(ˆ txutxutxutxu ffss == .

Аналогично ),(),(ˆ),,(),(ˆ txGtxGtxGtxG ffss == .

Пусть fs uu ˆ,ˆ  – решение (7.1) в пространстве )( 1+¢ N
N RD . Такое решение

будем называть обобщенным решением (7.1) или решением в обобщенном

смысле. Обозначим [ ]f Ft
– скачок f  на волновом  фронте tF .

Т е о р е м а  1. Если )( ,txu s , )( ,txu f удовлетворяет уравнению (7.1) по-

чти всюду, за исключением волновых фронтов, на которых выполняются усло-

вия на скачки:

[ ] [ ] 0,0 ==
tt FfiFsi uu (7.15)

( )[ ] 0,,,)(, 1211 =+++++
tFtfitsijjfjjsjkksi uucQuuu rrnnmlnm

то )(ˆ ,txus  , )(ˆ ,txu f – являются обобщенными решениями (7.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о.  С учетом  правил дифференцирования обобщен-

ных функций, подставим обобщенные функции )(ˆ ,txus , )(ˆ ,txu f ,

),(ˆ),,(ˆ txGtxG fs и их соответствующие производные в (7.1). Эти функции бу-

дут удовлетворять (7.1), если правая часть полученного выражения при соот-

ветствующей подстановке равна нулю.
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С учетом  правил дифференцирования обобщенных функций, подставим

обобщенные функции )(ˆ ,txu s , )(ˆ ,txu f , ),(ˆ),,(ˆ txGtxG fs  и их соответствую-

щие производные в (7.1). В результате получим следующие выражения

=--++++ ttfittsisijifjjisijjsi uuGQuuu ,,,,)(, 1211 rrmlm

[ ]( ) [ ]{ } [ ]( ) [ ]{ } +++++ FiFjsjiFjFsjFjFjsijFjFsi nunununu ddmlddm ,,)(,,

[ ]( ) [ ]{ } [ ]( ) --++ tFtFsiFiFjfjiFjFfj nununuQ ,,, 11 drdd

[ ] [ ]( ) [ ] FtFtfitFtFfiFtFtsi nununu drdrdr ,,, 211211 ---

=--++ ttfittsifijifjjisj uuGRuQu ,,,, 2212 rr (7.16)

[ ]( ) [ ] [ ]( ) +++ iFjFfjFiFjsjiFjFsj nuRnuQnuQ ,,, ddd

[ ] [ ]( ) [ ] +-- FtFtsitFtFsiFiFjfj nununuR drdrd ,,, 1212

[ ]( ) [ ] FtFtfitFtFfi nunu drdr ,, 2222 --

здесь ),(),( txtx Fda  сингулярная обобщенная функция – простой слой на F с

плотностью a :

( ) )(),(),,(),(),(),(),,(),( 1+Î"= ò N
M

F
iiF RDtxtxdStxtxtxtxtx jjajda ,

),( txdS – дифференциал площади поверхности в точке ),( tx ;

( ) ( )tNt nnnnn ,,...,, 1= – единичный вектор, нормальный к характеристической

поверхности F.
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Функции )(ˆ ,txus , )(ˆ ,txu f , ),(ˆ),,(ˆ txGtxG fs  будут удовлетворять уравне-

ниям (7.1) в обобщенном смысле, если правая часть выражения (7.16) равна

нулю:

[ ] [ ] 0,0 ==
FfiFsi uu (7.17)

( ) ( )[ ] ,0,,,,)(, 3312311
2 =+-+++

tF
f

i
s
iij

f
jj

s
jjj

s
i nuucnQuunu rrmlm 7.18)

( ) ( )[ ] 0,,,, 3322312
2 =+-+

tF
f

i
s
iij

f
jj

s
j nuucnRuQu rr , (7.19)

i=1,2,4.

В силу (7.14) условия (7.17) на соответствующем подвижном волновом фронте

tF примут вид (7.15). Теорема доказана.

Здесь  – компоненты единичной нормали к волновому фронту. При сверхзву-

ковых скоростях движения таких фронтов будет три. Первые два передних

фронта связаны объемными деформациями в упругом скелете и жидкой ком-

поненте, третий фронт – со сдвиговыми деформациями пористого скелета.

Условия (7.17) – это условия сплошности среды, в модели которой пред-

полагается непрерывность перемещений скелета и жидкости. Из двух других

условий  следует, что на фронтах ударных волн напряжения в твердой и жид-

кой компонентах  среды Био будут иметь скачки.  Условия (7.10) и (7.11) – это

законы сохранения импульса для твердой и жидкой компоненты. Это значи-

тельно усложняет построение решений уравнений движения среды Био при

сверхзвуковых нагрузках, в отличие от дозвуковых, где решения непрерывны и

дифференцируемы.

Заметим, что транспортные   уравнения Ламе для упругой среды содер-

жат только два числа Маха, определяющих отношение скорости транспортной

нагрузки к двум скоростям   распространения  упругих волн в среде.

Записать транспортные уравнения среды Био с использованием трех

чисел Маха в данном случае не удается, т.к. зависимость звуковых скоростей
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от упругих параметров здесь намного сложнее, чем в среде Био. Однако числа

Маха выделяются при построении фундаментальных решений этой системы

уравнений.

7.4 Волновая динамика двухкомпонентной среды Био при дозвуковых
скоростях нагрузки

Компьютерная реализация тензора Грина проведена  в системе Mathcad-

14. На рисунках 7.1 – 7.4   представлены результаты расчетов компонент при

действии дозвуковой нагрузки в направлении оси 1x для для среды Био с

безрамерными параметрами:

1,1,1 ==== RQml , ,311 =r ,122 =r 2,012 =r .
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Рисунок 7.1 - 131211 ,, UUU , 333231 ,, UUU при действии силы в твердой компонен-
те
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Рисунок 7.2 - 464544 ,, UUU , 565554 ,, UUU  при действии силы в жидкой ком-

поненте
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Рисунок 7.3 - 232221 ,, UUU  при действии нагрузки  в твердой компоненте

Рисунок 7.4 - 666564 ,, UUU  при действии нагрузки в жидкости
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Рисунок 7.5 - Проекция векторного поля перемещений твердой компо-

ненты при действии нагрузки в твердой фазе  на плоскость ( 21, xx )

Рисунок 7.6  - Проекция векторного поля перемещений твердой компо-
ненты при действии дозвуковой нагрузки в жидкости на плоскость ( zx ,2 )

u1SS1 u1SS2, ( )

u2FS1 u2FS3, ( )
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Рисунок 7.7  - Проекция векторного поля перемещений жидкости
при действии дозвуковой нагрузки в твердой фазе  на плоскость ( zx ,1 )

Рисунок 7.8 - Проекция векторного поля перемещений жидкости

при действии дозвуковой нагрузки в жидкости на плоскость ( 21, xx )

u7SFl u7SF3, ( )

u8FF1 u8FF2, ( )
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Так, рисунок 7.1 показывает распределение перемещений твердой ком-

поненты 131211 ,, UUU  (а)  и 333231 ,, UUU  (б) при действии нагрузки в твердой

компоненте среды. Первый индекс указывает направление силы, второй-

координату перемещений.

Перемещения жидкости 464544 ,, UUU  (а) и 565554 ,, UUU  (б) при дей-

ствии нагрузки в жидкой компоненте среды в направлении оси 1x  представле-

ны на рисунке 7.2:

Перемещения твердой компоненты 232221 ,, UUU  при действии нагрузки

в твердой компоненте отражены на рисунке 7.3, а перемещения жидкой компо-

ненты 666564 ,, UUU  при действии нагрузки в жидкости – на рисунке 7.4.

На рисунках 7.5 - 7.8 представлены проекции векторных полей переме-

щений твердой компоненты при действии дозвуковой нагрузки  в твердой фазе

на плоскость ( 21, xx ) (рисунок 7.5) и в жидкости на плоскость ( zx ,2 ) (рис.7.6).

На рисунке 7.7 показаны проекции векторных полей перемещений жидкости

при действии дозвуковой нагрузки в твердой фазе  на плоскость ( zx ,1 ), рису-

нок 7.8 представляет проекции векторного поля перемещений жидкости при

действии дозвуковой нагрузки в жидкости на плоскость    ( 21, xx ).

Построенный в проекте тензор Грина позволяет строить решения уравнений

движения двухкомпонентной водонасыщенной среды при действии произ-

вольных нагрузок, распределенных как по времени, так и по пространству. Его

нужно использовать при решений транспортных краевых задач динамики  во-

донасыщенных сред в окрестности транспортных тоннелей с произвольным

профилем сечения.
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7.5 Волновая динамика двухкомпонентной среды Био при сверхзвуковых

скоростях нагрузки

Проведена компьютерная реализация тензора Грина двухкомпонентной

среды  Био при сверхзвуковых  скоростях в системе MathCad. На рисунках

представлены графики изменения компонент тензора вдоль прямых в плоско-

стях, перпендикулярных оси Z, и параллельных этой оси. Расчеты проведены

для среды с условными параметрами: 1== ml , ,1=Q 1=R , 5.211 =r ,

122 =r , 15.012 =r  при скорости транспортной нагрузки  V=1.5. При этом чис-

ла Маха соответственно равны: 189.11 =M , 5.12=M , 361.23 =M .

На рисунках   7.9 , 7.10  представлены компонеты тензора, описвающие

движение твердой компоненты  среды Био. Отчетливо наблюдаются фронты

трех волн (рис.7.10), связанные с приходом с приходом первой, второй и треть-

ей звуковой волны. Аналогично это наблюдается и для жидкой компоненты

(см. рис. 7.12). В поперечном сечении к оси Z, фронты ударных волн образуют

три концентрические окружности, вне которых среда покоится. На рисунках

7.3 и 7.11  крайние скачки слева и справа отмечают интервал, внутри которого

происходит движение твердой и жидкой компоненты среды, а вне этого интер-

вала перемещения нулевые: среда покоится. Внутри интервала наблюдаем

скачки перемещений на фронтах ударных волн. Причем число фронтов зависит

от того, в какой зоне находится точка наблюдения, которая движется по пря-

мой, пересекая зону возмущений. Чем больше z, тем глубже отрезок наблюде-

ния пересекает конус возмущений, поэтому в разрезе можем наблюдать следы

1 фронта (рис. 7.11), двух фронтов (рис 7.9б) и трех фронтов (рис.7.9 а).
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               Рисунок 7.11 - Компоненты тензора Грина Uij )6,5,4,( =ji  при
( ) )(1,3:),1,( баddxnx ==
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Рисунок 7.12  - Компонента тензора Грина 44U   при ),1,0( znx =

7.6 Краткие выводы

Исследуется динамика двухкомпонентной среды М.Био при действии со-

средоточенных на оси движущихся нагрузок. Рассмотрены  фундаментальные

и обобщенные решения системы уравнений М.Био при до-, транс-  и сверхзву-

ковых скоростях движения. Проведена компьютерная реализация фундамен-

тальных решений в системе Маthcad, приведены результаты численных

расчетов, рисующие дифракционную картину смещений скелета массива и

жидкости в его порах в окрестности движущейся нагрузки с дозвуковой

скоростью.  Проведена компьютерная реализация расчета тензора Грина при

сверхзвуковых скоростях движения, приведены результаты расчетов, иллю-

стрирующие ударные волны в среде Био при сверхзвуковых скоростях. Отме-

тим, что построение таких решений является необходимым для решения задач

дифракции сейсмических волн на подземных сооружениях.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертационной работе разработаны методы решения уравнений дви-

жения и краевых задач динамики деформируемого твердого тела для исследо-

вания волновых процессов в деформируемых твердых средах с усложненными

свойствами.  Это направление относится к актуальным проблемам механики и

математической физики и тесно связано с решением разнообразных инженер-

но-технических задач. В работе получены следующие результаты.

· На основе преобразования Фурье  и Лапласа обобщенных функций разра-

ботан метод построения фундаментальных решений уравнений движения

упругих анизотропных сред, построены тензора Грина для уравнений

движения анизотропных сред (при плоской и пространственной деформа-

ции), тензора фундаментальных напряжений, и их первообразные по вре-

мени, исследованы их асимптотические свойства.

· На основе численных экспериментов изучено влияние степени анизотро-

пии породного массива на характер его  напряженно-деформированного

состояния при действии  сосредоточенных импульсных источников. Рас-

четы проведены для сред со слабой и сильной анизотропией упругих

свойств. Показано, что в первом случае топологический тип волновых

фронтов подобен расширяющимся сферам. Во втором случае появляются

сложные волновые фронты и лакуны – подвижные невозмущенные обла-

сти, ограниченные волновыми фронтами и расширяющиеся с течением

времени. Это явление связано с волноводными свойствами сильно анизо-

тропной среды, которые резко выражены в направлениях с преобладаю-

щей жесткостью и ослаблены в тех, где жесткость мала.

· Разработана математическая модель динамики породного массива при

действии источника возмущений вблизи его дневной поверхности с уче-

том его анизотропии в случае плоской деформации. Построены трансфор-

манты тензора Грина первой и второй краевой задачи динамики для ани-

зотропной полуплоскости.
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· Разработан метод обобщенных функций для решения краевых задач дина-

мики анизотропных упругих и пьезоупругих сред при нестационарных

воздействиях, а также в случае стационарных колебаний анизотропных

упругих тел. Построены обобщенные решения уравнений движения таких

сред в пространстве обобщенных функций, аналоги формул Сомильяны,

Гаусса в пространстве обобщенных функций.

· Построены сингулярные граничные интегральные уравнения для решения

поставленных начально-краевых задач динамики анизотропных сред.

· На основе теории обобщенных функций получены законы сохранения

энергии, условия сохранения импульса на фронтах, которые связывают

скачок скоростей на фронте волны со скачком напряжений.

· Построены фундаментальные и обобщенные решения уравнений движе-

ния двухкомпонентной среды Био, позволяющей учесть водонасыщен-

ность грунтового массива при транспортных нагрузках во всем  диапазоне

скоростей от дозвуковых  до сверхзвуковых.  Для сверхзвуковых нагрузок

получены условия на фронтах волн.

Разработанные методы решения краевых задач можно использовать для

исследования волновых процессов, сопровождаемых ударными волнами, кото-

рые описываются системами гиперболического и смешанного типа. Решение

подобных задач  необходимо для изучения процессов распространения и ди-

фракции волн в земной коре, наземных сооружениях для определения их

напряженно-деформированного и теплового состояния при действии различ-

ных динамических, тепловых, и транспортных нагрузок. Эти исследования и

разработанные программы можно использовать для определения прочностных

свойств конструктивных элементов машин и механизмов,  различных  соору-

жений и конструкций в строительстве,  машиностроении при динамических и

тепловых воздействиях различной природы.
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