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Аннотация: Аргументи бир аз кечигүү менен болгон дифференциалдык теңдемелерди 

изилдөө үчүн чыгарылыштардын мейкиндигин жана баштапкы маселелердин 

чыгарылыштарынын мейкиндигинде эквиваленттүүлүктүн катыштарын ажыратуу ыкмасы 

мурда иштелип чыккан. Асимптотикалык эквиваленттүүлүктүн катышы: убакыт өсүшү менен 

эки чыгарылыштын арасындагы аралык нөлгө умтулат, дал келген фактор-мейкиндик 

асимптотикалык фактор-мейкиндик деп аталат; «Асимптотикалык фактор-мейкиндиктин 

өлчөмү баштапкы мейкиндиктин өлчөмүнөн азыраак» деген кубулуш «Чыгарылыштардын 

мейкиндигинин өлчөмүнүн асимптотикалык кыскарышы» деп аталды. Бул макалада ал ыкма 

динамикалык системалардын кеңири класстарында жайылтылган.  
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Аннотация: Для исследования дифференциальных уравнений с малым запаздыванием 

ранее были разработаны метод расщепления пространства решений и отношения 

эквивалентности в пространстве решений начальных задач. Отношение асимптотической 

эквивалентности: расстояние между двумя решениями стремится к нулю при увеличении 

времени, соответствующее фактор-пространство названо асимптотическим фактор-

пространством; явление «Размерность асимптотического фактор-пространства меньше, чем 

размерность исходного пространства» было названо «Асимптотическое уменьшение 

размерности пространства решений». В данной статье этот метод распространен на более 

широкие классы динамических систем.  
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of solutions and equivalence relations were developed earlier. The asymptotical equivalence relation:  

distance between two solutions tends to zero while time increases, the corresponding quotient space was 

called “asymptotical quotient space“; the phenomenon "the dimension of the quotient space is less than 

one of the initial space" was called "asymptotical reduction of dimension of space of solutions". In the 

paper, this method is generalized to larger classes of dynamical systems.  

Keywords: method to split, equivalence relation, quotient space, asymptotical equivalence, 

dynamical system, initial value problem. 

 

1. Введение 

Начиная с 1950-х годов, в литературе был получен ряд результатов о свойствах решений 

дифференциальных уравнений с малым запаздыванием. Для единообразного представления 

таких результатов авторами было предложено применить понятия «эквивалентности при 

больших значениях аргумента» и соответствующего фактор-пространства. Для расширения 

таких результатов на более широкие классы динамических систем авторами был предложен 

метод расщепления пространства решений начальных задач в прямую сумму подпространств. В 

данной статье представлены в наиболее общем виде методика и полученные результаты.  

Во втором разделе рассматриваются введенные отношения эквивалентности в 

пространстве решений начальных задач для динамических систем.  

Отношение асимптотической (экспоненциальной)эквивалентности: расстояние между 

двумя решениями стремится к нулю при увеличении времени (убывает экспоненциально при 

увеличении времени). Отношение хаусдорфовой асимптотической эквивалентности: 

неограниченное сближение решений с обратимым преобразованием аргумента с увеличением 

времени, соответствующее фактор-пространство названо хаусдорфовым асимптотическим 

фактор-пространством.  

Обозначим N0 = {0,1,2,3,…}, N= {1,2,3,…}, R =(-∞,∞),R+ =[0, ∞), R++ =(0, ∞), En - nхn-

единичная матрица, n∈N; Cm(k)D - пространство функций u: D→Rm, непрерывных вместе с 

производными до k порядка, D - область в R, 0∈D,т∈N, k∈N0; C*m(k)D - подпространство 

функций, удовлетворяющих условию u(0)=0∈Rm. m=1 иk=0 будем опускать.  

Для единого изложения задач с непрерывным и дискретным временем будем 

предполагать, что аргумент искомых функций t принадлежит вполне упорядоченному множеству 

𝛬, имеющему наименьший элемент (будем обозначать его «0»), но не имеющему наибольшего 

элемента. Обычно используется 𝛬 =R+или 𝛬 =N0. Если предположить, что начальная задача 

всегда имеет решение, оно является единственным и глобальным, то есть продолжается на все 

множество 𝛬 , то пространство решений некоторой динамической системы с начальным 

условием φ можно представить в виде оператора W(t, 𝜑): 𝛬 хФ→Z, Ф- топологическое 

пространство начальных условий, Z - топологическое пространство значений решений. В случае 

𝛬 =R+ будем предполагать, что W(t, 𝜑) непрерывен по t.  

Будем рассматривать следующие виды пространств Ф и Z: линейные одномерные (R); - 

линейные многомерные (Rd); линейные нормированные; равномерные.  

2. Определения 

О п р е д е л е н и е 1. Следующее отношение эквивалентности в пространстве Ф будем 

называть отношением асимптотической эквивалентности:  

Если Z- линейное нормированное пространство, то  

                                              (𝜑1 ~ 𝜑2) ⇔( lim{∖∖|W(t, 𝜑1)-W(t, 𝜑2) ∖∖|z: t→∞}= 0).                     (1)  

Если Z- метрическое пространство, то  

                    (𝜑1 ~ 𝜑2) ⇔ (𝑙im{рz (W(t, 𝜑1), W(t, 𝜑2)): t→∞}= 0).                                                     (2)  

Если Z - равномерное пространство с множеством ГZ окружений диагонали, то  

                                   (𝜑1 ~ 𝜑2) ⇔ (∀V∈ ГZ)(∃t1∈ 𝛬) (∀t >t1)((W(t, 𝜑1), W(t, 𝜑2)) ∈V).                   (3)  

Нами доказано, что введенное отношение является корректным отношением 

эквивалентности.  

Соответствующее фактор-пространство названо асимптотическим фактор-пространством. 

Явление «размерность асимптотического фактор-пространства меньше, чем размерность 

исходного пространства» названо «асимптотическое уменьшение размерности пространства 

решений».  
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О п р е д е л е н и е 2. Следующее отношение эквивалентности в пространстве Ф названо 

отношением 𝜆-экспоненциальной асимптотической эквивалентности (𝜆 ∈R++):  

Если Z- линейное нормированное пространство, то  

                                             (𝜑1 ~𝜆 𝜑2) ⇔(sup{ ||W(t, 𝜑1)-W(t, 𝜑2)||zexp(𝜆 t): t∈ 𝛬 }<∞).               (4)  

Если Z- метрическое пространство, то  

             (𝜑1 ~𝜆 𝜑2) ⇔(sup{ 𝜌𝑧(W(t, 𝜑1), W(t, 𝜑2)) exp((𝜆t): t∈ 𝛬 }<∞).                                            (5)  

Соответствующее фактор-пространство названо асимптотическим 𝜆 -экспоненци-альным 

фактор-пространством.  

О п р е д е л е н и е 3. При 𝛬=R+ следующее отношение эквивалентности в пространстве 

Фназвано отношением хаусдорфовой асимптотической эквивалентности: 

Если Z- метрическое пространство, то (𝜑1 ≅ 𝜑2)  определяется следующим образом: для 

любого 𝜀 ∈R++ можно найти такое s∈R+ и такую строго возрастающую до бесконечности 

непрерывную функцию 𝜗:[s,∞)→R+, что (∀t ∈[s, ∞))( 𝜌𝑧 (W(t, 𝜑1), W(𝜗 (t), 𝜑2))< 𝜀 ).  

Если Z - равномерное пространство с множеством ГZ окружений диагонали, то (𝜑1 ≅ 𝜑2)  

определяется следующим образом: для любого 𝜀 ∈ ГZможно найти такое s∈R+ и такую строго 

возрастающую до бесконечности непрерывную функцию 𝜗 (t):[s, ∞)→R+ , что  

                                                 (∀t ∈[s, ∞))( (W(t, 𝜑1), W(𝜗 (t), ), 𝜑2)) ∈ 𝜀 ).                                    (6)  

Также доказано, что введенное отношение является корректным отношением эквивалентности. 

Хаусдорфово асимптотическое фактор-пространство обозначеноФ*=.  

3. Обзор результатов по асимптотике решений 

дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом 

Для случая, когда 𝛬 =R+, W(t, 𝜑 (∙)) – решение начальной задачи с начальным условием 

𝜑 ∈ Ф:=С[-h,0] для линейного дифференциального уравнения с ограниченным запаздыванием 

аргумента, в ряде работ (см. обзор в [1], [2]) были найдены условия, когда существует такое 

конечномерное подпространство Ф0⊂ Ф, что  

                        (∀𝜑 ∈ Ф)( ∃𝜑0∈ Ф0)(𝑙im{ || W(t, 𝜑) -W(t, 𝜑0)||t→∞} )=0,                                        (7)  

то есть пространство решений «асимптотически конечномерно». Решения W(t, 𝜑0) (𝜑0∈Ф0) были 

названы специальными.  

В связи с этими результатами мы выдвинули гипотезу [3] о том, что аналогичные 

результаты должны иметь место для более фундаментального типа динамических систем – 

разностных уравнений, и что результаты, полученные для разностных уравнений, могут 

улучшить известные для дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом.  

Для решений линейных автономных систем вопрос о структуре пространства решений 

сводится к исследованию соответствующих характеристических (алгебраических в широком 

смысле) уравнений. Поэтому мы рассматриваем существенно неавтономные уравнения.  

Пусть 𝛺 - некоторое нормированное пространство. Рассмотрены четыре 

последовательности операторов: 𝑎n(число): R→R; bn: 𝛺 →R; cn: R→ 𝛺; dn: 𝛺 → 𝛺, n=0,1,2,… с 

ограничениями 𝑎n ∈A=[𝑎,𝑎+]; ||bn||≤b>0, ||cn||≤c>0, ||dn||≤ d>0, и система разностных уравнений в 

R × 𝜴   

                 𝑥n+1= 𝑎n 𝑥n + bnyn, yn+1= cn𝑥n + dnyn, n=0,1,2,…                                                            (8)  

Имеют место  

Т е о р е м а 1. Если существует такое 𝒱 >0, что 1) q– := 𝑎–– 𝒱b>0; 2)c+ 𝒱b≤ 𝒱q–,  

то существует такое (названное специальным) решение {X, Y}, что  

                             (∀ n∈N)(Xn ≥ q–n; ||Yn||≤ 𝒱Xn).                                                                             (9)  

Т е о р е м а 2. Обозначим w:= 𝑎 – d. Если 1) w>0; 2)w2>4bc, то выполняются условия  

1), 2) Теоремы 1. Можно взять v=(w−√(w2−4bc))/(2b).  

Т е о р е м а 3. Если 𝜔:=( 𝑎+d + bc) q– 
-2<1, то для любого решения {𝑥, y} и с-решения     

{X, Y}, определенного в Теореме 1, существует предел 𝛾{x, y}:=𝑙im {xn/Xn:n→∞}.  

Такие с-решения названы аппроксимирующими.  

Т е о р е м а 4. Если выполняются условия Теорем 2 и 3 и 𝜔 (𝑎++bv)<1, то для любого 

решения {x, y} и с-решения {X, Y}, определенного в Теореме 1, 𝑙im{ |xn- 𝛾{x, y}Xn|: n→∞}= 0.  

Такие с-решения названы асимптотически аппроксимирующими.  
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Рассмотрим уравнение c постоянным запаздыванием  

                                           z'(t)=P(t)z(t–h), t∈R+, h=const>0, P(t) ∈[p–,p+].                                    (10)  

Отметим, что P(t)h – безразмерная величина.  

Результаты, обзор которых произведен в [1]-[2], применительно к (10) дают оценку для 

наличия асимптотически аппроксимирующих с-решений: sup{|P(t)h|:t∈R+}<1/e=367… 

(абсолютная константа). Представим пространство C[–h,0] в виде прямого произведения 

пространства функций-констант и пространства 𝛺 функций, таких, что Z(0)=0. Обозначим  

Zm(t):=W(t+mh,𝜑(∙)), –h≤ t≤ 0, m=1,2,3,…                                                                                      (11)  

SmZ(∙)(t) - интегральные операторы сдвига по траекториям уравнения (10) на шаг ℎ.  

Полагая Z(t)≡|t|, оцениваем: [𝑎–, 𝑎+] = 1+h[p–, p+]=[1+hp–,1+hp+]; b= h max{|p–|,|p+|}, c=b; d=b.  

Расчетами на компьютере доказана  

Т е о р е м а 5. Условия наличия асимптотически аппроксимирующего свойства для уравнения  

                                                                                                                                                             (10): 

- 0.12≤ P(t)h ≤ 0.39; - 0.10 ≤ P(t)h ≤ 0.40; - 0.08 ≤ P(t)h ≤ 0.41;  

- 0.06≤ P(t)h ≤ 0.42; - 0.04 ≤ P(t)h ≤ 0.43; - 0.02 ≤ P(t)h ≤ 0.44.  

Эти полученные результаты дополняют результаты, упомянутые в [1], [2]. После наших 

публикаций были опубликованы статьи [4], [5], [6], где получены аналогичные результаты для 

более узких классов дифференциальных уравнений с запаздыванием. Численные методы были 

также применены в [7].  

4. Уравнение с управлением 

Известно явление потери устойчивости при усилении обратной связи в устройстве 

стабилизации, как следствие эффекта появления запаздывания.  

Пусть требуется удерживать значения функции u(t) как можно ближе к нулю при постоянно 

действующих (ограниченных) возмущениях f(t) ∈ CB(R+)на u′(t).Обозначим 𝑓0≔∥𝑓∥.  

С обратной связью, получаем, если бы воздействие было мгновенным:  

                             u′(t)=−pu(t)+ 𝑓 (t), t∈ R+, p>0, u(0)=0.                                                   (12)  

 
 

Отсюда следует оценка |𝑢(𝑡)|<𝑓0/𝑝, то есть, чем сильнее обратная связь, тем лучше 

качество управления. Но фактически возникает не уравнение (12), а уравнение вида  

                                                        u′(t)= −pu(t−h)+f(t), t∈R+,                                                         (13)  

поскольку всякое устройство срабатывает не моментально. При ph>𝜋/2 вместо близости 

функции u(t) к нулю возникают колебания с усиливающейся амплитудой. При ph= π /2 даже при 

𝑓 (t)=0: 𝑢(𝑡)=sin (π𝑡/2/ℎ). Покажем получение оценки для абсолютной константы ∆=ph, при 

превышении которой управление (13) перестает быть устойчивым, методом расщепления. Не 

умаляя общности, можно считать h=1.  

Т е о р е м а 6. Если ∆<1, то решение (13) удовлетворяет условию  

|𝑢(𝑡)| ≤(1+2∆)𝑓0/𝑝/(1−∆) ,𝑡∈𝑹+.                                                                                            (14)  

По методу полной математической индукции по шагам доказываются следующие оценки:  

       |𝑢(𝑛)| ≤𝑓0/𝑝/(1−∆); |𝑢(𝑛)−𝑢(𝑠)| ≤2(𝑛−𝑠)𝑓0/(1−∆),𝑛−ℎ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 ,𝑛∈𝑵𝟎.  

Для улучшения оценки мы применили метод пробных элементов.  

Т е о р е м а 7. Если ∆≤1.081, то решение (13) удовлетворяет условию  

                                         |𝑢(𝑡)| ≤(1+∆(1.001+0.782∆))𝑓0/𝑝/(1.082 −∆) ,𝑡∈𝑹+.                                 (15)  

Для доказательства мы искали с помощью компьютера такие числа γ >1, v, w>0, что  

1≤∆< γ , и чтобы можно было доказать по методу полной математической индукции по шагам 

следующие оценки: |𝑢(𝑛)| ≤ 𝑓0/𝑝/( γ −∆); |𝑢(𝑛)−𝑢(𝑠)| ≤ (𝑣(𝑛−𝑠)+𝑝𝑤(𝑛−𝑠)2)𝑓0/( γ −∆).  

5. Заключение 

Из полученных в данной статье и других результатов следует общий методический вывод: для 

улучшения и приближения к точным оценок в теории динамических систем необходимо 

применение компьютера со строгим обоснованием полученных результатов.  
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