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Аннотация. Макала жалпы мүнөздө болуу менен сингулярдык козголгон теңдемелер 

теориясында бир маселенин тарыхын камтыйт. 

Түйүндүү сөздөр. Сингулярдык козголгон теңдеме, туруктуулук, тең салмактуулук, 

туруктуулуктун жоголушунун узартылышы, аналитикалык жана гармоникалык функциялар, 

деңгээл сызыктар, чектик катмар сызыктар жана катмарлар, тартылуу областтар. 
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Abstract. The article is of a survey nature and contains the history of the development of one 
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1. Изначальная задача 

В 70-х годах прошлого столетия под руководством академика Л.С. Понтрягина в теории 

сингулярно возмущенных уравнений было обнаружено новое явление, которое получило название 

«задержка течения интегральных кривых» или «затягивание потери устойчивости». Суть этого 

явления заключается в следующем. 

В [1] рассматривается система уравнений 
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Системы вида (1) называются сингулярно возмущенными. Сингулярно возмущенные уравнения 

(с.в.у), 

как и в теории обыкновенных дифференциальных уравнений подразделяются на автономные и 

неавтономные. Наиболее общие результаты по исследованию неавтономных с.в.у, получены А.Н. 

Тихоновым [2]. 

Основная идея исследования автономных с.в.у 

 

 

 

 

принадлежит Л.С. Понтрягину. Он предложил, исследование с.в.у начать с исследования системы 

«быстрых движений» т.е системы 

 

 

 

в зависимости от того, каковы стационарные решения системы (4). В (4) у рассматривается 

как параметр. Стационарными решениями могут быть положения равновесия, предельные циклы 

и другие. Л.С. Понтрягин исследовал систему (4) , в предположении, что она имеет положения 

равновесия. 
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Может случиться, что в результате последовательного чередования медленных и быстрых 

движений возникает замкнутая траектория. Тогда соответствующее ей периодическое решение 

системы (3) будет релаксационным колебанием. Таковы в общих чертах механизмы 

возникновения релаксационных колебаний, описанные в работе [64]. 

Если при каждом значении у система (4) имеет своими стационарными решениями не 

только положения равновесия, то возникают многочисленные задачи. 

Выше было отмечено, что если система (4) имеет положение равновесия, устойчивое при 

некоторых значениях у, и теряет устойчивость, например при  y = y0 , то фазовая точка системы (3) 

быстро устремится, почти по подпространству y = y0  в окрестность другого устойчивого 

положения равновесия системы ↋x′= f (x, y0 ) . 

Оказываеся, что это далеко не всегда так. Именно, если система (4) имеет положение 

равновесия, которое теряет устойчивость при некотором у, то решение системы (3) не сразу 

уходит от возникшего неустойчивого положения равновесия, а в течение конечного промежутка 

времени может оставаться вблизи него. Такое явление впервые было изучено для системы (1)-(2) в 

[1]. Система (1)-(2) в плоскости «быстрых движений» имеет единственное положение равновесие, 

являющееся фокусом, причем фокус устойчив при y ˂ 0 и и неустойчив при y ˃ 0. 

Естественно, можно было ожидать, что если положение равновесия становится 

неустойчивым, то решение рассматриваемой системы сразу должно отойти на конечное 

расстояние от возникшего неустойчивого положения равновесия. В упомянутой работе доказано, 

что если положение равновесия становится неустойчивым, то решение не сразу уходит от него, а в 

течение конечного времени остается вблизи него. 

Работа послужила толчком для развития исследований в этом направлении. Первой 

работой, где проводится систематическое исследование с.в.у, для решений которых имеет место 

явление затягивания потери устойчивости, является работа С.К. Каримова [4]. В данной работе 

рассматриваются с.в.у второго порядка следующего вида 
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Работа Нейштадта А.И. [6] посвящена исследованию автономных систем, которые 

содержат быстрые и медленные переменные. Система с быстрыми переменными имеет только 

положение равновесия. Для решений заданных систем ставится начальная задача и 

предполагается, что матрица- функция – коэффициент, в системе с быстрыми переменными при 

линейной неизвестной функции имеет различные собственные значения. Среди собственных 

значений имеется, одна пара комплексно сопряженных, которые в пространстве медленных 

переменных мнимую ось пересекают с нулевой скоростью (т.е. в этой точке действительная часть 

обращается в нуль, а мнимая часть остается отличной от нуля), оставшиеся собственные значения 

имеют отрицательные действительные части. 

Также предполагается, собственные значения не имеют нулей. 

Доказано, что в аналитических с.в.у происходит явление затягивания потери устойчивости, 

которая сопровождается динамическими бифуркациями, т.е. происходит срыв от положения 

равновесия. При этом метод определения точной границы отрезка(или времени) затягивание 

потери устойчивости не разработан. 

Работы К.С. Алыбаева [7] посвящены разработке методов исследования 

с.в.у, когда точка покоя присоединенной системы, на некотором отрезке действительной оси, 

теряет устойчивость. Он рассмотрел системы с.в.у следующего вида 

 

Для исследовании поставленной задачи применен топологический подход. Введено 

понятие - размеченное множество -  это такое множество (в R2 или С), что оно полностью 

заполняется некоторыми ориентированными кривыми типа Жордана. В работе такими кривыми 

являются линии уровней гармонических функций, порождаемых собственными значениями 

 
Доказано, что существование размеченных множеств, содержащих отрезок  [t0 ,T] , 

является достаточным условием затягивания потери устойчивости на этом отрезке. Является ли 

это условие необходимым, к этому времени еще не исследовано. 

Сформулированы условия, при выполнении которых существуют размеченные множества. 

Разработанный метод назван «метод линий уровня». Метод позволяет точно определить длину 

отрезка «затягивание потери устойчивости» и применима, когда собственные значения имеют 

нулей 

Д.А. Турсунов [8], применяя метод линий уровня доказал, что для некоторых классов с.в.у 

промежуток затягивания потери устойчивости можно растягивать вправо до (+∞) , при этом  t0 

стремится к нулю справа т.е  t0 →+0 или  t0 →-∞. 

Работы М.А. Азимбаева [9] посвящены исследованию с.в.у в тех случаях, когда 

комплексно- сопряженные собственные значения являются периодическими функциями; матрица- 

 

 

10 



 

функция A(t) при неизвестной функции имеет две пары комплексно - сопряженных собственных 

значений, действительные части каждой пары меняют знаки на отрезке  [t0 ,T] , причем  

размеченные множества являются неограниченными. Доказано, что в рассматриваемых случаях 

происходит явление затягивания потери устойчивости. 

Далее, исследование с.в.у с аналитическими функциями, проведены в другом направлении. 

К таким относятся работы М.Р Нарбаева [10], К.Б Тампагарова [11], А.Б Мурзабаевой [12], и Т.К. 

Нарымбетова [13]. 

В перечисленных работах, с.в.у исследованы без привлечения устойчивости положений 

равновесия или точек покоя присоединенных уравнений и других условий. 

М.Р. Нарбаев, рассматривая линейные с.в.у, обнаружил существование областей, где 

решение с.в.у и соответствующего невозмущенного уравнения асимптотически не близки (при 

↋→0). Такие области названы простирающиеся пограничные слои. Полученный результат 

обобщен на, некоторый класс, систем с.в.у состоящих из двух уравнений первого порядка. 

К.Б. Тампагаров в теории с.в.у с аналитическими функциями ввел новые понятия: 

погранслойные линии, погранслойные области, регулярные и сингулярные области. 

Погранслойные линии являются границами погранслойных областей. В погранслойных 

линиях и областей не имеет место предельный переход решения с.в.у к решению н.у при ↋→0. 

Регулярная область, где имеет место предельный переход. В сингулярной области решение с.в.у 

не ограничена. К.Б. Тампагаров доказал, что явление «затягивание потери устойчивости» для 

аналитических систем, происходит при выполнении определенных условий, а существование 

погранслойных линий, погранслойных областей, регулярных и сингулярных областей 

свойственны для таких систем. Следует отметить, погранслойные линии имеют некоторое 

сходство с линиями Стокса. Линии Стокса разделяют область на части, в каждом из которых 

определяются фундаментальные системы решений,а погранслойные линии разделяют на 

регулярные и сингулярные части. 

А.Б. Мурзабаева исследовала некоторый класс с.в.у, соответствующие н.у которых имеют 

несколько решений. Ввела понятие область притяжений решения с.в.у к решению н.у. Доказала 

существование областей притяжений. 

Т.К. Нарымбетов исследовал более широкий класс с.в.у на предмет существование 

областей притяжения и их взаимосвязи. Доказал, при определенных условиях, существование 

общих частей областей притяжений. 

Подведя итог можно сказать в математике нередки, а может быть и закономерны, случаи, 

когда одна задача служит началом новой теории или направления. Таковым является задача 

предложенный академиком Л.С. Понтрягиным и решенная в [1]. 
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