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Исследование функций с помощью производной.
Возрастание и убывание функций

Теорема. 1) Если функция f(x) имеет производную на отрезке [a, b]
и возрастает на этом отрезке, то ее производная на этом отрезке не-
отрицательна, т.е. f¢(x) ³ 0.
                           2) Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и диф-
ференцируема на промежутке (а, b), причем f¢(x) > 0 для a < x < b, то эта
функция возрастает на отрезке [a, b].

Доказательство.
1) Если функция f(x) возрастает, то f(x + Dx) > f(x) при Dx>0 и f(x + Dx) <

f(x) при Dх<0,  тогда:
.0)()(lim,0)()(

0
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xfxxf
x

xfxxf
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2)  Пусть f¢(x)>0 для любых точек х1 и х2, принадлежащих отрезку [a, b],
причем x1<x2.

Тогда по теореме Лагранжа: f(x2) – f(x1) = f¢(e)(x2 – x1),   x1 < e < x2

По условию f¢(e)>0, следовательно, f(x2) – f(x1) >0, т.е. функция f(x) воз-
растает.

Теорема доказана.
Аналогично можно сделать вывод о том, что если функция f(x) убы-

вает на отрезке [a, b], то f¢(x)£0 на этом отрезке. Если f¢(x)<0 в промежутке
(a, b), то f(x) убывает на отрезке [a, b].

Конечно, данное утверждение справедливо, если функция f(x) не-
прерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (a, b).

Доказанную выше теорему можно проиллюстрировать геометриче-
ски:

   y           y

j j j
j

    x x
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Точки экстремума

Определение. Функция f(x) имеет в точке х1 максимум, если ее зна-
чение в этой точке больше значений во всех точках некоторого интервала,
содержащего точку х1.  Функция f(x) имеет в точке х2 минимум, если f(x2

+Dx) > f(x2) при любом Dх (Dх может быть и отрицательным).
Очевидно, что функция, определенная на отрезке может иметь макси-

мум и минимум только в точках, находящихся внутри этого отрезка.
Нельзя также путать максимум и минимум функции с ее наибольшим и
наименьшим значением на отрезке – это понятия принципиально различ-
ные.

Определение. Точки максимума и минимума функции называются
точками экстремума.

Теорема. (необходимое условие существования экстремума) Если
функция f(x) дифференцируема в точке х = х1 и точка х1 является точкой
экстремума, то  производная функции обращается в нуль в этой точке.

Доказательство.
Предположим, что функция f(x) имеет в точке х = х1 максимум.
Тогда при достаточно малых положительных Dх>0 верно неравенство:

)()( 11 xfxxf <D+ , т.е.
0)()( 11 <-D+ xfxxf
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Т.е. если Dх®0, но Dх<0, то f¢(x1) ³ 0, а если Dх®0, но Dх>0, то f¢(x1) £ 0.
А возможно это только в том случае, если при Dх®0  f¢(x1) = 0.
Для случая, если функция f(x) имеет в точке х2 минимум теорема до-

казывается аналогично.
Теорема доказана.
Следствие. Обратное утверждение неверно. Если производная функ-

ции в некоторой точке равна нулю, то это еще не значит, что в этой точке
функция имеет экстремум. Красноречивый пример этого – функция  у =
х3, производная которой в точке х = 0 равна нулю, однако в этой точке
функция имеет только перегиб, а не максимум или минимум.

Определение. Критическими точками функции называются точки,
в которых производная функции не существует или равна нулю.
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Рассмотренная выше теорема дает нам необходимые условия сущест-
вования экстремума, но этого недостаточно.

Пример: f(x) = ôxô                                               Пример: f(x) = 3 х
      y                                                                             y

                              х

      x

В точке х = 0 функция имеет минимум, но  не имеет производной.
В точке х = 0 функция не имеет ни максимума,  ни минимума,  ни произ-
водной.

Вообще говоря, функция f(x) может иметь экстремум в точках, где
производная не существует или равна нулю.

Теорема. (Достаточные условия существования экстремума)
Пусть функция f(x) непрерывна в интервале (a, b), который содер-

жит критическую точку х1, и дифференцируема во всех точках этого
интервала (кроме, может быть, самой точки х1).

Если при переходе через точку х1 слева направо производная функции
f¢(x) меняет знак с “+” на “-“, то в точке х = х1 функция f(x) имеет мак-
симум, а если производная меняет знак с “-“ на “+”- то функция имеет
минимум.

Доказательство.

Пусть
î
í
ì

><¢
<>¢

1

1

0)(
0)(

xxприxf
xxприxf

По теореме Лагранжа: f(x) – f(x1) = f¢(e)(x – x1),     где x < e < x1.
Тогда: 1) Если х < x1, то e < x1;      f¢(e)>0;    f¢(e)(x – x1)<0, следова-

тельно
f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1).

  2) Если х > x1, то e > x1   f¢(e)<0;   f¢(e)(x – x1)<0, следовательно

f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1).
Т. к. ответы совпадают, то можно сказать, что f(x) < f(x1) в любых точках
вблизи х1, т.е. х1 – точка максимума.



7

Доказательство теоремы для точки минимума производится анало-
гично.

Теорема доказана.

На основе вышесказанного можно выработать единый порядок дей-
ствий при нахождении наибольшего и наименьшего значения функции на
отрезке:

1) Найти критические точки функции.
2) Найти значения функции в критических точках.
3) Найти значения функции на концах отрезка.
4) Выбрать среди полученных значений наибольшее и наименьшее.

Исследование функции на экстремум с помощью
производных высших порядков

Пусть в точке х = х1 f¢(x1) = 0 и f¢¢(x1) существует и непрерывна в не-
которой окрестности точки х1.

Теорема. Если f¢(x1) = 0, то функция f(x) в точке х = х1 имеет мак-
симум, если f¢¢(x1)<0 и минимум, если f¢¢(x1)>0.

Доказательство.
Пусть f¢(x1) = 0 и f¢¢(x1)<0. Т.к. функция f(x) непрерывна, то f¢¢(x1) бу-

дет отрицательной и в некоторой малой окрестности точки х1.
Т.к. f¢¢(x) = (f¢(x))¢ < 0, то f¢(x) убывает на отрезке, содержащем точку

х1,  но f¢(x1)=0, т.е. f¢(x) > 0 при х<x1 и f¢(x) < 0 при x>x1. Это и означает,
что при переходе через точку х = х1 производная  f¢(x) меняет знак с “+” на
“-“, т.е. в этой точке функция f(x) имеет максимум.

Для случая минимума функции теорема доказывается аналогично.

Если f¢¢(x) = 0, то характер критической точки неизвестен. Для его
определения требуется дальнейшее исследование.

Выпуклость и вогнутость кривой.
Точки перегиба

Определение. Кривая обращена выпуклостью вверх на интервале
(а, b), если все ее точки лежат ниже любой ее касательной на этом интер-
вале. Кривая, обращенная выпуклостью вверх, называется выпуклой,  а
кривая, обращенная выпуклостью вниз – называется вогнутой.
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     x

На рисунке показана иллюстрация приведенного выше определения.

Теорема 1. Если во всех точках интервала (a, b) вторая производ-
ная функции f(x) отрицательна, то кривая y = f(x) обращена выпуклостью
вверх (выпукла).

Доказательство.
Пусть х0 Î (a, b). Проведем касательную к кривой в этой точке.
Уравнение кривой: y = f(x);
Уравнение касательной: ).)(()( 000 xxxfxfy -¢=-

Следует доказать, что ))(()()( 000 xxxfxfxfyy -¢--=- .

По теореме Лагранжа для f(x)– f(x0): ))(())(( 000 xxxfxxcfyy -¢--¢=- , x0 <
c < х.

)]()()[( 00 xfcfxxyy ¢-¢-=-

По теореме Лагранжа для :)()( 0xfcf ¢-¢

ccxxxxccfyy <<--¢¢=- 10001 ),)()((
Пусть х > x0 тогда x0 < c1 < c < x. Т.к. x – x0 > 0 и c – x0 > 0, и кроме того
есть условие 0)( 1 <¢¢ cf ,  следовательно, 0<- yy .
Пусть x < x0 тогда x < c < c1 < x0 и x – x0 < 0,   c – x0 < 0, т.к. по условию

,0)( 1 <¢¢ cf то 0<- yy .
Аналогично доказывается, что если f¢¢(x) > 0 на интервале (a, b), то

кривая y=f(x) вогнута на интервале (a, b).
Теорема доказана.

Определение. Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогну-
той, называется точкой перегиба.

Очевидно, что в точке перегиба касательная пересекает кривую.

Теорема 2. Пусть кривая определяется уравнением y = f(x). Если
вторая производная f¢¢(a) = 0 или f¢¢(a) не существует и при переходе че-
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рез точку х = а  f¢¢(x) меняет знак, то точка кривой с абсциссой х = а яв-
ляется точкой перегиба.

Доказательство.
1) Пусть f¢¢(x) < 0 при х < a и f¢¢(x) > 0 при x > a. Тогда при x < a кривая
выпукла, а при x > a кривая вогнута, т.е. точка х = а – точка перегиба.

2) Пусть f¢¢(x) > 0 при x < b и f¢¢(x) < 0 при x < b. Тогда  при x < b кривая
обращена выпуклостью вниз, а при x > b – выпуклостью вверх. Тогда x
= b – точка перегиба.

Теорема доказана.

Асимптоты графика функции

При исследовании функций часто бывает, что при удалении коорди-
наты х точки кривой в бесконечность кривая неограниченно приближает-
ся к некоторой прямой.

Определение. Прямая называется асимптотой кривой, если рас-
стояние от переменной точки кривой до этой прямой при удалении точки
в бесконечность стремится к нулю.

Следует отметить, что не любая кривая имеет асимптоту. Асимптоты
могут быть прямые и наклонные. Исследование функций на наличие
асимптот имеет большое значение и позволяет более точно определить
характер функции и поведение графика кривой.

Вообще говоря, кривая, неограниченно приближаясь к своей асим-
птоте,  может и пересекать ее,  причем не в одной точке,  как показано на

приведенном ниже графике функции xexy
x

sin3
-

+= . Ее наклонная асим-
птота у = х.

- 1 0 - 5 5 1 0

- 2 0

- 1 5

- 1 0

- 5

5

1 0

Рассмотрим подробнее методы нахождения асимптот кривых.
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Вертикальные асимптоты

Из определения асимптоты следует, что если ¥=
+®

)(lim
0

xf
ax

 или
¥=

-®
)(lim

0
xf

ax
 или ¥=

®
)(lim xf

ax
, то прямая х=а – асимптота кривой y = f(x).

Например, для функции
5

2)(
-

=
x

xf  прямая х = 5 является вертикаль-

ной асимптотой.

Наклонные асимптоты

Предположим, что кривая y = f(x) имеет наклонную асимптоту y = kx + b.

1 2 3 4

2. 5

5

7. 5

10

12. 5

15

M

j
                                                                        N

j                        P

                                                                            Q
Обозначим точку пересечения кривой и перпендикуляра к асимптоте

– М, Р – точка пересечения этого перпендикуляра с асимптотой. Угол ме-
жду асимптотой и осью Ох обозначим j. Перпендикуляр МQ к оси Ох пе-
ресекает асимптоту в точке N.

Тогда MQ = y – ордината точки кривой, NQ = y  - ордината точки N
на асимптоте.

По условию: 0lim =
¥®

MP
x

, ÐNMP = j,
jcos

MP
NM = .

Угол j - постоянный и не равный 900, тогда
0limcoslimlim ===

¥®¥®¥®
NMNMMP

xxx
j

)()( bkxxfyyQNMQNM +-=-=-=

Тогда 0)]()([lim =+-
¥®

bkxxf
x

.
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Итак, прямая y = kx + b – асимптота кривой. Для точного определе-
ния этой прямой необходимо найти способ вычисления коэффициентов k
и b.

В полученном выражении выносим за скобки х:

0)(lim =úû
ù

êë
é --

¥® x
bk

x
xfx

x

Т.к. х®¥, то 0)(lim =úû
ù

êë
é --

¥® x
bk

x
xf

x
, т.к.  b = const, то kk

x
b

xx
==

¥®¥®
lim;0lim .

Тогда 00)(lim =--
¥®

k
x
xf

x
,   следовательно,

x
xfk

x

)(lim
¥®

= .

Т.к. [ ] 0)()(lim =+-
¥®

bkxxf
x

, то [ ] 0lim)(lim =--
¥®¥®

bkxxf
xx

, следовательно,

[ ]kxxfb
x

-=
¥®

)(lim

Отметим, что горизонтальные асимптоты являются частным случаем
наклонных асимптот при k =0.

Пример. Найти асимптоты и построить график функции
x

xxy 122 -+
= .

1) Вертикальные асимптоты: y®+¥    x®0-0:      y®-¥     x®0+0, следова-
тельно, х = 0- вертикальная асимптота.

2) Наклонные асимптоты:

1121lim12lim 22

2

=÷
ø
ö

ç
è
æ -+=

-+
=

¥®¥® xxx
xxk

xx

212lim12lim12lim12lim))((lim
222

=÷
ø
ö

ç
è
æ -=÷

ø
ö

ç
è
æ -

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ --+
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

-+
=-=

¥®¥®¥®¥®¥® xx
x

x
xxxx

x
xxxxfb

xxxxx

Таким образом, прямая у = х + 2 является наклонной асимптотой.

Построим график функции:

- 3 - 2 - 1 1 2 3

- 2

2

4

6



12

Пример. Найти асимптоты и построить график функции 29
9

x
xy

-
= .

Прямые х = 3 и х = -3 являются вертикальными асимптотами кривой.

Найдем наклонные асимптоты: 0
9

9lim 2 =
-

=
¥® x

k
x

0
19

9

lim
9

9lim

2

2 =
-

=
-

=
¥®¥®

x

x
x
xb

xx

y = 0 – горизонтальная асимптота.

- 7. 5 - 5 - 2. 5 2. 5 5 7. 5

- 6

- 4

- 2

2

4

6

Пример. Найти асимптоты и построить график функции

2
322

+
+-

=
x

xxy .

Прямая  х = -2 является вертикальной асимптотой кривой.
Найдем наклонные асимптоты.

.1
21

321
lim

2
32lim

)2(
32lim

2

2

22

=
+

+-
=

+
+-

=
+
+-

=
¥®¥®¥®

x

xx
xx

xx
xx

xxk
xxx

4
21

34
lim

2
34lim

2
232lim

2
32lim

222

-=
+

+-
=

+
+-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

--+-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

+
+-

=
¥®¥®¥®¥®

x

x
x

x
x

xxxxx
x

xxb
xxxx

Итого, прямая у = х – 4 является наклонной асимптотой.
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Схема исследования функций

Процесс исследования функции состоит из нескольких этапов. Для
наиболее полного представления о поведении функции и характере ее
графика необходимо отыскать:

1) Область существования функции.
Это понятие включает в себя и область значений и область определения
функции.

2) Точки разрыва. (Если они имеются).
3) Интервалы возрастания и убывания.
4) Точки максимума и минимума.
5) Максимальное и минимальное значение функции на ее области

определения.
6) Области выпуклости и вогнутости.
7) Точки перегиба.(Если они имеются).
8) Асимптоты.(Если они имеются).
9) Построение графика.
Применение этой схемы рассмотрим на примере.

Пример. Исследовать функцию 12

3

-
=

x
xy и построить ее график.

Находим область существования функции. Очевидно, что областью
определения функции является область (-¥; -1) È (-1; 1) È (1; ¥).
В свою очередь,  видно,  что прямые х = 1, х = -1 являются верти-

кальными асимптотами кривой.
Областью значений данной функции является интервал (-¥; ¥).
Точками разрыва функции являются точки х = 1, х = -1.
Находим критические точки.

Найдем производную функции
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Критические точки: x = 0; x = - 3 ; x = 3 ; x = -1; x = 1.
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Найдем вторую производную функции
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Определим выпуклость и вогнутость кривой на промежутках.
-¥ < x < - 3 ,      y¢¢ < 0,  кривая выпуклая
- 3  < x < -1,       y¢¢ < 0,  кривая выпуклая
-1 < x < 0,            y¢¢ > 0,  кривая вогнутая
 0 < x < 1,             y¢¢ < 0,  кривая выпуклая
 1 < x < 3 ,         y¢¢ > 0,   кривая вогнутая

3  < x < ¥,        y¢¢ > 0,   кривая вогнутая

Находим промежутки возрастания и убывания функции. Для этого
определяем знаки производной функции на промежутках.
-¥ < x < - 3 ,      y¢ > 0, функция возрастает
- 3  < x < -1,       y¢ < 0,  функция убывает
-1 < x < 0,            y¢ < 0,  функция убывает
 0 < x < 1,             y¢ < 0,  функция убывает
 1 < x < 3 ,         y¢ < 0,   функция убывает

3  < x < ¥,        y¢¢ > 0,   функция возрастает

Видно, что точка х = - 3  является точкой максимума, а точка х = 3
является точкой минимума. Значения функции в этих точках равны соот-
ветственно -3 3 /2 и 3 3 /2.

Про вертикальные асимптоты было уже сказано выше. Теперь най-
дем наклонные асимптоты.
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Итого, уравнение наклонной асимптоты –     y = x.
Построим график функции:
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Исследовать на экстремум следующие функции:
1. .
2. .
3. .
4.  (  и целые положительные числа).
5. .
6. .
7.  ( натуральное число).
8. .
9. .
10. Исследовать на экстремум в точке  функцию

( натуральное число), где функция  непрерывна при
и .
11. Пусть ,  и стационарная точка функции

, т.е. .
Доказать, что
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.
12. Можно ли утверждать, что если функция  в точке  имеет мак-
симум, то в некоторой достаточно малой окрестности этой точки слева от
точки  функция  возрастает, справа от нее убывает?

Рассмотреть пример:
, если  и .

13. Доказать, что функция
, если  и ,

имеет в точке  минимум, а функция

, если  и
не имеет в точке  экстремума, хотя

.
Построить графики этих функции.

14.  Исследовать на экстремум функции:
а)  при  и ;

б)  при  и .
Построить графики этих функции.
15. Исследовать на экстремум в точке  функцию

, если  и .
Построить график этой функции.
Найти экстремумы следующих функции:

1. .
2. .
3. .
4. .
5. .

6. .
7. .
8. .
9. .
10. .
11. .
12. .
13. .
14. .
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15. .
16. .

Найти наименьшие и наибольшие значения следующих функции:

1.                              на сегменте [-1;5].
2.              на сегменте [-3;10].
3.           на сегменте [-10;10].
4.                         на сегменте [0,01;100].

5.                   на сегменте [-1;1].
Построить графики следующих функций:

1. .
2. .
3. .
4. .

5. .

6. .

7. .

8. .

9. .

10. .

11. .

12. .

13. .
14. .
15. .
16. .

17. .
18. .
19. .
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20. .
21. .
22. .

23. .

24. .

25. .

26. .

27. .

28. .
29. .
30. .

31. .
32. .
33. .
34. .

35. .

36. .
37. .
38. .
39. .
40. .
41. .
42. .
43. .

44. .
45. .

46. .
47. .



19

48. .
49. .
50. .
51. .
52. .

53. .

54. .
55. .
56. .

57. .

58. .
59. .
60. .
61. .
62. .

63.  (без исследования вогнутости).
Построить кривые, заданные в параметрической форме:

1. .
2. .
3. .

4. .
5. .
6. .
7. .
8. .

9. .
10. .
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