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Одним из основных направлений современной информатики является

наглядное компьютерное представление как реальных, так и виртуальных

объектов, возникающих в различных областях человеческой деятельности.

Оно дает возможность пользователю в безопасных и комфортных условиях

изучить объекты перед непосредственной работой с ними, а также при на-

личии времени в безопасных условиях реагировать на некоторые возни-

кающие непредвиденные ситуации (если они были предусмотрены соста-

вителем). Известно, что для большей эффективности компьютерное пред-

ставление должно быть интерактивным.

Для контроля знаний по изучаемому объекту обычно применяется ме-

тод множественного выбора (с закрытыми ответами) – описываются в тек-

стовом виде или (что более эффективно) графически различные ситуации

или ответы на вопрос и пользователю предлагается выбрать из них пра-

вильный. Такой метод является универсальным, но, вместе с тем, имеет

существенные недостатки.

Для объективного контроля знаний по данному объекту, не требующе-

му знания системы обозначений (если он относится к классу непрерыв-

ных), нами развита методика «интеллектуального глазомера» или «изме-

ряющего воображения» [1], [9], [11] (ее элементы применялись ранее в тре-

нажерах).

 Нами предлагается

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если представление данного объекта на компьюте-

ре не требует для своего понимания знаний по аналогичным объектам, то

такое представление называется независимым.
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По нашему мнению, такие представления являются более эффектив-

ными, поскольку пользователь усваивает их без каких-либо посредников.

  Все сказанное относится и к виртуальным математическим объектам.

Вместе с тем, они имеют свою специфику и на сегодняшний день, по на-

шему мнению, возможности современной вычислительной техники для

представления математических объектов в научных и учебных целях ис-

пользуются очень незначительно. В отличие от многих других классов

объектов,  математические объекты имеют адекватное текстовое представ-

ление, но его простой перенос на компьютер, даже с некоторыми усовер-

шенствованиями, гиперссылками и.т.д. не дает возможности реализовать

все преимущества компьютера.

Целью настоящей статьи является обзор существующих интерактивных

представлений математических объектов и предложения для реализации

новых представлений.

1. Общие определения

В соответствии с общим принципом экономии времени, цель пользова-

теля компьютера в наиболее общем виде можно сформулировать следую-

щим образом: имеется некоторое изображение (ситуация) на компьютере;

требуется за кратчайшее время получить другое изображение.

Если «другое изображение» сводится к сообщению, что задание вы-

полнено (например, даны правильные ответы на все вопросы, касающиеся

объекта), то такая цель является тривиальной. Для придания большей есте-

ственности поставленной цели предположим, что изображения на дисплее

изменяются непрерывно. Таким образом, получаем

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2 [5]. Кинематическим пространством называется

множество G точек и множество K маршрутов. Каждый маршрут M,  в

свою очередь состоит  из положительного числа TM (время маршрута) и
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функции mM :  [0,  TM] ®  G  (траектория маршрута). Выполняются сле-

дующие свойства.

(K1) Для любых различных z0 и z1 существует такое MÎK, что mM(0) =

z0 и mM(TM) = z1, и множество значений TM для таких M ограничено снизу

положительным числом {передвижение между любыми точками возмож-

но, но сколь угодно быстрое передвижение невозможно}.

(K2) Если M= {TM, mM(t)} Î K, то {TM, mM(TM- t)}  также принадлежит

K {движение в обратном направлении}.

(K3) Если M= {TM, mM(t)} Î K и T*Î (0,  TM), то пара: T* и функция

m*(t)=mM(t) (  0 £ t £ T*) также принадлежит K {можно остановиться в

любой момент}.

 (K4)  Если {T1, m1(t)} Î K, {T2, m2(t)} Î K и m1(T1)=m2(0),  то пара:

число T* = T1 + T2  и функция

m*(t)= ìm1(t)  ( 0 £ t < T1)

èm2(t-T1)  ( T1 £ t £ T1+T2)

также принадлежит K {транзитивность}.

Кинематическое пространство является линейно связным (без изоли-

рованных точек) метрическим топологическим пространством с метрикой

dK (z0 , z1) = inf {TM ½MÎ K, mM(0) = z0 и   mM(TM) = z1  }.

Вместе с тем, есть пример [5]  линейно связного метрического про-

странства, не являющегося кинематическим.

 Данное определение является основой для представления различных

множеств (пространств).

В [5] нами была поставлена общая проблема наглядного компьютерно-

го представления топологических пространств.

Отметим еще, что при изображениях объектов, ранее считавшихся аб-

страктными, возникает общая проблема: как различить изображения двух

различных объектов? Иногда ее решение вытекает из самой сущности объ-
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екта, например, графики двух различных функций, но в других случаях

требует развития самой математической теории.

2. Примеры построений

В [6] нами было предложено раскрашивание пространства, полученно-

го путем склейки, для его наглядного представления на дисплее. В [8] нами

были рассмотрены "раскрашивания" пространства конечным количеством

цветов (тремя цветами), дающие возможность распознавания его двумер-

ных проекций (на дисплей). В [17] введены соответствующие определения

и доказана распознаваемость эвклидовых пространств. В [18] доказана

распознаваемость кинематических пространств при условии вида «неод-

номерности в каждой точке».

Таким способом представлены римановы поверхности логарифмиче-

ской функции, квадратного корня, квадратного корня из двучлена, лист

Мебиуса, проективная плоскость, топологический тор [5] и эвклидово че-

тырехмерное пространство [4].

Далее, в [13], [14], [19] построены программы, которые дают возмож-

ность пользователю определять риманову поверхность при помощи любо-

го дифференциального или алгебраического уравнения, а потом произво-

дить поиск точек ветвления на этой поверхности.

Следующим, одним из наиболее общих математических объектов явля-

ется оператор (функция, преобразование одного множества в другое).

Для изучения свойств заданного непрерывного оператора предлагаются

следующие приемы.

Иногда оператор имеет обратный. Как обобщение интерактивного

представления 2×2-матрицы, предложенное Ж.Р.Джаналиевой, для опера-

тора A: X®Y предлагается следующее.
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На одном из участков дисплея изображается множество X, на другом –

множество Y (или же они обозначаются различными цветами на одном и

том же участке, например, функция и производная от нее). Далее, на мно-

жестве Y задается некоторый элемент y0, пользователь задает (произволь-

но) элемент x множества X, программа вычисляет и изображает A(x) Î Y.

Пользователь, меняя x Î X, приближает A(x) к y0, решая тем самым уравне-

ние A(x)= y0, или, иными словами, вычисляя значение обратного оператора

A-1(y0).

С помощью такой программы можно также изучать понятие линейно-

сти операторов.

Для функциональных рядов (Тейлора, Фурье) можно применить сле-

дующее. Задана функция. Пользователь задает значения коэффициентов

(3-4 первых), программа вычисляет сумму соответствующих членов и по-

казывает ее график вместе с графиком функции. Меняя значения коэффи-

циентов, пользователь пытается приблизить график суммы к графику

функции.

3. Примеры использования математических объектов

В наиболее общем виде – любой объект перед его изображением на

компьютере должен быть сначала записан в математической форме. Далее,

если объект представлен в виде конечного набора целых (не очень боль-

ших) чисел, то он представляется на компьютере адекватно. В других слу-

чаях производится дискретизация. Наиболее разработано представление

двумерных поверхностей треугольными сплайнами.

Далее, при компьютерной реализации соответствующие построения

могут производиться с точностью до одного пиксела – еще одна дискрети-

зация.

Нами предложено независимое компьютерное представление естест-

венных языков [19].
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Определение 3. Пусть дано какое-либо "Понятие" ("Слово" из языка).

Если алгоритм, действуя на компьютере: демонстрирует человеку

достаточно большое количество ситуаций; в каждой ситуации дает

команду с этим "Словом"; принимает действия человека и наглядно

демонстрирует их результаты; определяет, соответствуют ли эти эти

результаты данной команде, то такой алгоритм будем называть

компьютерным интерактивным представлением "Понятия".

 В рамках реализации этого определения используется многослойное

двумерное пространство (многослойная горизонтальная или вертикальная

плоскость), см. например [20].

Известно много способов визуализации трехмерного пространства.

  Э.Касымов под нашим руководством реализовал следующее. Вместе с

изображением предмета изображается его проекция на горизонтальную

плоскость («тень» при условии, что «источник света» находится высоко

сверху).  Таким путем он составил независимые представления некоторых

«существенно трехмерных» глаголов: «надеть», «снять», в дополнение к

уже реализованным ранее «сдвинуть», «положить», «закрыть», «открыть»

и т.д.

  Таким образом, независимые компьютерные представления различ-

ных объектов могут использоваться в различных целях, в том числе при

изучении языков.
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