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Problems of a control in a main consumption model with quadratic optimal criterion are be-
ing considered. The authors propose a program to calculate optimal trajectory of the con-
sumption growth. 

 
 
Как известно, одной из моделей планирования рыночной экономики, не ограничивающей рост, 

предложение рабочей силы и ставящих своей целью максимизацию уровня потребления, является 
магистральная модель потребления. 

Рассмотрим магистральную модель потребления, которая представляет собой балансовое соот-
ношение [2,3]: 

( ) 0,1 ≥−−= xxa
dt
dxb ω , (1)  

( ) ,0 0xx =  (2)  
−xгде  количество валовой продукции, производимой в единицу времени;  коэффициент про-

изводственных материальных затрат; 
−a

−b  коэффициент приростной фондоемкости. 
Процесс распределения валового продукта описывается уравнением (1), а интенсивность вало-

вого выпуска в начальный момент времени – равенством (2). 

0≥
dt
dxb ω вытекает ограничение на величину потребления : Из условия 

( )xa−≤≤ 10 ω . (3) 
Чтобы определить наиболее эффективный путь экономического роста, т.е. выбрать из множест-

ва допустимых процессов наилучший, требуется задать функционал , определяющий качество 
процесса. 

J

Критерий, предусматривающий рост потребления и возможность наращивать определенный 
экономический потенциал к конечному моменту времени, может быть выражен функционалом: 

( )∫ →+= −
T

t TxdteJ
0

2 min
2

βωα δ . (4) 

Здесь функция полезности – квадратическое и подынтегральное выражение  дискон-
тированное потребление; 

−− 2ωδte
−δ  норма дисконтирования. 
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βα ,Весовые коэффициенты  говорят о приоритете, который имеет каждый из этих слагаемых. 
Если мы отдаем предпочтение потреблению, то βα > , а если – накоплению производственного 
потенциала, то βα < . 

δ,bСчитав величины  параметрами, перепишем уравнение (1) в следующей форме: 

ω
b

x
b

ax 11
−

−
=& . (5) 

Теперь сформулируем следующую задачу. 
Задача 1. Найти минимум величины (4) при ограничениях (2), (3), (5).  
Если воспользоваться терминологией, введенной в [1], для постановки задачи управления, то 

соотношение (1) или (5) представляет собой состояние, −x−ω  управление,  состояние системы. 
Затем определим такое управление ω  при ограничениях (2), (3), (5). Решению этой задачи должно 
удовлетворить условие (3). Существование такого решения в данном случае зависит прежде всего 
от выбора нормы дисконтирования σ  и параметра b . Покажем это. Введем функцию Гамильтона: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

= − 2

2
11 ωαωδ

b
x

b
apeH t . (6)   

Записываем необходимое условие экстремума [5]: 

.0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

∂
∂ − αω
ω

δ

b
peH t  (7) 

.
b
p
α

ω =  (8) Отсюда будем иметь:  

Каноническое уравнение для сопряженной переменной записывается следующим образом:  

( ) .)(
x
Htpe

dt
d t

∂
∂

−=−δ  (9) 

Отсюда следует, что  

.1 p
b

ap ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

−= δ&  (10)  

С учетом (8) перепишем уравнение (5): 

.11
2 p

b
x

b
ax

α
=

−
=&  (11) 

Будем искать  в виде: ( )tp
)()()( txtKtp = . (12)  

Тогда выражение (8) записывается в форме: 

Kx
bα

ω 1
= . (8а) 

При этом уравнение (11) принимает следующий вид: 

xK
bb

ax ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

=
α2

11
& . (13)  

( )tpИз условия трансверсальности [5] граничное условие для  определяется соотношением: 
( ) ( ).TxTp β=  (14)  

Из соотношения (12) следует, что  
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( ) ( ) ( ).TxTKTp =  (15) 

Сравнивая соотношения (14), (15), найдем, что  
.)( β=TK  (16) 

Из уравнений (10) и (13) можно найти дифференциальное уравнение, которому должна удовле-
творять функция  ( ).TK

Подставляя в уравнения (11) и (13) выражение (12), получим: 
2

2

1)1(2 K
b

K
b

baK
α

δ
+

−−
−=& . (17)  

Уравнение (17) представляет собой уравнение Бернулли. Вместе с граничным условием (16) 
оно определяет единственным образом функцию ( )tK . 

V
K

K
K

&& =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

11
2V

K
=

1Полагая  и учитывая соотношения ( ) 0≠tK , , из (17) имеем: 

βα
δ 1)(,1)1(2

2 =−
−−

= TV
b

V
b

baV& . (18)  

Это уравнение линейное, и решая его, получим уравнение Бернулли: 

( )
( )ββδα

δαβ
δ

+−−−

−−
= Τ−

−−
)))1(2(

))1(2(
)())1(2(

babe

babtK
b

tba
 . (19) 

Следует заметить, что решение линейного уравнения (18) будет устойчивым, если выполняется 
следующее условие: 

0)1(2
>−

− δ
b

a Tt < при   

b
a)1(2 −

<δ или  . (20) 

С учетом (19), (12) из (8) имеем: 

( )ββδα

δβ
δ

+−−−

−−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
)))1(2(

)())1(2()(
))1(2(

babe

txbatW
b
Ttba

. (21)  

Полученное искомое решение должно удовлетворить ограничение (3). 
Легко заметить, что в данном случае параметр  нельзя считать малым, так как при стремле-

нии его к нулю условие (3) не выполняется. Из сравнения (21) и (3) будем иметь неравенство: 
b

.1

)))1(2((

))1(2(
))1(2(

a

babe

ba

b
Ttba

−≤

+−−−

−−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
ββδα

δβ
δ

  (22) 

Если параметр  нельзя стремить к нулю, то потребуем, чтобы b .∞→T ∞→T Тогда из (22)  
получим:  

δ≤−
b

a1 . (23)   

δОбъединяя (20) и (23), имеем интервал изменения значений параметра :  

b
a

b
a )1(21 −

<≤
− δ  (24)  

Вестник КРСУ. 2004. Том 4. № 8 14



 
Управление в магистральной модели потребления  

или 1 2
1

<
−

≤
a

bδ . (25) 

При  имеем еще одно условие: Tt =

a
b

−≤ 1
α
β . (26)  

Для того чтобы имело место неравенство (22) потребуем неотрицательность коэффициента, 
стоящую перед экспоненциальной функцией в (22). Коэффициент определяется выражением 

.))1(2( βδα −−− bab  Тогда должно быть  
.0))1(2( ≥−−− βδα bab  (27)  

Отсюда получаем следующее неравенство: 

.
1

2)1( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−≤

a
ba

b
δ

α
β  (28)  

1
1

=
− a
bδ

 из (28) вытекает условие (26). Следует заметить, что при 

В результате приходим к следующему выводу: уравнение, полученное в виде (21), для любых 
значений параметров δ,b , удовлетворяющих неравенствам (25) и (28), является оптимальным. 

Итак, мы указали те условия, при выполнении которых существует решение данной задачи. Фа-
зовое переменное  с учетом (21) определяется соотношением: ( )tx
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)(1)(1)( t
b

tx
b

atx ω−
−

=&На рис.1 показана структура оптимальной системы . 

"Коэффициент условия"  получается путем моделирования уравнения (18) (рис. 2–5). )(tK
Далее составлена программа (на Delphi) для вычисления оптимальной траектории роста путем 

решения магистральной модели потребления при следующих условиях: период равен 5 годам 
 число отраслей – трем . В качестве исходных использованы приведенные в работе 

[4]. 
),5( =T )3( =L
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Рис. 1. Оптимальный регулятор системы. 
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Рис.2. Окно проектирования программы. 
 

--------  Данные  --------- 

ВРЕМЕННОЙ  СРОК  =  5  

ТЕМПЫ  РОСТА  ЗАТРАТ   ТРУДА =  6  %  

НАЧАЛЬНЫЕ  ЗАТРАТЫ   ТРУДА  =  4787  

КОЭФФИЦИЕНТ    =  6  % 
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Рис. 3. Результаты вычисления  
траектории Фон Неймана 

Рис. 4. Результаты вычисления  
"накопления". 

 

 
Рис. 5. Результаты вычисления "потребления". 
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