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In order to solve a problem of optimization with distributed parameters, described by equa-
tions of parabolic type, the principle of the Pontryagin maximum is applied. Integral iden-
tity, which gives necessary conditions for existence of minimum of the quality functional, 
is deduced. Numerical solution of model problem is realized. 

 
 

§1. Постановка задачи в цилиндрической системе координат 

Пусть управляемый процесс теплопроводности описывается функцией ),( rtu  в цилиндриче-

ской системе координат, которая внутри области }0,0{ RrTtQ ≤≤≤≤=  удовлетворяет уравнению 
[1]. 
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Здесь ),( rtu  – распределение температуры в момент времени ),0( Tt ∈  в точке r  является решени-

ем (1.1). Функция ),( rtu  внутри области }0,0{ RrTtQ ≤≤≤≤=  определена и удовлетворяет на-
чальным и граничным условиям (1.2), (1.3), a  – коэффициент диффузии, RT  – температура внеш-
ней среды, h  – коэффициент теплообмена, )(tp  – управляющий параметр, входящий в граничные 
условия, )(0 ru  – распределение температуры в начальный момент времени 0=t . Для простоты 
примем 1=R . 

Задача оптимального управления состоит в том, чтобы найти допустимое управление, которое 
вместе с соответствующим ему обобщенным решением задачи (1.1) – (1.3) доставляет минимальное 
значение функционалу [1] 
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Здесь )(rϕ , ),( rtg  – заданные функции. Проводя теоретические выкладки согласно методике [2], 
получаем сопряженную систему:  
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0)](),([2r)(T, 2 =−+Φ rrTu ϕγ          (1.6) 

0)1,()1,(;0)0,( =Φ+Φ=Φ thtt rr  (1.7) 

Из полученных необходимых условий оптимальности следует структура оптимального управ-
ления: 
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§2. Численная реализация принципа максимума Понтрягина  

в цилиндрической системе координат 

Пусть ,...1,0=k  – итерационный параметр, начальное приближение )(0 tp  для )(tp  будем счи-
тать заданным и согласованным соотношением (1.8). Итерационный процесс строится по методикам 
[3], [4]. Рассмотрим задачу (1.1) – (1.3), которая решается на первом этапе итерационного процесса. 

На промежутке ],0[ T  рассмотрим равномерную сетку с шагом τ  и узлами ntn τ= , Mn ,...,1= . 
При фиксированном ""n  проинтегрируем уравнение (1.1) – (1.3) по отрезку ],[ 1 nn tt − . Пользуясь 

представлением [4] и оценкой 2
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Вводя обозначения 
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на каждом временном слое nt  для определения функции )(rν  получаем краевую задачу для обык-
новенного дифференциального уравнения:  

)()()()( rfrbvrv
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ρ=+′=′ )1()1(;0)0( 0vhvv          (2.3) 
На отрезке ]1,0[  рассмотрим для простоты равномерную сетку с шагом ""h  и узлами 

)1( −= ihri  Ni ,1= . Умножая (2.2) на тестовую функцию )(rω , проводя интегрирования и переходя 
к разностной схеме, получим: 
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Решение (2.5) находится с помощью метода прогонки. Решение задачи (1.1) – (1.3) в момент 
времени nt  – по формуле 
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Аналогично строится схема и для сопряженной задачи. 
 

§2.3. Численный эксперимент 

В качестве модельной рассмотрена задача о трансформации гармоники ряда Фурье под воздей-
ствием диффузионного механизма. 

0),cos()(0 == RTnrru π  
а в сопряженной задаче будем полагать: 
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величины Tn ,,,, 21 βγγ будем считать параметрами. 
В качестве точных решений задач (1.1) – (1.3), получим [5]: 
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Критерием сходимости итерационного процесса служит выполнение неравенства: 
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Здесь ε  задаваемое в программе достаточно малое число, которое гарантирует сходимость процесса. 
Проведены многочисленные эксперименты, устанавливающие зависимость скорости сходимо-

сти, относительной величины погрешности по распределению температуры и управляющему воз-
действию от величин параметров a , n  и количества итераций. 

Из табл. 1 видно, что при значении параметров а = 0, 005 и n = 1,8 итерационный процесс имеет 
при 36 итерациях относительную погрешность по распределению температуры, равную 48%, а по 
управляющему воздействию – 56%. 

Из табл. 2 видно, что при уменьшении параметров n до n = 1,35 и уменьшении параметров а до 
а = 0,0005 при незначительном увеличении количества итераций достигается относительная по-
грешность по распределению температуры, равная 11% и по управляющему воздействию, равная 
12%. Таким образом, наилучшие результаты достигаются при значениях параметров 0005,0≤a и 
при 35,1≤n . 
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Таблица 1 

1γ  2γ  a  n  Кол-во 
итераций 

Отн. ошибка
),( rtu  

Отн. ошибка 
)(tp  

Оценка 
сход. итер. 
процесса 

1 9 0.005 1.8 36 48.1972 56.264 0.00009 

  
 

Таблица 2 

1γ  2γ  a  n  Кол-во 
итераций 

Отн. ошибка
),( rtu  

Отн. ошибка 
)(tp  

Оценка 
сход.итер. 
процесса 

1 9 0.0005 1.35 45 11.9713 12.482 0.00003 
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