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The inverse bounded problems for Eiler-Darby equation regularization are considered in 
the article. The problem is reduced to the third order Volterra integral equation, for which 
the regularization method is constructed. 

 
 
В работе [1] рассматриваются обратные задачи для уравнения Эйлера–Дарбу, которые возни-

кают при исследовании принадлежности решения вырождающихся уравнений наперед заданным 
функциональным пространствам. В ней показана эквивалентность поставленных обратных задач 
интегральным уравнениям Вольтерра третьего рода. 

Обозначим через )( 1UQn  пространство кусочно-непрерывных вектор-функций с конечным 
числом разрывов первого рода в конце отрезка [0,1], )( 0UZn  – пространство суммируемых на [0,1] 
вектор-функций и обобщенных вектор-функций, сосредоточенных в начале отрезка [0,1], т.е. в точ-
ке х=0, )( 1UZn  – пространство суммируемых на [0,1] вектор-функций и обобщенных вектор-
функций, сосредоточенных в конце отрезка [0,1]. 

Постановка задачи. Пусть )()(~ 1,11,0 Ω∩Ω=Ε nn CC  – область определения дифференциального 
оператора yxyyxL ∂∂−−∂∂∂= − /)(/ 1

1
2

1
ββ  V-пространство функций v(x,y) из класса )(~ Ω∩ nCE , 

Ω={0<x<y<1}, удовлетворяющих краевым условиям  
)()1,(   ),(),0( xxvyyv τψ == , (1) 

F – пространство непрерывных вектор-функций f0(x,y),  представимых в виде  
)(),()()())((),( 1011 1

0 xuxyKxyyyuxyypyxf βββββ −− −−−−= ,  (2) 
K(y,x) – «n× n» матричная функция, p(y) – скалярная функция. 

Необходимо найти такую пару (v,f0), что v∈V, f0∈F и удовлетворяют систему  
0

1
)/(),(),)(( 0
β

β xyyxfyxvL −= , 21 01 <<< ββ , (3) 
если для известных функций выполняются условия  

),10()( 1 ≤<∈ yCy nψ )10()( 1 <≤∈ xCx nτ , )(),( Ω∈ nCxyK , ]1,0[)(0 Cyp ∈≤ , 
]1,0[)(0 nCy ∈′≤ψ , )( 1UQu n∈ , (либо )( 1UZu n∈ ). (4) 

Постановка подобной обратной задачи впервые рассматривалась в [1]. Задача (3), (1) от задач 
этой работы отличается более общей постановкой, полученная эквивалентная ей система инте-
гральных уравнений Вольтерра третьего рода является представителем другого, ранее не изученно-
го класса таких систем. 

Из [1] известно, что решение задачи (1), (3) представляется в виде: 
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∫ ′−=
1

)([)(),( 1

y

xyxv ηψητ β ηηηη βββ dxdttft
x

101 )](),()(
0

0
−− −−+ ∫  

и для установления принадлежности Vyxv ∈),( необходимо исследовать систему интегральных 
уравнений Вольтерра третьего рода 

)()(),()()(
0

xdttutxKxuxp
x

ψ ′=+ ∫ . (5) 

Пусть А и К – операторы вида 

∫==
x

dttutxKxKuxuxpxAu
0

)(),())((   ),()())(( , ∫=
x

dttuttKxuK
0

)(),())(( .  (6) 

Тогда систему (5) представим в виде 
)())(())(( xxKuxAu ψ ′=+ .  (7) 

Предположим, что система (7) имеет решение в )( 1UQn  (либо )( 1UZn ). Обозначим через J и  
L0 – линейные операторы Вольтерра 

∫=
x

dttuxJu
0

)())(( , ∫=
x

dttztxzL
0

0 )()())(( λ , ]1,0[)(0 Cx ∈≤ λ , (8) 

g0(х), Ф0(х) – известные вектор-функции из Сn[0,1] такие, что  
)(0 00 xg≤< γ ,  constCxФ =≤≤< 001 )(0 γ . (9) 

Рассмотрим также операторы Φ~  и M~ , действия которых на вектор-функцию ]1,0[)( nCxw ∈  оп-
ределим по правилу  

〉〈=Φ wФuw ,~ , 〉〈= wMzwM ,~ , 
где n

ii xuxФdiagФu 10 ))()((≡ , n
ii xzxMdiagMz 10 ))()((≡ , ⋅〉〈⋅,  – знак интеграла:  

∫=〉〈
x

dttwtФuwФu
0

)())((, , )1,0()(0 1
02 nLxM ∈≤< γ . (10) 

Для построения регуляризирующей системы будем пользоваться модификацией метода сис-
темной регуляризации [3]. Этот метод предполагает введение новой искомой вектор-функции )(xz  
из )( 0UZn  посредством системы 

⎩
⎨
⎧

−=+

=+

,
,

00

00

gzLuKAu
fuKzL

 (11) 

где KKK −=0  – оператор Вольтерра вида (6) с ядром К0(х,t)=К(х,t)–К(t,t), )()()( 0 xgxxf +′=ψ . 

Действуем оператором M~ на первой строке, операторами J и Φ~  на второй строке системы (11) 
и, складывая полученные результаты, приходим к системе первого рода 

⎩
⎨
⎧

−−−〉〈−〉+〈=〉〈+

+−−〉〈+〉〈=〉〈

.)(,,,
,,,,

0000

000

JgzLuKJzLФuuKAuФugФuJAu
fuKzLuKMzJzMzfMz

 

Введем обозначения 〉〈+= 0, gФuJAuGu , zLfMzLz 0, +〉〈= , 00 JLJ = , 0Jgg = , 

〉〈= zLMzzT 00 , , JKuuKФuAuФuTu −〉〈+〉〈= ,, . Тогда  
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⎩
⎨
⎧

−++〉−〈=
+−+〉〈=

.,
,,

00

000

gzJTuzLФuGu
fuKzTuKMzLz  (12) 

Принимая во внимание равенство 〉〈=〉〈 uФffФu ,, , видим, что оператор G имеет ядро вида 
n

ii xfxФxpdiagxG 10 ))()()(()( += , причем согласно условиям (4) и (9) имеет место оценка 

  ),()( 1 xhСхG ≤ }1)()()(min{)(0 03 nixfxФxpxh ii ≤≤+=≤< γ . (13) 

Пусть для матричной функции n
1i0i0 xxgxMdiagxM ))()()(()( λ+=  и скалярной функции 

р(х) выполняются условия  
),()( 2 xkСхM ≤  }1)()()(min{)(0 004 nixxgxMxk ii ≤≤+=≤< λγ , )1,0()( 1Lxk ∈ , 

θγ )1()( 5 xxp −≤ , 3/10 <<θ , 2 ),1,0())(( 1 >∈− βϕ β Lx , .)()(
0

dttkx
x

∫=ϕ  (14) 

Рассмотрим сингулярно-возмущенную систему с малыми параметрами ε и α из интервала (0,1) 
следующего вида 

⎩
⎨
⎧

+++〉−〈=+
+−+〉〈=+

,,)(
,,)(

00

000

εαεαεε

εαεαα

ε
α

gzJTuzLФuuGI
fuKzTuKMzzLI  (15) 

где ),())1(1exp()( 0 xgxxkxg −−−= θγ
ε ε

ε  10 ≤< γ , 3/10 <<θ . 

Решение системы (15) ищем в виде суммы трех новых неизвестных вектор-функций  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++Π=

++=

).()()(1)(

),()()(1)(

xxxxu

xxwxQxz

εεε

ααα

ξυ
ε

ς
α  (16) 

Примем следующие обозначения: 
)2/2( 21312

1
01 rKrrCq ++= − λγ , 1

41312
1

03 2/)( −− ++= γλγ KrrCq , )(max
]1,0[

xλλ = ,  

1
3421

1
02 )( −− ++= λγλγ rrCq , 1

31
1

011
1

0201424 )()2( −−− ++++= γγλγ KCrKCCrrq   

))(( 110
1

1102
1

0,1 εασλγ βε
α KNNxQQCq

C
+= −− , 1

11012
1

0,3 )( −−= β
ε ασλγ

C
xQQKCq , 

εεασλγ βε
α 010210

1
1101

1
0,4 ))(( CNNKNNxQQCq

C
++= −− ,  ελε 010,2 CNNq = , 

24130
~~ qCqCq += , ),max(~

311 qqq = , ),max(~
422 qqq = , ),(max2 txKK

D
= , (17) 

neCC )2( 1
23

−+= , neCC )2( 1
14

−+= . 
Теорема 1. Пусть выполняются условия (4), (9), (10), (13), (14) и 10 <q . Тогда существуют чис-

ла )1,0(, 00 ∈εα  и единственная пара вектор-функций ))(),(( xuxz εα , которая при 00 αα << , 

00 εε <<  представима в форме (16). и удовлетворяет сингулярно-возмущенную систему (15). При-
чем, если 10 << γ , то )()( 1UZxu n∈ε , при 1=γ  )()( 1UQxu n∈ε . 

Доказательство этой основной теоремы следует из ниже доказанной леммы и теоремы. 
Определим вектор-функции )(  ),( xxQ εα Π  из следующих систем интегральных уравнений [2]: 
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).)1(1exp()()(1)(

),0()()(1)(

0
0

0

θγ
εε

αα

ε
ε

ε

α

xxkdtttGx

fdttQtMxQ

x

x

−−=Π+Π

=+

∫

∫
 (18) 

Лемма 1. Вектор-функции )(  ),( xxQ εα Π  удовлетворяют оценкам 

))(1exp()0()( xfnxQ ϕ
εα −≤ , ))1(1exp()1()( 01

θγ
ε ε

ε xknCx −−+≤Π . (19) 

В самом деле, решение системы интегральных уравнений второго рода (18) выписываются в 
квадратурах в виде 

),)1(1exp()()(  ),0,()0()( 0
θ

ε
γ

εαα ε
ε xxGkxxWfxQ −−=Π=  (20) 

)(xGε ,)])1(1))1(1(exp[)(),(~1

0

dtxtttGtxWx
x

θθ
ε εεε

−−−−−= ∫  ∫−=
x

t

dMtxW ))(1exp(),( ττ
αα

 – мат-

ричная функция Коши системы ααα /)(/ QxMdxdQ −= , ),(~ txWε  – матричная функция Коши сис-
темы εεε /)(/ Π−=Π xGdxd . Оценим )(xGε .  

≤)(xGε nCdtxtttGtxWx
x

1
0

1)])1(1))1(1(exp[)(),(~1
+≤−−−−− ∫ θθ

ε εεε
.  (21) 

Тогда в силу (13), (14) и неравенства Важевского [5] из (20) получим (19). 
Пусть существует решение системы уравнений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++〉−〈=
+−+〉〈=

,,
,~,

00

000

gwJTwLФG
fKwTKMwLw

υυυ
υυ  (22) 

где )0()()(~ fxfxf −= . 
Для определения непрерывных неизвестных вектор-функций )(xας  )(xεξ  получим систему ин-

тегральных уравнений 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+−++

+Π+〉〈+〉++++Π−〈=+

−−−++

++〉〈−〉++Π++〈=+

.]

1[,]1[],1[)(

,]

1[,]1[],1[)(

0

00

00

000

ευςυξυ
ε

υς
α

ξυ
ε

ξε

αξς
α

υξυ
ε

ς
α

ςα

αε

εααεεε

εα

αεεααα

JT

TwLФwQLФGI

wKwTw

QTKMwKwQMLI

 (23) 

Теорема 2. Если выполняются условия (4), (9), (10), (13), (14) и ,10 <q  то существуют такие 
)1,0(, 00 ∈εα , что для всех 00 αα <<  и 00 εε <<  система (23) имеет единственное решение, кото-

рое при 0→α  и ε →0 равномерно сходится к нулю. 
Доказательство. С помощью оператора Нα, определенного формулой  

).()0,(1))()()((),(1))((
0

2 xaxWdttaxatMtxWxaH
x

ααα αα
+−= ∫  

и такого же оператора Нε , частично обратим систему (23). 
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Произведя оценки, используя условия (4), (9), (10), (13), (14), (18) и обозначения (17), имеем 

.,0  ,
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,,0  ,
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1,2
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Усиливая эти неравенства, получим 
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2
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где ),max(~
311 qqq = , ),max(~

422 qqq = . Так как по условию 1~~
24130 <+= qCqCq , то при значениях ма-

лых параметров α и ε таких, что 

1
1

4,23,101 ))](2/()1[(0 −+−=<< βε
α

ε
ααα CqCqq ,  

))(2/()1((0 4,43,311 CqCqq εεεε +−=<<  
по равномерной метрике получим оценку 

],)(

)([)~1()()(

1,41,3

2
1,11,2

1
0

ε

αυεαξς β
εαεα

NN

NNHwHqxx
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 (24) 

1)~()~(~
,4

1
,224,3

1
,1130 <+++++= −− εαεα ε

βε
αε

βε
α qqqCqqqCq . 

Кроме того, в силу леммы из [4],  
0→

nC
wHαα , 0→

nC
H υε ε , 0, →εα . 

Тогда существуют α2, ε2 из интервала (0,1), что для всех 20 αα << , 20 εε <<  выполняются 
неравенства  

.)~1(  ,)~1( 40230
2

1 rqNHrqNwH
nn CC

−≤+−≤+ − ευεαα ε
β

α  

Пусть 0)(0 ≡xας  и 0)(0 ≡xεξ .Тогда  

+−≤+
nnn CCC

xBxBxBxB )])(,[()])(,[()])(,[()])(,[( 00
0 εαεαεαεα ξςξςξςξς  

nnn CCC
xBxBxBxB )])(,[()])(,[()])(,[()])(,[( 0000

0
00

00 εαεαεαεα ξςξςξςξς ++−+ . 

Поскольку  
2

1
00

0 )])(,[( −+≤ β
αεα ααξς NwHxB

nn CC
,  ευεξς εεα 2

00 )])(,[( NHxB
nn CC
+≤ , 

то 430 )])(,[()])(,[( rrxBxB
nn

CC
+≤+ εαεα ξςξς . 
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Положим ),min( 210 ααα = , ),min( 210 εεε = . Тогда при любых ),0( 0αα ∈  и ),0( 0εε ∈  для сис-
темы (23) реализуется принцип сжимающих отображений Банаха [6], т.е. система (23) имеет един-
ственное непрерывное решение в паре ),( 21 ΩΩ , где iΩ  – шар с центром в начале координат и ра-
диусом 2,1 , =iri . Причем из оценки (24) вытекает равномерная сходимость  

0)( ,0)( →→ xx εα ξς , при 0, →εα . 

Из представления ))1(1exp()()( 0
θ

ε
γ

ε ε
ε xxGkx −−=Π  следует, что при 1=γ  

)()())1(1exp()()( 0 xxxxGkxu ε
θ

εε ξυ
ε

++−−= , если 10 << γ , 

то )()())1(1exp()()( 1
0 xxxxGkxu ε

θ
εγε ξυ

εε
++−−= −

.  
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