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( ) ( ) [ ] ( )0 0 0,1
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n H TH
t t Kγθ θ θ θ
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где ( )tθ  – точное решение уравнения (24). 

Далее, подставив ( )tθ  в (22), решение нелинейного интегрального уравнения (23) находим по 
формуле: 

( ) ( )0 , , .u t t tφ θ β⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
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ВЫСОКОТОЧНЫЙ АЛГОРИТМ ФАКТОРИЗАЦИИ МАТРИЧНОГО ПОЛИНОМА  
ОТНОСИТЕЛЬНО ЕДИНИЧНОЙ ОКРУЖНОСТИ 

Н.И. Велиева, Л.Ф. Агамалиева 

Приводится высокоточный алгоритм факторизации полинома относительно единичной окружности. Реа-
лизация этого алгоритма не требует нахождения нулей полинома. Факторизация матричного полинома 
относительно единичной окружности сводится к построению решения дискретного матричного алгеб-
раического уравнения Риккати. С помощью метода сигнум функции создан высокоточный алгоритм для 
решения дискретного алгебраического уравнения Риккати (ДАУР).  

Ключевые слова: факторизация полиномов; дискретное матричное алгебраическое уравнение Риккати; 
матричная сигнум-функция. 
 
1. Постановка задачи. 
Пусть задан матричный полином 

1 1
0 1 1 1 0( ) ... ...n n n

n n nB z B z B z B z B B z B z− − −
− −′ ′= + + + + + + + ,  (1) 

где 0.n nB B′= >  
Необходимо факторизовать (1), т.е. определить такую матрицу m m×  размерности ( )H z , чтобы 

выполнилось условие: 
*( ) ( ) ( )B z H z H z= ⋅ .  (2) 

Здесь * – означает операцию транспонирования и замену z на 1z−  т.е. 1
*( ) ( )H z H z−′= . 1( )H z−  не 

имеет полюсов внутри единичного круга.  
Решение задачи (2) имеет вид [3]: 
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1 1
2 2( ) ( ) ( ) ( ),RH z S S S N z−′ ′ ′= Γ Γ + Γ Γ Γ Ψ   (3) 
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  (4) 

матрица S является решением ДАУР. 
1( )S S S S S R−′ ′ ′ ′= Ψ Ψ −Ψ Γ Γ Γ Γ Ψ + , (5) 

где 
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  (6) 

Выбирается такое решение уравнения (5), чтобы собственные значения матрицы 
1( ( ) )S S−′ ′Ψ −Γ Γ Γ Γ Ψ  находились внутри единичного круга. Для решения уравнения (5) описан алго-

ритм, который для своей реализации позволяет использовать процедуры Symbolic Toolbox пакета 
MATLAB, т.е. находить решение (5) с высокой точностью. Для этого использован метод матричной 
сигнум-функции. Опишем этот метод. 

2. Метод матричной сигнум-функции. 
Матричная сигнум-функция определяется следующим алгоритмом [2]. 
Алгоритм 1.  
Дана матрица A размерности n n× . 
Предположим 0z A= . 
При 0,1,2,...k =  вычисляется  

1

det n
kc z=  ;     ( )2 1

1
1
2k k kz z c z
e

−
+ = + . 

4. 1 ,k kz z ε ε+ − < −  заданная точность. ⋅  – норма матрицы. 
3. Высокоточный алгоритм решения ДАУР с помощью матричной сигнум-функции.  
Для решения ДАУР 

1( )S S S C S S R−′ ′ ′ ′= Ψ Ψ −Ψ Γ + Γ Γ Γ Ψ +  
существуют разные вычислительные методы [1, 4, 5, 7, 8]. Это метод Шура [8], метод матричной 
сигнум-функции [4, 7], метод с использованием дискретного соотношения Басса [9] и др. Здесь рас-
смотрен случай, когда в ДАУР входящие матрицы вырожденны ( 1−Ψ  и 1C−  не существуют). 

Алгоритм 2. 
1. Даны входные матрицы ; ; ;RΨ Γ  
2. Вычисляется матрица 1( )C R −′= Γ Γ  . 
3. Определяются ( )L E C R′= − Γ Γ ; G C ′= Γ Γ , где E – единичная матрица соответствующий раз-

мерности. 

4. 
0

;
0

L L G
A B

R E
Ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥′− −Ψ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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5. 1( ) ( )M A B A B−= − + . 
6. Вычисляется матричная сигнум-функция по алгоритму 1. 

7. 11 12

21 22

M M
M signM

M M
⎡ ⎤

= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

;     12 11

22 21

€;
M M E

D L
M E M

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

8. Искомое решение определяется из соотношений 1 €( )S D D D L−′ ′= . 
Отметим, что реализация вычисления формул, указанных в алгоритмах в среде MATLAB Sym-

bolic Toolbox является исключительно простой, но операция нахождения нормы отсутствует в пакете 
Symbolic Toolbox, при вычислении норм, в начале, в символьном виде находятся 1k kz z+ − , далее пе-
реходят к вычислениям с использованием обычной арифметики, а потом вычисляются значения норм 
этих выражений. 

Для иллюстрации приведенного алгоритма рассмотрим следующий пример.  
Пример 1. Пусть фигурирующие в (5) матрицы имеют вид: 

0 0 0 1 3 2 2
1 0 0 , 0 , 2 3 0 .
0 1 0 0 2 0 3

R
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥Ψ = Γ = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

На этом примере сравним точность описанных выше алгоритмов. В качестве исходной оценки 
выберем оценку точности стандартной процедуры MATLAB dare.m. Найденное решение с использо-
ванием dare.m обозначим MS , а с использованием алгоритма 2 обозначим AS . Вычислим соответст-
вующие невязки: 

( ) 0.15673591m M M M MS S S S Rε ′ ′ ′= −Ψ Ψ +Ψ Γ Γ − = , 
16( ) 1.41063 10A A M A AS S S S Rε −′ ′ ′= −Ψ Ψ +Ψ Γ Γ − = ⋅ . 

Сравнивая эти величины Mε  и Aε  можно констатировать, что в данном примере точность пред-
лагаемого алгоритма не хуже точности стандартной процедуры пакета MATLAB dare.m.  

С использованием процедур арифметики произвольной точности, все вычисления проводились с 
32-значащими цифрами.  

Таким образом, для факторизации матричного полинома предлагается следующий алгоритм. 
Алгоритм 3.  
Заданы матрицы 0 1, ,..., nB B B  . 
Формируются матрицы , .RΨ Γ  согласно (4), (6). 
Решается уравнение (5) и согласно алгоритму 2 находим решение S. 
С помощью разложения Холецкого матрицы S′Γ Γ  вычисляется матрица L. При этом использована 

стандартная процедура пакета MATLAB chol.m., которая поддерживает символьное вычисление. 
Согласно (3) формируется полиномиальная матрица ( ).H z  
Для иллюстрации эффективности предлагаемого алгоритма рассмотрим следующий пример. 
Пример 2. Пример взят из [10:158]  
Задан полином: 

2 2 1( ) 2 2 9 2 2B z z z z z− −= − − + − − . 
Факторизовав, получим следующий полином 

2( ) 0.73201 2,7321H z z z= − − + . 
Коэффициенты полинома, полученного в результате перемножения *( )H z  и ( )H z , отличаются 

от исходного в 26-ом знаке. 
Изложенные примеры подтверждают, что результат, полученный при символьном вычислении, 

дает более высокую точность. 
Авторы выражают глубокую благодарность Академику Ф. Алиеву за ценные советы. 
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СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
В ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Т.П. Самохвалова, Т.Т. Якиманская  

Численно решена система вспомогательных уравнений с двумя переменными в задаче оптимального 
управления. Исследованы свойства решений на интервалах стационарности. 

Ключевые слова: частные производные; оптимальное управление; система Риккати; конечноразностная 
аппроксимация. 
 
 
Введение. При оптимизации режимов нагрева различных материалов широко используется ма-

тематическая теория оптимального управления [1–2]. При построении алгоритмов оптимального 
управления по принципу обратной связи (синтезирующее управление) необходимо решать вспомога-
тельную систему нелинейных уравнений типа Риккати. К настоящему времени для задач, в которых 
математическими моделями процессов являются уравнения в частных производных, получены раз-
личные системы типа Риккати [2–3, 5]. Исследователей интересуют интервалы стационарности ре-
шений этих систем, так как по ним строятся алгоритмы управления с более простой технической реа-
лизацией [1].  

В [5] рассматривалась система Риккати с двумя независимыми переменными в прямоугольной 
системе координат с нелинейностью в граничном условии, для этого случая выявлено наличие ин-
тервалов стационарности решений. В расчетах использовались квазилинеаризация, конечноразност-
ная аппроксимация и метод прогонки [4]. Квазилинеаризация обеспечивала единственность предела 
последовательности приближений решения краевой задачи. 


