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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ УПРУГИМИ КОЛЕБАНИЯМИ,  
ОПИСЫВАЕМЫМИ УРАВНЕНИЕМ С РАЗРЫВНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

А.К. Керимбеков, Р.Д. Гильмутдинов, А. Баетов 

Исследованы вопросы разрешимости задачи нелинейного оптимального управления упругими колеба-
ниями, описываемыми линейными уравнениями с разрывным коэффициентом. Найдены достаточные ус-
ловия разрешимости и разработан алгоритм построения задачи оптимизации.  

Ключевые слова: слабообобщенное решение; условия оптимальности; нелинейное интегральное уравне-
ние оптимального управления; дифференциальное неравенство. 
 
 
1. Слабообобщенное решение краевой задачи управляемого процесса 
Рассмотрим управляемый процесс, описываемый скалярной функцией ( , )V t x , которая удовле-

творяет в ( ) ( )0, 1 0,Q T= ×  уравнению колебания [1]: 

( ) ( ) ( ),tt xxV V a t V g x f t u t= + + ⎡ ⎤⎣ ⎦   (1) 
на границе Q начальным условиям: 

( ) ( ) ( ) ( )1 20, , 0,tV x x V x xψ ψ= =   (2) 
и граничным условиям 

( ) ( ) ( ) ( ),0 0, ,1 ,1 0, 0, 0,x xV t V t V t t Tα α= + = > ∈ , (3) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20, , 0,1 , 0,1 , 0,1a t H T g x H x H x Hψ ψ∈ ∈ ∈ ∈  – заданные функции, ( ),f t u t⎡ ⎤⎣ ⎦  – 

функция внешнего воздействия, которая нелинейно зависит от функции управления ( ) ( )0,u t H T∈  и 
является монотонной по аргументу ( )u t , [ ]0,t T∀ ∈ ; H – гильбертово пространство; T – фиксировано. 

Определение 1.1. Любая функция ( ) ( ),V t x H Q∈ , которая при каждом фиксированном управле-
нии ( ) ( )0,u t H T∈  удовлетворяет интегральному тождеству 
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где 1 2, ,n n ngψ ψ  – коэффициенты Фурье функций ( ) ( ) ( )1 2, ,x x g xψ ψ , называется слабообобщенным 
решением краевой задачи (1)–(3). 
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Теорема 1.1. Пусть выполнены условия: 
1) ( ) ( ): 0, 0,f H T H T→ , то есть при каждом ( ) ( )0,u t H T∈  функция ( ),f t u t⎡ ⎤⎣ ⎦  является эле-

ментом пространства ( )0,H T ; 

2) функция ( ),f t u t⎡ ⎤⎣ ⎦  является монотонной функцией относительно функциональной перемен-

ной ( ) ( )0,u t H T∈ , то есть: 

( ) ( )
,

0, 0,
f t u t

t T
u

∂ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ≠ ∈
∂

; (5) 

3) для функции ( ) ( )0,a t H T∈  имеет место неравенство: 

( )
1

1.
H

T a t
λ

<   (6) 

Тогда краевая задача (1)–(3) при каждом ( ) ( )0,u t H T∈  в пространстве ( )H Q  имеет единствен-
ное слабообобщенное решение.  

Согласно представлению (4) относительно ( )nV t  имеем следующие соотношения: 
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При каждом фиксированном n (7) можно рассматривать как линейное неоднородное интеграль-
ное уравнение: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,
t

n n n nV t K t V d q tτ τ τ= +∫ , (8) 
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Интегральное уравнение (8) при каждом фиксированном 1,2,3,...n =  имеет единственное  
решение: 
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где резольвента ( ), ,1nR t τ определяется по формуле 

( ) ( )
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n n
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как сумма повторных ядер ( ),i
nK t τ

 
[3]. 

Подставив (11) в (4) получим решение краевой задачи (1)–(3): 
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Заметим, что интегральное уравнение (4) эквивалентно следующему дифференциальному урав-
нению: 

( ) ( )( ) ( ) ( )2 ,n n nV t a t V t g f t u tλ′′ + − = ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  (14) 
 

которое известно как уравнение Матье [4].  
Лемма 1.5. Функция ( ),V t x , определяемая формулой (4), где ( )nV t  имеет вид (11), является эле-

ментом пространства ( )H Q . 
2. Постановка задачи программного управления колебательными процессами краевой за-

дачи 
Пусть управляемый процесс ( ),V t x  описывается краевой задачей (1)–(3). 
Рассмотрим задачу оптимизации, где требуется найти допустимую пару 
( ) ( )( ) ( ) ( )0 0, , 0,u t V t x H T H Q∈ × , на которой функционал 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

2 2 2
1 2

0 0

, , , , 0
T

tu V V T x x V T x x dx u t dtξ ξ β β⎡ ⎤ℑ = − + − + >
⎣ ⎦∫ ∫ ,  (15) 

где ( ) ( )1 1 2( ) 0,1 , ( ) 0,1x H x Hξ ξ∈ ∈  – заданные функции, принимает наименьшее значение. 
На основе принципа максимума для систем с распределенными параметрами [2] получим сле-

дующие условия оптимальности: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

2 , ,uu t f t u t g x t x dxβ ω= ⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ,  (16) 

( ) ( ) ( )( )1, , 0u u u
f t u t u t f t u t− >⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , (17) 

где ( ),t xω  является решением сопряженной краевой задачи 

( ) 0tt xx a tω ω ω− − = , 0 1; 0x t T< < ≤ <   (18) 
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и имеет вид: 
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3. Нелинейное интегральное уравнение 
Для оптимального управления ( )0u t , согласно условиям оптимальности (16), (17), получим не-

линейное интегральное уравнение: 
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 (20) 

которое после ряда переобозначений можно привести к виду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 * *

1 10

, ,
T

u n n n n
n n

u t f t u t G t N s f s u s ds G t hβ
∞ ∞

−

= =

+ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑∫ . (20’) 

Таким образом, оптимальное управление ( )0u t  следует находить как решение нелинейного инте-
грального уравнения (20’), удовлетворяющее дифференциальному неравенству вида (17). Согласно ме-
тодике, разработанной в [6, 7], для исследования уравнения (20’) сначала его преобразуем. Положим: 

( ) ( ) ( )1 ,uu t f t u t tβ θ− =⎡ ⎤⎣ ⎦ . (21) 

Из условия (17) следует, что соотношение (21) однозначно разрешается относительно ( )u t , то 
есть имеет место равенство 

( ) ( ), , .u t t tφ θ β= ⎡ ⎤⎣ ⎦  (22) 
В силу (21) и (22) уравнение (20’) перепишем в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *

1 10

, , ,
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n n n n
n n

t G t N s f s s s ds G t hθ φ θ β
∞ ∞

= =

⎡ ⎤+ =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦∑ ∑∫  (23) 

или в операторной форме 
[ ]Kθ θ= , (24) 

где оператор [ ]K ⋅  действует по формуле 

[ ] ( ) ( ) ( )*
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* – знак транспонирования. 
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия: 
1. Функция ( ),f t u t⎡ ⎤⎣ ⎦  удовлетворят условию Липшица по функциональному аргументу ( )u t , т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )0, ,
HH

f t u t f t u t f u t u t− ≤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .  

2. Функция ( ), ,t tφ θ β⎡ ⎤⎣ ⎦  удовлетворяет условию Липшица по функциональному аргументу ( )tθ , 
т.е.  

( ) ( ) ( ) ( )0, , , ,
HH

t t t t t tφ θ β φ θ β φ θ θ⎡ ⎤− ≤ −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

3. Имеет место неравенство: 

( ) 2
02 2
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1 12 1 2 1 1.
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λ λ

⎛ ⎞⎛ ⎞
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⎝ ⎠⎝ ⎠
�  

Тогда операторное уравнение (24) имеет единственное решение ( )H Q . 
Решение уравнения (24) может быть найдено методом последовательных приближений [5] по 

формуле 
[ ]1 , 1,2,3,...n nK nθ θ −= =  

где ( )0 tθ  – произвольный элемент пространства ( )0,H T  и при этом приближенное решение ( )n tθ  
удовлетворяет оценке 
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( ) ( ) [ ] ( )0 0 0,1

n

n H TH
t t Kγθ θ θ θ

γ
− ≤ −

−
, 

где ( )tθ  – точное решение уравнения (24). 

Далее, подставив ( )tθ  в (22), решение нелинейного интегрального уравнения (23) находим по 
формуле: 

( ) ( )0 , , .u t t tφ θ β⎡ ⎤= ⎣ ⎦  
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УДК 519.95 (575.2) (04) 

ВЫСОКОТОЧНЫЙ АЛГОРИТМ ФАКТОРИЗАЦИИ МАТРИЧНОГО ПОЛИНОМА  
ОТНОСИТЕЛЬНО ЕДИНИЧНОЙ ОКРУЖНОСТИ 

Н.И. Велиева, Л.Ф. Агамалиева 

Приводится высокоточный алгоритм факторизации полинома относительно единичной окружности. Реа-
лизация этого алгоритма не требует нахождения нулей полинома. Факторизация матричного полинома 
относительно единичной окружности сводится к построению решения дискретного матричного алгеб-
раического уравнения Риккати. С помощью метода сигнум функции создан высокоточный алгоритм для 
решения дискретного алгебраического уравнения Риккати (ДАУР).  

Ключевые слова: факторизация полиномов; дискретное матричное алгебраическое уравнение Риккати; 
матричная сигнум-функция. 
 
1. Постановка задачи. 
Пусть задан матричный полином 

1 1
0 1 1 1 0( ) ... ...n n n

n n nB z B z B z B z B B z B z− − −
− −′ ′= + + + + + + + ,  (1) 

где 0.n nB B′= >  
Необходимо факторизовать (1), т.е. определить такую матрицу m m×  размерности ( )H z , чтобы 

выполнилось условие: 
*( ) ( ) ( )B z H z H z= ⋅ .  (2) 

Здесь * – означает операцию транспонирования и замену z на 1z−  т.е. 1
*( ) ( )H z H z−′= . 1( )H z−  не 

имеет полюсов внутри единичного круга.  
Решение задачи (2) имеет вид [3]: 


