
1 
 

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ  

КЫРГЫЗСКОЙ РЕСПУБЛИКИ 

 

ОШСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

 

На правах рукописи 

УДК 517. 968 

 

САДЫКОВА ГУЛЬХАН КУРБАНБЕКОВНА 

 

РАЗВИТИЕ МЕТОДА ДОПОЛНИТЕЛЬНОГО АРГУМЕНТА ДЛЯ 

СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

 

Специальность 01.01.02 - Дифференциальные уравнения, динамические 

системы и оптимальное управление 

 

ДИССЕРТАЦИЯ 

на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук 

 

Научный руководитель, 

д.ф.-м.н., профессор Аширбаева  А.Ж. 

 

 

 

 

 

 

Ош - 2023 



2 
 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

 

СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ……………4 

ВВЕДЕНИЕ………………………………………………………………………..7 

ГЛАВА 1. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ……………………………………………...10 

1.1. Результаты других исследований, наиболее близкие к  

данной работе……………………………………………………………………….10 

1.2. Заключение по Главе 1……………………………………………………..….14 

ГЛАВА 2. МЕТОДОЛОГИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ…………….15 

2.1. Объект, предмет и задачи исследования…………………………………..…15 

2.2. Вспомогательные результаты………………………………………………... 17 

2.3. Основы метода дополнительного аргумента………………………………...20 

2.4. Краткое содержание диссертации………………………………………...…..23 

2.5. Заключение по Главе 2…………………………………………………...……29 

ГЛАВА 3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ...............................................30 

3.1.  Применение метода дополнительного аргумента к решению системы, где 

коэффициенты при частных производных неизвестных функций зависят от 

нескольких неизвестных функций…………………………………………...……30 

3.2.  Использование развитой методики для решения систем нелинейных 

интегро-дифференциальных уравнений в частных производных........................34 

3.3. Решение систем нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в 

частных производных с неодинаковыми сомножителями....................................39 

3.4 . Построение решения системы двух нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений в частных производных с неодинаковыми 

сомножителями…………………………………………………………………..…49 

3.5. Построение решений систем двух нелинейных интегро-дифференциальных 

уравнений с частной производной под знаком интеграла ……………………....53 

3.6. Заключение по Главе 3………………………………………………………...56 



3 
 

ГЛАВА 4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ………………………………………………….57 

 4.1. Развитие метода дополнительного аргумента для систем нелинейных 

дифференциальных уравнений в частных производных со многими 

переменными………………………………………………………………………..57 

4.2.  Использование развитой методики для решения систем нелинейных 

интегро-дифференциальных уравнений в частных производных со многими 

переменными……………………………………………………………………..…61 

4.3. Решение системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с 

неодинаковыми сомножителями и с n+1 независыми переменными..................65 

4.4. Построение решений  одной системы интегро-дифференциальных 

уравнений с тремя  независимымы переменными.................................................74 

4.5. Заключение по Главе 4......................................................................................77 

ВЫВОДЫ…………………………………………………………………………..78 

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ…………………………..79 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 
 

СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ  

 

R –множество вещественных чисел; 

R+=[0,), R++=(0,); 

Rn (nN) – n-мерное вещественное евклидово пространство и его точки   

x=(x1, x2, …,xn); 

|| || - норма;  

для непрерывных (и ограниченных, если область определения не ограничена) 

функций будем подразумевать максимум модуля функции;  

TR++ ,m,nN- некоторые фиксированные числа; 

};,...0),,..,,,{()( 321321 RxTttttxttttTQ mmm   

};,...0),,..,,,{()( 321321

n

mm

n

m RxTttttxttttTQ   

};,...0),,..,,,{( 321321 RxttttxttttQ mmm   

};,...0),,..,,,{( 321321

n

mm

n

m RxttttxttttQ   

Если в вышеуказанных пространствах отмечено знак “~”, это означает, хϵR+; 

 - подмножества евклидова пространства Rn; 

C(B) и C(..)(B) - пространства функций B, определенных и 

непрерывных (соответственно с дополнительными условиями); при B=R 

обозначение «R» будем опускать; 

C(),C(k)(), )(
),...,,( 21 òC


– пространства функций, определенных и непре-

рывных (соответственно вместе со всеми своими производными до порядка k; 

соответственно вместе со своими производными до порядка i  по i-му 

аргументу (i=1,…,n)) на ;  

(...),CC  - пространства функций с дополнительным условием ограниченности 

(соответственно и для указанных производных); 

Lip(N|u,M|v,…) – класс функций, удовлетворяющих условию Липшица по 

переменной u  с коэффициентом N, по переменной v с коэффициентом M,…; для 

функции одной переменной индекс будем опускать; 
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Дифференциальные операторы: 

,][
xt

D








   ,],...,,[

1
21 

 









n

k k

knn
xt

D   

Операторы, преобразующие функции в функции, будем записывать 

сначала в полном виде: функция каких переменных получается; (после знака ;): на 

какую функцию (или несколько функций) и каких переменных действует оператор; 

связанные переменные в этой функции (по аналогии с записью интегралов), через 

двоеточие. В дальнейшем, если запись повторяется без изменений, операторы 

будем записывать и в кратком виде.  

Например:  

;),(),(
),(

),,();(),:),(;( 1

0

1

0

Qxttgdsd
su

stKutGssutG
t





   






 

(оператор преобразует функцию двух переменных в функцию одной переменной, 

при этом используются значения функции-операнда в различных точках); 

1

0

),(,),();():),(;( QxtdtuutBtutB
t

  
 

(оператор преобразует функцию двух переменных в функцию одной переменной, 

при этом используются значения функции-операнда только с таким значением 

первой переменной); 

dsddsuuHssuH nnnn  ...),...,(...)(),...,:),...,(( 1

1

0 0 0

1

2

11   
 

  (если интеграл 

сходится) (оператор преобразует функцию многих переменных в число, по 

традиции такие операторы называются функционалами). 

Если оператор F(t,x,u(s,x):s), t  0, фактически зависит только от значений u(s,x) при 

0 s t, то будем называть его «вольтерровского типа»; если существует такое T*>0, 

что уравнение вида F(t,x,u(s,x):s)=0, имеет решение при 0  t T*, то будем называть 

такое решение локальным. 

Для единообразия зафиксируем значения букв: 

u(t,x) – неизвестная функция; 
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v(,t,x) – неизвестная функция c одной добавленной переменной; 


t

dxtvxxtvxtp


 ),,():),,(;,,(

                                   

 

- вспомогательный оператор; 

МДА - метод дополнительного аргумента; 

ИУ - интегральное уравнение; 

СИУ-система интегральных уравнений; 

ДУ-дифференциальное уравнение; 

СНДУ-система нелинейных дифференциальных уравнений; 

СНОУ-система нелинейных операторных уравнений; 

СНИ.-ДУ-система нелинейных интегро-дифференциальных уравнений; 

НУ-начальное условие; 

ПСО-принцип сжатых отображений; 

СО-сжатое отображение; 

ВУ-векторное уравнение; 

ОУ-операторное уравнение; 

ЧП-частные производные; 

МПП-метод последовательных приближений. 

 



7 
 

ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы.  ДУ в ЧП и СДУ в ЧП часто встречаются в задачах 

механики сплошных сред, биомеханике и в различных областях физики, где 

происходят моделирование некоторой сплошной среды.  

Для решения СДУ в ЧП сначала сводят уравнение к уравнению или 

системе уравнений первого-второго порядка, затем ее классифицируют и 

применяют один из методов, разработанных для уравнений различных типов. 

Нахождение решения, таким образом, трудно и всегда это не удается. 

В настоящее время для нахождения решения СДУ в ЧП используется 

MДА. С его помощью можно найти точное решение некоторой системы. 

В развитие МДА весомый вклад внесли ученые М.И. Иманалиев [23-30], 

Ю.А. Ведь [20], С.Н. Алексеенко [22-24], П.С. Панков [25-26], Т.И. Иманалиев 

[31-34], А.Ж. Аширбаева [1-13; 55-68], Э.А. Мамазиаева [48-54], Ж. И. Мамбетов 

[55-68] и др. 

Т.М. Иманалиев применил MДА к системе линейных ДУ в ЧП ([34]). В [34] 

рассмотрено применение MДА к системе квазилинейных ДУ в ЧП. 

М.И. Иманалиевым и С.Н. Алексеенко рассмотрена СНДУ в ЧП первого 

порядка и с помощью MДА доказано существование и единственность решения 

поставленной задачи ([23]). 

А.Ж. Аширбаева, Ж.И. Мамбетов провели работу по распространению 

MДА в СДУ в ЧП нового класса ([55-68]). 

В настоящее время распространение MДА для СНДУ в ЧП и СНИ.-ДУ в 

ЧП нового класса определяет актуальность данной работы. 

 Связь темы диссертации с основными научно-исследовательскими 

работами,  проводимыми образовательными и научными учреждениями. 

Исследование по теме диссертации проводилось в рамках утвержденной 

тематики «Развитие метода дополнительного аргумента для системы 

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в частных производных»      
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кафедры       математического       анализа Ошского государственного 

университета. 

Цель и задачи исследования. Цель настоящей работы состоит в развитии 

МДА для решения следующих задач:  

1) получить достаточные условия существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковыми сомножителями, где 

сомножители зависят от нескольких неизвестных функций; 

2) получить достаточные условия существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми сомножителями, где 

сомножители зависят от нескольких неизвестных функций; 

3) построить решения систем двух НИ.-ДУ в ЧП с одинаковым и с 

неодинаковыми сомножителями; 

4) обобщить полученные результаты с использованием развитого МДА для 

многомерного случая. 

Научная новизна полученных результатов.  Получены следующие 

результаты: 

– найдены достаточные условия существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковым сомножителем, где 

сомножитель зависить от нескольких неизвестных функций; 

– найдены достаточные условия существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми сомножителями, где 

сомножители зависят от нескольких неизвестных функций; 

– построены решения систем двух НИ.-ДУ в ЧП с одинаковым и с 

неодинаковыми сомножителями; 

– полученные результаты с использованием развитого МДА обобщены для 

многомерного случая. 

Практическая значимость полученных результатов.  В диссертации 

получены новые результаты, которые подтверждены строгими доказательствами 

и вносят определенный вклад в теорию НИ.-ДУ в ЧП. 



9 
 

По полученным результатам работы построены решения конкретных 

задач. Разработанную схему применения МДА для решения СНИ.-ДУ в ЧП 

можно использовать при решении СНДУ и СИ.ДУ  других классов.  

Основные положения диссертации, выносимые на защиту. 

1. Доказательство теорем существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковым сомножителем, где 

сомножитель зависить от нескольких неизвестных функций; 

2. Доказательство теорем существования и единственности решения 

начальных задач для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми сомножителями, где 

сомножители зависят от нескольких неизвестных функций; 

3. Построение решения систем двух  НИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми и   с 

одинаковым сомножителями; 

4.  Осуществлено применения развитого МДА для СНИ.-ДУ в ЧП со 

многими пространственными переменными. 

Личный вклад соискателя. В совместных работах [72; 74; 78-80] 

постановка задач принадлежит научному руководителю А.Ж. Аширбаевой, 

полученные основные результаты и оценки - соискателю. 

Апробации результатов диссертации. Результаты исследований 

доложены и обсуждены на:   

– международной научной конференции "III Борубаевские чтения", 

посвященной 35-летию Института математики НАН КР (г. Бишкек, май, 2019 г, 

опубликованы тезисы [73]); 

– международной научной конференции «Проблемы современной математики и 

ее приложения», посвященной 70-летию академика А.А. Борубаева (г. Бишкек, 

с. Булан-Соготту, июнь, 2021 г., опубликованы тезисы [76]); 

– IV международной научной конференции «Актуальные проблемы теорий 

оптимального управления, динамических систем и операторных уравнений», 

приуроченная 50 - летию научно-педагогической деятельности и  75 - летнему 

юбилею профессора  Акылбека Керимбекова (г. Бишкек, июнь, 2022 г.); 
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–  шестой международной конференции по анализу и прикладной математике 

(ICAAM  2022)  (г. Анталия, Турция, октябрь, 2022, опубликованы тезисы [81]); 

– конференции  “Жогорку окуу жайлардагы илим изилдөөлөрдүн 

фундаменталдык жана колдонмо маанилүүлүгү” (г. Жалал-Абад, 12 ноября, 2022 

г.); 

–  региональном научном семинаре имени К. Алымкулова «Актуальные 

проблемы математики и их применения» (2018 – 2022 гг.) 

Полнота отражения результатов диссертации в публикациях. Основные 

результаты работы опубликованы в статьях [72; 74-75; 77-80],а также 

опубликованы тезисы докладов [73;76;81].  

Структура и объем диссертации.  Диссертация состоит из перечня 

сокращений и обозначений, введения, четырех глав, 18 разделов, выводов, 

списка использованных источников 86 наименований, всего 91 страница. 
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ГЛАВА 1. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

 

1.1. Результаты других исследований, наиболее близкие к данной работе 

 

 Ряд кыргызских ученых занимались МДА. Сначала исследовали решения 

линейных ДУ в ЧП первого порядка. Исследования решений различных НДУ в 

ЧП первого порядка рассматривались работах М.И. Иманалиева, 

С.Н. Алекcеенко, П.С. Панкοва, А.Ж. Аширбаевой и др. ([1-13; 20-22, 24-34; 69-

71]). 

В работе [1] были рассмотрены НДУ в ЧП первого порядка, доказаны 

единственность и существование решения. Построено единственное решение 

ряда уравнений. МДА применялся и для уравнений со степенными 

особенностями и со многими пространственными переменными. 

Затем МДА был использован для ДУ в ЧП более высокого порядка. Такие 

применение  можно увидеть в работах [2; 3; 5-13]. 

А.Ж. Аширбаева разработала общую схему применения MДА для ДУ в ЧП 

высшего порядка ([2]; [7]; [11]).  

В настоящее время проводится ряд работ по применению MДА к СДУ в 

ЧП. 

В [34] с помощью МДА рассмотрено исследование решения уравнения:  

)1.1.1(.,...,1),,(),(),(
),(

),(
),(

1












 n

k
ikik

i
i

i nixtfxtuxtb
x

xtu
xta

t

xtu
 

с НУ 

),(),0( xxu ii                                                                                 (1.1.2) 

где 

.,...,1,

),(),(),(),(),(),( )1,0()1,0()1,0(

nki

RRCxtfRRCxtbRRCxta iiki



   

Задача (1.1.1)-(1.1.2) сводится к CИУ вида: 

 


t

ki

t

kkik

n

k
iii

dsxtspsfdsxtsxtspsbxtpxtu
00 1

,)),,(,(),,()),,(,()),,0((),(   
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где 

функции txtxtp ki  0),,,(),,,(  определены из систем: 

0
),,(

),(
),,(











x

xtp
xta

t

xtp
i

i

i


                           

0
),,(

),(
),,(











x

xt
xta

t

xt
i

i

i


                          

с условиями 

.,...,1,),,(),,(,),,( nkixtuxttxxttp kki                 

В [34] рассмотрена задача:  

)3.1.1(    ),()),,(,,(),()),(,,(),( RRxtxtuxtfxtuxtuxtgxtu xt    

.),(),0( Rxxxu                                                                                   (1.1.4) 

Доказана следующая теорема: 

ТЕОРЕМА 1.1.1. Пусть вектор-функции ),()()(
1

LLipRCx   

),)(,)(()(),,( )1,1,0(

ux
tLtLLipRRRCuxtf 


 

),)(,)(()(),,( )1,1,0(

ux
tLtLLipRRRCuxtg 


 

причем .1)2()(
0

1 


LdssL  

виде в етсяпредставля которое

решение, t по   по порядка го-1 ЧП своими со вместе ое,ограниченн

и енепрерывно оеединственн имеет (1.1.4)-(1.1.3) задача Тогда       

 

 
tt

dsxtsxtspsfdsxtsxtspsgxxtu
00

,)),,(),,,(,())),,(),,(,((),(   

),,(  функция-вектор xt  и ),,( функция  скалярная xtp   определены из 

системы: 

),,(),,(,0),,()),,(,,(),,( xtuxttxttxttxtgxt хt  
 

.),,(,0),,()),,(,,(),,( xxttpxttpxttxtgxtp хt    

Применение МДА для следующей задачи рассмотрено в [23]  

 



n

k R

xkt
n

k
dtuxKuxtfuuu

1

)),(),(,,,(                                             (1.1.5) 
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с НУ 

         ),(),0( xxu                                                                                  (1.1.6)  

где  ),,...,(;;0
1 n

n colonRxTt  


),,...,(),(),,...,(
11 nn

uucolonxtuxxcolonx 

функции;-вектор мерные),...,(),,...,( 11 ncolonffcolonf nn    

  функция матричная мерная)(  nmKK ij
, .constm   

           Задача (1.1.5), (1.1.6) сведена к СИУ 

   

 

 






















nR

t

s tt

ddwdztwxK

xtwdxtwxfdxtwxxtsw

,),,(),),,((

),,,(,),,(,),,(),,(
00









   

    где w-   функция, янеизвестна новая-),...,( 1 nwwcolon  ts  при которая   

задаче яетудовлетвор  (1.1.5), (1.1.6), 

.),,(,...,),,(),,(
0 0 0

11   









t t t

nn
dxtwxdxtwxcolondxtwx 

 

Применение МДА к системе уравнений другого класса рассматривается 

также в работах Ж.И. Мамбетова  

В [57] рассмотрена вида ЧП в СНДУ :  

)(),()),,(),...,,(),,(,,(
),(

),(
),(

1211 TQxtxtuxtuxtuxtf
x

xtu
xtu

t

xtu
ni

ii 









(1.1.7) 

с НУ (1.1.4). 

Доказана следующая   

ТЕОРЕМА 1.1.2. Если 

,,..,2,1),)((),...,,,,( 1

)1(

21 niRTQCuuuxtf n

ni                             

TT  *0 такоесуществует то , что задача (1.1.7)-(1.1.4) имеет   

оеединственн  решение   .))(( вепространст в *1

)1( n
TQС  

                                                  пример. конкретный  Рассмотрен  

ПРИМЕР 1.1.1. Рассмотрена задача: 
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




























,1
),(

),(
),(

,1),(
),(

),(
),(

2

1

2

2

1

1

1

t
x

xtu
xtu

t

xtu

xxtu
x

xtu
xtu

t

xtu

                                                

.  ,),0(,1),0( 21 Rxxxuxu                                                         

Для решения этой задача использован МПП.  

В  [63] рассматривается  ЧП в СНДУ с одинаковым сомножителем 

)),(,,( xtuxtа n , т.е. функция зависить только от одной неизвестной функции: 

)),,(),...,,(),,(,,(
),(

)),(,,(
),(

21 xtuxtuxtuxtf
x

xtu
xtuxtа

t

xtu
ni

i
n

i 








(1.1.8) 

.,...,2,1),(),( 1 niTQxt   

при НУ (1.1.4). 

                                                  :теорема следующая Доказана  

ТЕОРЕМА 1.1.3. Пусть для i=1,2,..,n ),()( ii LLipx 
,0 constLi   

.0,),,())((),,(,,...,2,1,0

,0,),...,,())((),...,,,,(

10101

)1(

101

)1(

21 1

constNNNNLipRTQСuxtanj

constMMMMLipRTQСuuuxtf

n

n

uxn

i

ju

i

nu

i

x

in

ni





 

Тогда TT  *0 такоесуществует ,  (1.1.8) система что с НУ (1.1.4) имеет   

оеединственн  решение    .))(( вепространст в *1
)1( n

TQС  

В [58] рассматривается следующая случае ммногомерно в   ЧП в СДУ : 

)),,..,,(),...,,..,,(),,..,,(,,..,,(

),..,,(
),..,,(

),..,,(

112111

1

1

11

1

nnnnni

n

k k

ni

nkn

ni

xxtuxxtuxxtuxxtf

x

xxtu
xxtu

t

xxtu
















           (1.1.9) 

i=1,2,…,n, ),(),..,,( 11 TQxxt
n

n   

с НУ (1.1.6). 

Доказано, что решение задачи  совпадает при s=t с решением СИУ  
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,)),....,.,...,,,(,),...,,,(,...,),...,,,(,(

)),...,,,(,...,),...,,,((),...,,,(

1111111

0

0 0

111111





 

dxxtdxxtxdxxtxf

dxxtxdxxtxxxts

nn

t t

nnnn

s

i

t t

nnnnini

 

 









 

 ЧП в СДУ вида: 

)),,..,,(),...,,..,,(),,..,,(,,..,,(

),..,,(
)),..,,(,,...,,(

),..,,(

112111

1

1

111

1

nnnnni

n

k k

ni

nknnk

ni

xxtuxxtuxxtuxxtf

x

xxtu
xxtuxxta

t

xxtu

















   (1.1.10)

 

),(),..,,(,,..,2,1 11 TQxxtni
n

n 
 

с НУ (1.1.6) рассмотрена в [59].  

В [60] МДА построено решение следующей задачи:  

.),(,,...,1

,),(),()(
),(

),(
),(

1

1

0

1

0 1
1

Qxtnj

dduKtH
x

xtu
xtu

t

xtu
p

n

p
jpjp

jj












 




              

.,,..,2,1,),0( Rxnixxui   

 

1.2. Заключение по Главе 1 

 

Из обзора, произведенного в этой главе, следует, что ранее в работах других 

авторов рассматривались с помощью МДА некоторые СНДУ в ЧП и СНИ.-ДУ в 

ЧП. Более общие СНДУ в ЧП и СНИ.-ДУ в ЧП не рассматривались. Другими 

методами такие более общие системы уравнений тоже не рассматривались. 
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ГЛАВА 2. МЕТОДОЛОГИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

2.1. Объект, предмет и задачи исследования 

 Объект исследования. В настоящей диссертационной работе 

рассматриваются: 

1. СНИ-ДУ В ЧП с одинаковым сомножителем, где сомножитель зависить 

от нескольких неизвестных функций вида:

),,:),(),...,,(;,(

)),(),...,,(),,(,,(
),(

)),(),...,(,,(
),(

1

211

 ssusuxtF

xtuxtuxtuxtf
x

xtu
xtuxtuxtа

t

xtu

ni

ni
i

n
i













 

),(),( 1 TQxt   

с НУ 

  ,,...,2,1,),(,0 niRxxxu ii   

где операторы niFi ,...,2,1,   имеют один из следующих видов:  

,)),(),...,,(,,,(),:),(),...,,(;( 1

00

1 dsdsusustKssusutF ni

t

ni  


  

n

iinini dtuxKuuxtfssusuхtF 




 ).),(),(,,...,,,(),:),(),...,,(;,( 11   

),:),(),...,,(;,( 1  ssusuхtF ni  





t

i dsdsux
0

22 и.т.д. ),()exp(   

2. СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковымы сомножителями вида: 
























),...,;,(),()],...,,,([

),,;,(),()],,,,([

),;,(),()],,,,([

);(),...,,,(),()],...,,,([

11

321333213

2122212

1111111

nnnnn

nn

uuxtFxtuuuxtaD

uuuxtFxtuuuuxtaD

uuxtFxtuuuxtaD

utFuuxtaxtuuuxtaD

          

 

с НУ 
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.,...,2,  ),(),0(

,),0(

1

1

nкRxxxu

xxu

кк 




                                                         

3. СНИ.-ДУ в ЧП со многими переменными вида: 

),...,,:,...,,;,...,,(),...,,,,..,,(

),..,,(
),...,,,,...,,(

),..,,(

1211211

1

1
211

1

nnninni

n

k k

ni
nnk

ni

suuuxxtFuuuxxtf

x

xxtu
uuuxxta

t

xxtu













  

).(),..,,(,,..,2,1 1 TQxxtni nn   

с НУ 

            .),..,(,,..,2,1),,..,(),..,,0( 111

n

nnini Rxxnixxxxu   

4. СНИ.-ДУ в ЧП с n+1 независыми переменными вида: 

































),...,;,(),()],...,,,(),...,,...,,,([

),,;,(),()],,,,(),...,,,,,([

),,;,(),(],...,),,,,,([

)(),...,,,(),()],...,,,(),...,,...,,,([

11111

32123321332131

21122222121

1
11111111

nnnnnnnn

n

n

n

k
nknnn

uuxtFxtuuuxtauuxtaD

uuuxtFxtuuuuxtauuuxtaD

uuxtFxtuaauuxtaD

tfuuxtaxtuuuxtauuxtaD

     

),(),( TQxt n
 

с НУ:    

.,...,2,  ),(),0(

,),0(
1

1

nкRxxxu

хxu

кк

n

k
k







                                                      

Рассматриваются частные случае выше рассмотренных СНИ-ДУ в ЧП и 

проводится построение единственного решения МДА. 

Предмет исследования. Предметом исследования является изучение 

существования и единственности решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП 

с одинаковым и неодинаковым сомножителями, где сомножители зависят от 
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нескольких неизвестных функций и применения МДА для СНИ.-ДУ в ЧП со 

многими пространственными переменными. 

Задачи исследований. В диссертационной работе решаются следующие 

задачи:  

 Установить достаточные условия существования и единственности 

решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковым 

сомножителем, где сомножитель зависить от нескольких неизвестных 

функций; 

 Установить достаточные условия существования и единственности 

решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми 

сомножителями, где сомножители зависят от нескольких неизвестных 

функций; 

 Построить  решения систем двух НИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми и 

одинаковым сомножителями; 

 Осуществить применения развитого МДА для СНИ.-ДУ в ЧП со многими 

пространственными переменными. 

 

2.2. Вспомогательные результаты  

В диссертационной работе мы используем вспомогательные леммы.  

Лемма 2.2.1. A - вепространст банаховом в оператор  и 

точку. юнеподвижнуодну  шаре этом в имеет он то

,
1

x шаре в1,)2

;,)0()1

H
HyxHAyAx

constA










 

 Лемма 2.2.2. Пусть ва,пространст еметрически,, 21 MMM
 

 :впространстэтих  метрики енносоответств  

.: функция и ,, 2121 MMMf   

Если  условию яетудовлетвор она то),,( 21 yx LLLipf   Липшица  
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)( томкоэффициен с 21 LL  метрике по в целом в 21 MM    

 .),(),,(max)),(),,(( 2221112121

* yxyxyyxx    

Доказательство.  Имeем: 

)).,(),,()()),(),(

)),(),,(()),(),,(()),(),,((

212121111222

212121212121

yyxxLLyxLyxL

yyByxByxBxxByyBxxB









 

Лемма 2.2.3. Пусть ва,пространст еметрически,,...,, 21 MMMM k  

 :впространстэтих  метрики енносоответств  

....: функция и ,,...,, 2121 MMMMf kk   

Если  условию яетудовлетвор она то),,...,,(
21 21 kxkxx LLLLipf   Липшица

 

)...( томкоэффициен с 21 kLLL  метрике по... в целом в 21 kMMM    

 .,..,2,1),(max)),...,,(),,...,,(( 2121
* kiyxyyyxxx iiikk    

Лемма 2.2.4 (Гронуолла-Беллмана). Если неотрицательная функция 

z(t)С[0, T] удовлетворяет неравенству 

,,,)()(
0

constLconstadsszLatz

t

   

то z(t) aeLt; в частности, если а=0, то z(t) 0. 

Лемма 2.2.5. Если функции u зависят от t (0 t  T), и, возможно, других 

переменных, оператор F(t,x,…;u) отображает непрерывные функции в непре-

рывные и удовлетворяет условию: 

| F(t,x,…;u1)  F(t,x,…;u2)| L|| u1 u2||C([0.t] W), L=const, 

где W – возможное пространство других переменных,  

функция A(t,x,…)  и функция F(t,x,…;0) равномерно ограничены в рассматри-

ваемой области: 

  |A(t,x,…)|  a = const, |F(t,x,…;0)|  f0 = const, 

то решение операторно-ИУ 

TtdsuxsFxtAuxtJxtu

t

  0,),...;,(,...),(),...;,(,...),(
0

                         (2.2.1)       
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существует и удовлетворяет неравенству 

|u(t,x,…)| (a+Tf0)e
Lt.                                                                                     (2.2.2) 

 Доказательство. Рассмотрим пространство CM  непрерывных функций, 

удовлетворяющих условию |u(t,x,…)| (a+Tf0)e
Mt, где M>L, с нормой 

|| u||M = max{|u((t,x,…)|eMt:0 t T, W}. 

В нем имеем:    

 
tt
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e
M

L
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Таким образом, оператор J отображает пространство CM  в себя. Далее,  

 
t

dsuxsFuxsFuxtJuxtJ
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2121 )),...;,(),...;,((|),...;,(),...;,(|  
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= .||||)1(|||| 2121

Mt

M

Mt

M euu
M

L
euu

M

L
  

Отсюда 
MM uu

M

L
uJuJ ||||||)()(|| 2121  и на основании ПСО получаем, 

что уравнение (2.3.3) имеет единственное решение в СМ.  

Переходя к пределу при ML, получаем (2.2.2). Лемма доказана. 

  

2.3. Основы метода дополнительного аргумента 

При исследовании СНДУ в ЧП первого порядка методом характеристик она 

сводится к нелинейной СИУ и эта система имеет суперпозицию неизвестных 

функций. А после нахождения решения от характеристических переменных 

требуется перейти от характеристических переменных к исходным переменным, 

чтобы получить решение исходной задачи. Последняя задача во многих случаях 

настолько сложна, что не может быть решена, но предполагается, что обратные 

преобразования переменных допустимы. Что бы избавиться от таких трудностей, 

кыргызские ученые разработали так называемый  MДА. 

Основы MДА изложены в работе М.И. Иманалиева [21]. Многие 

исследователи внесли свой вклад в дальнейшее развитие и совершенствование 

этого метода. Таким исследователям можно добавить Ю.А. Ведь, П.С. Панкова, 

С. Н. Алексеенко, А.Ж. Аширбаеву  и др. Особенность этого метода в том, что 

он сводит задачу к СИУ, где не присутствует суперпозиция неизвестных 

функций. А как известно, можно использовать различные методы для получения 

решения СИУ. Здесь также можно использовать метод аппроксимации. 

Мы используем следующую схему MДА, с использованием 

усовершенствованных обозначений, предложенных А.Ж. Аширбаевой. 

Рассматривается начальная задача для ДУ в ЧП первого порядка с 

переменными (t,x). В качестве помощника к этому аргументу t вводится новая 

переменная . А для неизвестной функции u(t,x) рассматривается 

вспомогательная функция v(,t,x). В этой функции, когда τ=t, имеет место 
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v(t,t,x)=u(t,x). 

Bводится еще  вспомогательный оператор от функции v(,t,x): 

 ).(),,(,),,():),,(;,,(
3

TQxtdxtvxxtvxtp
t

  
                      

(2.3.1) 

 При использовании МДА применяются следующие леммы: 

 Лемма  2.3.1. Имеет место тождество 

.),,()],,([);,,()],,([ 


dxtvxttvDvxtpxttvD
t

                                                         

 Доказательство. Для (2.3.1) выполняются следующие преобразования: 
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 ),,(),,(),,(  

.),,()],,([),,(),,(),,( 


dxtvxttvDdxtv
x

xttvxtv
t

tt

 
















  

Лемма  2.3.2. Если имеет место равенство 

,0),,()],,([ xtvxttvD                                                                                (2.3.2) 

то имеет место также равенство 

0);,,()],,([ vxtpxttvD  .                                                                         (2.3.3) 

Лемма 2.3.3. Для );,,( uxtp  справедливо тождество 

).(),,,(),;,,());;,,(,,( 3 TQxtuxpuuxtptp                                   (2.3.4)                                                             

Доказательство. Из (2.3.1) имеем следующее: 
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
t

dsuuxtptspsuuxtpuuхtptp


 ,)));;,,(,,(,();,,());;,,(,,(






 ,));,,(,();,,( dsuxspsuxuхp  

Обозначим .);,,());;,,(,,( );,,,( uxpuuxtptpuxtq     

Тогда имеем:  

 



t

dsuxspsuxuxpuuxtptp ));,,(,();,,());;,,(,,(  

  |));,,(,()));;,,(,,(,(

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 )));;,,(,,(,());,,(,(                   
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dsuxspsudsuuxtptspsu
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 ));,,(,()));;,,(,,(,(  

 
t

dsuxspsuuuxtptspsu


 ));,,(,()));;,,(,,(,((  

.);,,());;,,(,,( 
t

dsvxspuuxtptspL


   

Переписываем эту оценку в виде 

.);,,,();,,,( 
t

dsuxtsLquxtq


                                                 (2.3.5) 

Из интегрального неравенства (2.3.5) для неотрицательной функции, в 

котором переменные xt ,,  играют роль параметров,  в силу леммы Гронуолла-

Беллмана, вытекает тождество  

0);,,,( uxtq   

и справедливость (2.3.4). 
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Аналогичные утверждения имеют место и для многомерного случая 

(вектора x=(x1, x2,…, xn)). 

 

2.4. Краткое содержание диссертации 

 

Переходим к  краткому изложению результатов работы. 

         В третьей главе работы рассмотрено  исследование решений 

 ЧП в ДУ-СНИ. с двумя независимыми переменными. 

В 3.1. рассматривается начальная задача для СНДУ в ЧП: 

)),(),...,,(),,(,,(
),(

)),(),...,(,,(
),(

211 xtuxtuxtuxtf
x

xtu
xtuxtuxtа

t

xtu
ni

i
n

i 








(3.1.1) 

),(),( 1 TQxt   

  )2.1.3(    .,...,2,1,),(,0 niRxxxu ii   

Отличие этой работы от работы Ж.И. Мамбетова в том, что коэффициенты 

при ЧП первого порядка от неизвестных функций зависят от нескольких 

неизвестных функций. В работе Ж.М. Мамбетова соответствующие 

коэффициенты зависят только от одной неизвестной функции. 

 Доказана следующая теорема: 

ТЕОРЕМА 3.1.1.  Для i=1,2,..,n, 

,0),()()( 1 constLLLipRCx iii 

.0,),...,,())((),...,,(

,0,),...,,())((),...,,,,(

1

1

101

)1(

1
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)1(

21

constNNNNLipRTQСuuxta

constMMMMLipRTQСuuuxtf
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n
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i
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i

nu

i

x

in

ni

n

n





 Тогда существует такое ,0 TT   что СНДУ в ЧП (3.1.1) с НУ  (3.1.2) 

 nTQС ))((в решение оеединственн имеет *1

)1(
.   

 В 3.2.  рассмотрено использование развитую методику для  

для СНИ.-ДУ в ЧП: 
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(3.2.1)                                           ),(),(),,:),(),...,,(;,(
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с НУ (3.1.2). 

ТЕОРЕМА  3.2.1.  Пусть выпоняются все уловия теоремы 3.1.1 и 

F1) операторы  Fi– непрерывные по первой и второй переменной и 

);( 0 хi HLipF 
 

F2) существует такие Hi>0, что для любого T*T 
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Тогда существует такое ,0 TT   что СНИ.-ДУ в ЧП (3.2.1) с НУ (3.1.2) 

 nTQС ))((в решение оеединственн имеет *1

)1(
.   

 Рассмотрен конкретный  ПРИМЕР 3.2.1: 

 Рассмотрена  СНИ.-ДУ в ЧП вида: 
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с НУ: 

(3.2.8)                                             .2,1,,,,),0(   iRxRхxu iiiii                                                                          

 Задача (3.2.7)-(3.2.8) сведена к СИУ: 
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Для (3.2.18) применяется МПП.  

В частности из (3.2.18), (3.2.19) можно получить решение однородной 

системы с НУ (3.2.1) в виде: 
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В 3.3. рассматривается СНОУ в ЧП вида: 
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(3.3.1) 

Система (3.3.1) рассматривается с НУ 
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Доказана следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 3.3.1. Пусть  

1) ,1,...,1),()()( )1(  nkLLipRCx
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,0 constN
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 i=2,…,n; 

2) оператор  F1– непрерывный по первой переменной и он удовлетворяет 

условию Липшица: существует такое К1>0, что для любого  

T* T: 

,||),(),(||||);();(|| )(211)(21 11 
 TQTQ xtuxtuKutFutF  
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          3) операторы niuuuxtF
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Тогда при TT 
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0  задача (3.3.1)-(3.3.2) имеет решение в   .))(( *1

)1( n
TQС  

В разделе 3.4 . проводится построение решения СНИ-ДУ в ЧП: 
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,  ),(),0(,),0( 21 Rxxxuхxu        .),( 1Qxt                                           (3.4.2) 

Функции, приведенные в задаче (3.4.1) - (3.4.2), достаточно гладкие, т.е. 
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Построение решения конкретной СНИ-ДУ в ЧП рассмотрено в 3.4: 
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                    (3.5.1) 

с НУ (3.4.2). 

Получено решение задачи (3.5.1), (3.4.2) в виде: 
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
t

dsxtspsuxtspsgxtpxtu
0

12 ,)),,(,(),,,(,()),,0((),(   

где функция ),,( xtsp решение следующего ИУ: 


t

s

dxtpuxxtsp .)),,(,(),,( 1 
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В четвертой главе рассмотрено решение СНИ.-ДУ в ЧП многомерном 

случае. 

В 4.1. рассмотрено развитие МДА СДУ в ЧП первого порядка: 

)1.1.4(                  )),,..,,(),...,,..,,(),,..,,(,,..,,(

),..,,(
),...,,,,...,,(

),..,,(

112111

1

1
211

1

nnnnni

n

k k

ni
nnk

ni

xxtuxxtuxxtuxxtf

x

xxtu
uuuxxta

t

xxtu













  

),(),..,,(,,..,2,1 11 TQxxtni n

n   

)2.1.4(                    ,),..,(,,..,2,1),,..,(),..,,0( 111

n

nnini Rxxnixxxxu   

ТЕОРЕМА 4.1.1. Пусть  функции ),(),...,( 1

1

n

ni RCxx   



),)((),...,,,,...,,(),,...,,,,...,,( 1

1,...,1,1,...,1,0

211211

nn

nninni RTQCuuuxxtfuuuxxta разnразn   

i=1,2,..,n. 

Тогда задача (4.1.1), (4.1.2) имеет единственное, ограниченное  решение в

),( *1 TQn
 где Т* ( TT  *0 ) определяется из исходных данных. 

   Использование развитую методику для следующей СНИ.-ДУ в ЧП с НУ 

(4.1.2) рассмотрено в 4.2: 

)1.2.4( ),,...,,:,...,,;,...,,(),...,,,,..,,(

),..,,(
),...,,,,...,,(

),..,,(

1211211

1

1
211

1

nnninni

n

k k

ni
nnk

ni

suuuxxtFuuuxxtf

x

xxtu
uuuxxta

t

xxtu













  

).(),..,,(,,..,2,1 21 TQxxtni n

n   

ТЕОРЕМА 4.2.1.  Пусть выпоняются все уловия теоремы 4.1.1 и 

F1) операторы  Fi– непрерывные по первым n+1 переменным и 

;,...,2,1,0,),...,,( 00

2

0

1

0 21
niconstHHHHLipF i

x

n

xxi n


; 

F2) существует такие Hi>0, что для любого T*T 
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.||),...,,(),...,,(||

),...,,:)),(),...,,(;,...,,(

),...,,:)),(),...,,(;,...,,(

)(1

2

1

1

1

)(1

22
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1
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*1
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i
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n

xxtuxxtuH

ssusuxxtF

ssusuxxtF














 

Тогда задача (4.2.1), (4.1.2) имеет единственное, ограниченное  решение в

)( *1 TQn
, где Т* ( TT  *0 ) определяется из исходных данных. 

В 4.3. рассмотрено решение СНИ.-ДУ с ЧП с неодинаковыми 

сомножителями и с n+1 независыми переменными: 

































),...,;,(),()],...,,,(),...,,...,,,([

),,;,(),()],,,,(),...,,,,,([

),,;,(),(],...,),,,,,([

)(),...,,,(),()],...,,,(),...,,...,,,([

11111

32123321332131

21122222121

1
11111111

nnnnnnnn

n

n

n

k
nknnn

uuxtFxtuuuxtauuxtaD

uuuxtFxtuuuuxtauuuxtaD

uuxtFxtuaauuxtaD

tfuuxtaxtuuuxtauuxtaD

    (4.3.1) 

).(),(),,...,,( 121 TQxtxxxx n

n   

Система (4.3.1) рассматривается с НУ    

.,...,2,  ),(),0(

,),0(
1

1

nкRxxxu

хxu

n

кк

n

k
k








                                                     (4.3.2) 

Для решения данной задачи использована МДА  

Рассмотрен следующий Пример 4.3.1: 











  


)9.3.4(),,,,,(),,()],,,,(),,,,,([

),,(),,,,(),,()],,,,(),.,,,,([

21221222121

1

0

1

0

2

1
211121122111

uuyxtbyxtuuuyxtauuyxtaD

ddtuuuyxtayxtuuuyxtauuyxtaD
k

k 
     

где 

,],0[)(
~

),,( 22

1  RTTQyxt  

Систему (4.3.9) рассмотрим с НУ: 
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.),(  ),,(),,0(

,),,0(

2

2

1





Ryxyxyxu

yxyxu


                                          (4.3.10) 

Заданные функции достаточно гладкие: 

),)(
~

),,,,(),()),( 22

1

)1(

21

2)1( RTQСuuyxtaRCyx ij  

.2,1,),)(
~

(),,,,( 22

1

)1(

21  jiRTQСuuyxtb  

В 4.3. построено решения  СИ.-ДУ в ЧП с вырожденным ядром вида: 
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yxtu
yxtu

t

yxtu

dsddsusKtHyxtu
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
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   (4.4.1) 

с НУ 

.
~

),,(,2,1,),,0( 2

1Qyxtiyxyxui                                                          (4.4.2) 

 

2.5. Заключение по Главе 2 

 

Определены объект, предмет исследований и поставлены задачи для 

исследований. Приведены вспомогательные результаты. Дана краткая 

информация о МДА. Приведены основные леммы, используемые в этом методе. 

Также представлена краткая информация об основных результатах, полученных 

в диссертационной работе. 

 

 

 

 

 



31 
 

ГЛАВА 3. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

 

3.1.  Применение метода дополнительного аргумента к решению системы, 

где коэффициенты при частных производных неизвестных функций 

зависят от нескольких неизвестных функций 

  

Рассматривается начальная задача для СНДУ в ЧП: 

)),(),...,,(),,(,,(
),(

)),(),...,(,,(
),(

211 xtuxtuxtuxtf
x

xtu
xtuxtuxtа

t

xtu
ni

i
n

i 








(3.1.1) 

),(),( 1 TQxt   

  )2.1.3(    .,...,2,1,),(,0 niRxxxu ii   

Отличие этой работы от работы Ж.И. Мамбетова в том, что коэффициенты 

при ЧП первого порядка от неизвестных функций зависят от нескольких 

неизвестных функций. В работе Ж.М. Мамбетова соответствующие 

коэффициенты зависят только от одной неизвестной функции. 

ТЕОРЕМА 3.1.1.  Для i=1,2,..,n, 

,0),()()( 1 constLLLipRCx iii 

.0,),...,,())((),...,,(

,0,),...,,())((),...,,,,(

1

1

101

)1(

1

101

)1(

21

constNNNNLipRTQСuuxta

constMMMMLipRTQСuuuxtf

iunux

n

n

i
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i

nu

i

x

in

ni

n

n





 Тогда существует такое ,0 TT   что СНДУ в ЧП (3.1.1) с НУ  (3.1.2) 

 nTQС ))((в решение оеединственн имеет *1

)1(
.   

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через ))(( 2

)1(
TQСx

пространство таких 

функций ),,,( xsq   из ))(( 2

)1( TQC , что )).((),,( 2

)1( TQСxxsq   

1. ДУ в ЧП (3.1.1) с НУ (3.1.2)  в пространстве ))(( *1

)1( TQС эквивалентно  

СИУ: 

 )),,0((),( xtqxtu ii   
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)33.1..(,))),,(,()),...,,,(,()),,,(,(),,,(,( 21

0

 dxtquxtquxtquxtqf n

t

i

  

 

)43.1.(,)),,(,(),...,,,(,(),,,(,(),,( 1
t

s

n dxtquxtquxtqaxxtsq 

                         
,,...,2,1),(),,( 2 niTQxts   

в пространстве   .))(())(( *1

)1(

2

)1( n

x TQСTQС   

В самом деле, применяя МДА  для СНДУ в ЧП (3.1.1) с НУ (3.1.2), сводим 

задачу к СИУ (3.1.3),( 3.1.4).   

Пусть теперь nixtsqxtui ,..,2,1),,,(),,(   - решение СИУ (3.1.3), (3.1.4).  

Тогда ,,..,2,1),,( nixtui   удовлетворяют уравнению (3.1.1) и НУ (3.1.2).  

 В самом деле, из (3.1.3), ( 3.1.4) имеем: 
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Для всякой функции ))((),...,,( 1

)1(

1

n

n RTQСuuxta   из ИУ (3.1.6) имеем  

).(),,(,),,(,0
),,(

),...,,,(
),,(

21 TQxtsxxssq
x

xtsq
uuxta
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xtsq
n 










                   

Следовательно, из равенства (3.1.5) получается уравнение (3.1.1). 

2. СИУ  (3.1.3), (3.1.4) имеет единственное решение. 

Преобразуем ИУ (3.1.3).  

В СИУ (3.1.3), (3.1.4) как в  [11] заменяем х на txtq  ),,,( : 
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,))),,(,,(,()),...,,,(,,(,()),,,(,,(,()),,,(,,(,(

))),,(,,0(()),,(,(
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0





dxtqtquxtqtquxtqtquxtqtqf

xtqtqxtqtu
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



),(),,(
2

TQxt                                                                                            (3.1.7) 


t

s

n duxtqtquxtqtqaxtqxtqtsq ,))),...,,,(,,(,()),,,(,,(,(),,()),,(,,( 1 

).(),,,(
3

TQxts                                                                                         (3.1.8) 

Из (3.1.8), используя (3.1.4), получаем 

 ,))),,(,()),...,,,(,(),,,(,(

))),...,,,(,,(,(),,,(,,(,([),,()),,(,,(

1

1


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dxquxquxqa

uxtqtquxtqtqaxsqxtptsq

n

t

s

n


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).(),,,(
3

TQxts   

Отсюда имеем: 

 

)9.1.3(                                                                                 ),(),,,(

,),,()),,(,,()()...

),,()),,(,,(
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TQxts

dxqxtqtqNNN

xsqxtqtsq
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s

n
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











         

где )()(  RСt - известная функция, определяемая по исходным данным.  

Из интегрального неравенства (3.1.9) вытекает «тождество 

транзитивности», см. Лемму 1.1.3: 

).(),,,(),,,()),,(,,( 3 TQxtsxsqxtqtsq                                      (3.1.10) 

Тогда из (3.1.7), (3.1.8) имеем:  

,)),,(),...,,,(),,,(),,,(,()),,0((),,( 21

0

 dxxxxqfxqxt n

t

iii 
          (3.1.11) 

)12.1.3(      ,,...,2,1,)),,(),...,,,(),,,(,(),,( 1 nidxxxqaxxsq
s

n  



   

где обозначено 

(3.1.13)                                     .,...,2,1)),,,(,(),,( nixsqsuxs ii                                                     
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В СИУ (3.1.11), (3.1.12) приравнивая  t на τ, получаем СИУ (3.1.3), (3.1.4). 

Учитывая обозначение (3.1.13), имеем ωi(t,t,x)=ui(t,x), i=1,2,…,n.  

Итак достаточно доказать существование решение СИУ (3.1.11), (3.1.12).  

Следовательно, используя МДА для СДУ в ЧП (3.1.1) с НУ (3.1.2), свели  

задачу к СИУ (3.1.3), (3.1.4), которая эквивалентна СИУ (3.1.11), (3.1.12).   

     Запишем эту СИУ (3.1.11),(3.1.12) в виде одного ВУ, аналогично тому, как это 

делали в [11]: 

),;,,(),,(  xsAxs                                                                     (3.1.14) 

в котором ),...,,,( 210 n  - вектор-функция переменных ),,( xs  , 

компоненты вектор –функции: ),,(),,,( 110 xsxsq   , ),,(22 xs   , …, 

),,( xsnn   , а компоненты оператора ),...,,,( 210 nAAAAA   : 

(3.1.15)                                             )),,,(),...,,,(),,,(,();,,( 100 xxxaxxsA n

s





)                                    

 )),,0(();,,( 0 xxsA ii   

.,...,1,)),,(),...,,,(),,,(),,,(,( 210

0

nidxxxxf n

s

i              (3.1.16) 

 Поскольку пространство  nx TQСTQС ))(())(( *2

)1(

*2

)1(
 не является линейным, 

введем в нем метрику 

  .,...,0:))(),(:),,(),,(supmax),( *2

2121 niTQxtxsxs ii      (3.1.17)  

Обозначим   ,))(())(()0,...,0,( *1

)1(

*2

)1( n

xx TQСTQСx   

 }}.,..,1:max{,max{ niTfTaM
ninin

 
  

Имеем: 

 .}},..,1:max{,max{)),(( MniTfTaA
nininx    

Покажем, что система уравнений (3.1.14)-(3.1.15)-(3.1.16) имеет в шаре 

),( MS x пространства  n
x TQСTQС ))(())(( *1

)1(

*2

)1(
 решение при некотором 

.* TT   

 Справедливы следующие оценки 
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     Отсюда следует, что оператор A при 

},...,2,1:)/(1);.../(1,min{
0

10* niMLNNNTT
n

k

i

kin  
 ,  

осуществляет СО шара ),( MS x на себя.  

Следовательно, по ПСО  уравнение (3.1.13) имеет одно и только одно 

решение. Таким образом, задача (3.1.1)-(3.1.2) также имеет единственное 

решение. Теорема 3.1.1. доказана. 

 

3.2.  Использование развитой методики для решения систем нелинейных 

интегро-дифференциальных уравнений в частных производных 

 

Рассматривается начальная задача для СНИ.-ДУ в ЧП: 

 

(3.2.1)                                           ),(),(),,:),(),...,,(;,(
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с НУ (3.1.2). 

Операторы в (3.2.1), где ni ,...,2,1  имеют один из следующих видов:  

,)),(),...,,(,,,(),:),(),...,,(;( 1

00

1 dsdsusustKssusutF ni

t

ni  
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  

n

iiini dtuxKxtfssusuхtF 




 ).),(),(,,(),:),(),...,,(;,( 1   
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),:),(),...,,(;,( 1  ssusuхtF ni  





t

i dsdsux
0

22 и.т.д. ),()exp(   

ТЕОРЕМА 3.2.1.  Пусть выпоняются все уловия теоремы 3.1.1 и 

F1) операторы  Fi– непрерывные по первой и второй переменной и 

);( 0 хi HLipF 
 

F2) существует такие Hi>0, что для любого T*T 

.||),(),(||

||),:)),(),...,,(;,(),:)),(),...,,(;,(||

)(

21

1

)(

22

1

11

1

*1

*1

TQiii

n

i

TQnini

xtuxtuH

ssusuxtFssusuxtF










 

Тогда существует такое ,0 TT   что СНИ.-ДУ в ЧП (3.2.1) с НУ (3.1.2) 

 nTQС ))((в решение оеединственн имеет *1

)1(
.   

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. СНИ.-ДУ в ЧП (3.2.1) с НУ (3.1.2)  в пространстве 

))(( *1

)1( TQС  эквивалентна СИУ (3.1.4) и 
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в пространстве   .))(())(( *1
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2

)1( n

x TQСTQС   

 В самом деле, из (3.2.2), ( 3.1.4) имеем (3.1.6) и следующее равенство: 
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СИУ (3.1.11), (3.1.12) для поставленной задачи (3.2.1), (3.1.2), принимает 

следующий вид  (3.1.11) и:  




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

   (3.2.4)                                 

Здесь примется обозначение (3.1.13).    

     Записываем СИУ (3.2.4), (3.1.12) в виде ВУ: 

),;,,(
~

),,(  xsAxs                                                                            (3.2.5) 

где ),...,,,( 210 n  - вектор-функция переменных ),,( xs  ,где

),,(),,,( 110 xsxsq   , ),,(22 xs   , …, ),,( xsnn   . 

Имеем (3.1.15) и следующие операторы: 
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i                 (3.2.6) 

 Используя метрику (3.1.17)  и обозначения из раздела 3.1. получаем 

следующие оценки:  
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Следовательно, по ПСО  уравнение (3.2.5) имеет одно и только одно решение 

при  

}.,...,2,1:)(/(1);.../(1,min{
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10* niHMLNNNTT
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kin  
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 ПРИМЕР 3.2.1.  Рассмотрим СНИ.-ДУ в ЧП вида: 
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с НУ: 

(3.2.8)                                              2,1,,,,),0(   iRxRхxu iiiii       

         Задача (3.2.7)-(3.2.8) с помощью МДА сводится к СИУ: 
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  ,),,(,(),,(,(),,( 11  dxtpuxtpuxxtsq
t

s

                             (3.2.10) 

).(),,( 2 TQxts   

В СИУ (3.2.9) как в 3.1 заменяя х на txtq  ),,,( и используя (3.1.10), 

имеем: 
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              (3.2.11) 

Из (3.2.11) суммируя уравнения системы, получаем: 
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).(),,( 2 TQxt   

Интегрируя (3.2.12) по t от 0 до τ, имеем: 

 

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 Подставляя (3.2.10) в (3.2.13), находим: 
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Из (3.2.14), (3.2.10) имеем: 
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Теперь подставляем (3.2.15) в СИУ (3.2.11). 
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В (3.2.17) приравнивая τ=t, получаем следуюшую СИУ: 
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Далее для (3.2.18) применяя МПП, находим u1(t,x), затем подставляя ее в 

(3.2.19) найдем u2(t,x). 

В частности из (3.2.18), (3.2.19) можно получить решение однородной 

системы с НУ (3.2.1) в виде: 
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3.3. Решение  систем нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в 

частных производных с неодинаковыми сомножителями 

 

В данной работе рассматривается СНОУ в ЧП вида: 
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(3.3.1) 

Система (3.3.1) рассматривается с НУ 

.
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 nкxxu
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                                                        (3.3.2) 

Для решения данной задачи используем МДА. (Рассмотрененная задача 

(3.3.1)-(3.3.2) путем введения дополнительной переменной сводится к СИУ, 

удобной для исследования).  

Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 3.3.1. Пусть  
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2) оператор  F1– непрерывный по первой переменной и он удовлетворяет 

условию Липшица: существует такое К1>0, что для любого  

T* T: 

,||),(),(||||);();(|| )(211)(21 11 
 TQTQ xtuxtuKutFutF  

          3) операторы niuuuxtF
ii

,...,1),,...,,;,(
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 отображают непрерывные 

функции в непрерывные и 

.,...,2,,),,(),...,,;,( 21 niconstKРКРLipuuuxtF iiuixiii i
  

Тогда при TT 


0  задача (3.3.1)-(3.3.2) имеет решение в   .))(( *1

)1( n
TQС  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 

Для доказательства теоремы 3.3.1. воспользуемся МДА.  

         Используем обозначения и метрику (3.1.17) из раздела 3.1.  

Рассмотрим сначала первое уравнение системы (3.3.1). Это уравнение  с 

условием (3.3.2) с использованием МДА сводиться к следующему ИУ: 
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В самом деле, из (3.3.3) получаем: 
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          ЛЕММА 3.3.1. Существует такое 0*

1
T , что ИУ (3.3.3) имеет 

единственное решение в ))(( *

11 TQС . 

Доказательство леммы 3.3.1 
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tQ uuTKdsuuK    

Мы должны выбрать число Т так, чтобы уравнение (3.3.3) имело решение в 

пространстве функций ))(( *

11

)1( TQС . По ПСО выберем Т следующим образом: 

T1*= 1/К1. 

Лемма 3.3.1. доказана. 

Теперь подставляя найденную функцию ),(~),(
11

xtuxtu   во второе 

уравнение системы (3.3.1) получаем следующую задачу относительно 

неизвестной функции :),(
2

xtu  

);,(
~

),()],,(~[
22222

uxtFxtuuxtaD                                                       (3.3.41) 

с НУ (3.3.2), 

где 

).,~,,(),,(~),,~;,();,(
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2122221222 uuxtauxtauuxtFuxtF   

ЛЕММА 3.3.21. В пространстве ))(( *

21

)1( TQС задача (3.3.41)-(3.3.2) 

эквивалентна СИУ: 

)53.3.(,)),,(,();,,(,(
~

)),,0((),( 1121
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2112  dxtpuxtpFxtpxtu
t
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TQxts
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Доказательство леммы 3.3.21. Для решения новой задачи (3.3.41)-( 3.3.2) 

воспользуемся МДА. Подробную информацию об особенностях этого метода и 

сведении ОУ к СИУ можно найти в работах [47-49].  

Сводим задачу (3.3.41)-(3.3.2) к СИУ (3.3.51)-(3.3.61),  используя 

результаты  работ [48-49]. 

Рассмотрим теперь, удовлетворяет ли решение СИУ (3.3.51)-(3.3.61) 

поставленной задаче. Для этого мы найдем необходимые ЧП, поставляем их в 

уравнение (3.3.41) и проверяем выполнение НУ (3.3.2). 

 Из уравнения (3.3.51) имеем:  
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Мы получаем следующее уравнение из уравнения (3.3.61): 

0
),,(

),,(~),,(
1

22

1 









x

xtsp
uxta

t

xtsp

 

Если мы применим его к приведенному выше уравнению, мы получим, что 

решение системы (3.3.51)-(3.3.61) удовлетворяет задаче (3.3.41 )-(3.3.2). 

Лемма 3.3.21 доказана. 

ЛЕММА 3.3.22. СИУ (3.3.51)-(3.3.61) имеет единственное решение. 

Доказательство леммы 3.3.22. Чтобы доказать единственность решения 

СИУ, мы преобразуем ИУ (3.3.51). Другими словами, мы заменяем следующие 

переменные: t на s, x на p1(s,t,x).  Затем мы используем равенство (2.3.4) и 

равенство, которое было доказано в работе А.Ж. Аширбаевой [11]: 

)(),,,(),,,()),,(,,(
3111

TQxtsxtspxtpsp   .                               (3.3.71)

 
После преобразования ИУ (3.3.51), используя (3.3.71),  из (3.3.51)-(3.3.61) 

получаем следующую СИУ: 

)(3.3.8                                  ,)),,();,,(,(
~

)),,0((),,( 111

0

2111  dxtxtpFxtpxts
s



).(),,(

),(3.3.9                                        ,)),,(),,,(,(~),,(
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11121

TQxts

dxtxtpaxxtsp
t

s


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где обозначено 

)(3.3.10                                                                      )).,,(,(),,( 1121 xtspsuxts 

 Рассмотрим взаимосвязь между системами (3.3.51),(3.3.61) и (3.3.81), 

(3.3.91). Сначала мы получили систему (3.3.81), (3.3.91) из системы (3.3.51), 

(3.3.61), заменяя переменные и введя обозначение (3.3.101).  
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Следовательно, СИУ (3.3.81), (3.3.91) при t=τ совпадает с СИУ 

(3.3.51),(3.3.61). Согласно (3.3.101) имеем ).,(),,(
21

xtuxtt 
 

Мы видим, что решения СИУ (3.3.81), (3.3.91) достаточно для решения СИУ 

(3.3.51), (3.3.61), эквивалентной исходной задаче (3.3.51)-(3.3.61). Решение 

начальной задачи таким способом - особенность МДА. 

     Для определения существования и единственности решения СИУ (3.3.81), 

(3.3.91) запишем систему в виде ВУ: 

),;,,(),,(
111
 xtsAxts                                                                       (3.3.111) 

где ),( 2
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11
   - функция переменных ),,( xts  и ),,(
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1
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2

1 xts  . 

Следовательно, оператор ),( 2
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Используя условия теоремы 3.3.1 для заданных функций, получим следующую 

оценку: 

 .}
~

max{,~max{)),((
1212111

HTFTaA
nnnx

   

Используем ПСО. Докажем, что оператор А осуществляет СО шара ),(
11

HS
x

 на 

себя. Тем самым докажем, что задача (3.3.81)-(3.3.91)-(3.3.141) имеет в шаре 

),(
11

HS
x

 пространства ))(())(( *

21

)1(*

22

)1(
TQСTQСx   решение при некотором 

.*

2
TT   

 Получаем оценки: 
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где  
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TKPLT 
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    Согласно приведенным выше оценкам, мы выбрали 


2
T  для существования 

и единственности решения уравнения (3.3.111)  по ПСО: 

)}./(1);/(1,min{
22110

*

2
KPLNNTT   

Следовательно, задача (3.3.41)-(3.3.2) также имеет единственное решение.  

Мы решили первое и второе уравнения системы (3.3.1). Подставим 

найденные функции  в третье уравнение данной системы и будем решать третье 

уравнение системы (3.3.1) по известным функциям:   

Следовательно, мы получаем следующую задачу: 

);,(
~

),()],,(~[
33333

uxtFxtuиxtaD                                                     (3.3.42) 

с условием (3.3.2), 

где 
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ЛЕММА 3.3.31. В пространстве ))(( *1

)1( TQС задача (3.3.42)-(3.3.2) 

эквивалентна СИУ: 

)5.3.3(,)),,(,();,,(,(
~

)),,0((),( 2232
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          Доказательство леммы 3.3.31.  

Как и в лемме 3.3.21, мы используем MДA. Сведем задачу (3.3.42)-(3.3.2) к 

решению СИУ (3.3.52)-(3.3.62).   

Рассмотрим теперь, удовлетворяет ли решение СИУ (3.3.52)-(3.3.62)  

уравнению (3.3.42) и НУ (3.3.2). Для этого найдем необходимые ЧП из (3.3.52)-

(3.3.62) и  поставляем их в уравнение (3.3.42): 
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Из (3.3.62) следует соотношение 

 
x

xtsp
uxta

t

xtsp








 ),,(
),,(~),,(

2

23

2 =0. 

Отсюда видим, что решение системы уравнений (3.3.52)-(3.3.62)  

удовлетворяет уравнению (3.3.42) и НУ (3.3.2). 

ЛЕММА 3.3.32. СИУ (3.3.52)-(3.3.62) имеет единственное решение. 

Доказательство леммы 3.3.32. Как и в лемме 3.3.22, заменяем переменные 

в системе (3.3.52)-(3.3.62): t на s, x на p1(s,t,x). Используем равенство, которое 

можно назвать «тождеством транзитивности МДА»: 

)(),,,(),,,()),,(,,(
3222

TQxtsxtspxtpsp    .                              (3.3.72)

 
После замены переменных и использования равенство (2.3.72) получаем 

следующее: 
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где  

)(3.3.10                                                                        )).,,(,(),,( 2232 xtspsuxts   

Из (3.3.82), (3.3.92), (3.3.102) имеем ).,(),,(
32

xtuxtt   

Далее исследуем существование решение СИУ (3.3.82), (3.3.92).   

          ВУ СИУ (3.3.82), (3.3.92) записывается в виде: 

),;,,(),,(
222

 xtsAxts                                                                             (3.3.112) 
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 Используя (3.3.3), (3.3.4) для заданных функций, обозначим 
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TFTaH
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Имеем: 
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Рассмотрим шар ),(
22
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 пространства )).(())(( *
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TQСTQСx   

В этом шаре мы выбираем .*

3
TT   так, чтобы СИУ  (3.3.82)-(3.3.92)- 

(3.3.112) имела единственное решение. 

 Получаем оценки: 
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где  

.)()(
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TKPLT   

На основе ПСО мы показали, что оператор A при 

)}/(1);/(1,min{ 33221

*

3 KPLNNTT   осуществляет СО.   

Следовательно, (3.3.112) имеет единственное решение.  

            Мы видим, что существование единственного решения системы (3.3.112) 

достаточно для определения существования единственного решения СИУ 

(3.3.42)-(3.3.2) эквивалентной исходной задаче (3.3.52)-(3.3.82).  

 Продолжая этот процесс, будем решать последнее уравнение  системы (3.3.1) по 

известным функциям   :),(~),(),...,,(~),(),,(~),(
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с НУ (3.3.2), 

где 
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ЛЕММА 3.3.N1. В пространстве ))(( *1

)1( TQС задача (3.3.4n-1)-(3.3.2) 

эквивалентна СИУ: 
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          Доказательство леммы 3.3.N1. Доказательство этой леммы 3.3.N1 

аналогично доказательству предыдущих  лемм 3.3.21 и 3.3.31. Сначала МДА 

сводим систему (3.3.4n-1)-(3.3.2) к СИУ (3.3.5n-1)-(3.3.6n-1). Затем докажем, что 

решение системы ИУ (3.3.5n-1)-(3.3.6n-1) удовлетворяет поставленной задаче. 

Чтобы проверить это, мы берем ЧП, которые нам нужны из (3.3.5n-1), (3.3.6n-1) и 

подставляем  их в  (3.3.4n-1). 

Следовательно, получаем: 
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ЛЕММА 3.3.N2 . СИУ (3.3.5n-1)-(3.3.6n-1)) имеет единственное решение. 

Доказательство леммы 3.3.N2. Доказательство этой леммы такое же, как 

и в предыдущих  леммах 3.3.2-3.3.4. Сначала мы заменяем переменные, затем 

используем транзитивное равенство: 
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Мы получаем следующую систему: 

)(3.3.8               ,)),,();,,(,(
~

)),,0((),,( 1-n11

0

111  dxtxtpFxtpxts nn

s

nnnn    

),(),,(

)(3.3.9                      ,)),,(),,,(,(~),,(

2

1-n111

TQxts

dxtxtpaxxtsp
t

s

nnnn



   
 

где  
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     Запишем ВУ СИУ (2.3.8n-1),( 2.3.9n-1): 

),;,,(),,(
nnn

xtsAxts  
                                                                (3.3.11n-1) 

где  

),( 21

nnn
  , ),,(

1

1 xtsp
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2 xts
nn 
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                                   ,)),,(),,,(,(~);,,(
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nnnnn
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  

.)),,();,,(,(
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)),,0(();,,( 21
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1

1

2  dxtxtFxtxtsА
nn

s

nnnnn 
  

 Используя (3.3.3). (3.3.4), введем обозначение 

}}.
~

max{,~max{
11

TFTaH
n

nnnnnn



  

Имеем: 

 .}
~

max{,~max{)),((
11 


n

n
nnnnnxnn

HTFTaA   

Рассмотрим шар ),(
1nxn

HS  пространства ))(())(( *

1

)1(*

2

)1(

nnx TQСTQС  . 

Покажем, что TTn * СИУ (3.3.8n-1)-(3.3.9n-1)-(3.3.11n-1 ) имеет в этом шаре 

решение. 

 Получаем необходимые оценки: 

,)()()( ****

1

**2*1

nnnnnnnnnn
TNMAA  

  
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,)()()( ****

1

**2*2

nnnnnnnn
TAA  

 

где  

.)()(
11

TKPLT
nnn


  

     Определим: 

 )}./(1);/(1,min{
112

*

nnnnnn
KPLNNTT 

  

Таким образом, задача (3.3.4n-1)-(3.3.2) также имеет единственное 

решение.  

Следовательно, решая каждое уравнение системы (3.3.1) последовательно МДА 

определили: 

 }.,...,,min{ **

2

*

1 nTTTT   

Исходя из этого, мы доказали существование и единственность решения 

задачи (3.3.1)-(3.3.2) на основе ПСО в   .))(( *1

)1( n

n TGС   

Следовательно, МДА можно применить к СНОУ. Здесь мы можем найти 

существование и единственность локального решения начальной задачи с 

использованием ПСО. 

В данной работе исследованы решений СНОУ в ЧП первого порядка МДА, 

при помощи которого рассмотренная система уравнений приводится к СИУ. При 

этом в СИУ не присутствует суперпозиция неизвестных функций. 

Теорема 3.3.1. доказана. 

 

 

3.4 . Построение решения системы двух нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений в частных производных с неодинаковыми 

сомножителями 

 

В данном разделе рассмотрено применение МДА для построения решения 

СНИ.-ДУ в ЧП для конкретного случая.  
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Рассмотрим конкретную СНИ-ДУ в ЧП и найдем ее решение МДА: 




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
 
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xtuxtg
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xtu
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tfdsdsuxtu
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xtu
xtu

t

xtu


                        (3.4.1) 

,  ),(),0(,),0( 21 Rxxxuхxu        .),( 1Qxt                                           (3.4.2) 

Функции, приведенные в задаче (3.4.1) - (3.4.2), достаточно гладкие, т.е. 

),(),,(),()( 1

)1(

1 RQСuxtgRCx   

Задачи построения решения СНУ в ЧП рассмотрены в работах А. Ж. 

Аширбаевой, Ж. И.,  Мамбетова [60;61].  В этих работах построено решение СНУ 

в ЧП с одинаковым нелинейным сомножителем МДА. В этих работах 

одинаковые сомножители зависели от одной неизвестной функции. 

 В данной работе проводится построение решения  СНИ-ДУ в ЧП с 

неодинаковыми сомножителями.   

Сначала находим решение первого уравнения системы (3.4.1) МДА. 

В результате использования метода, как правило: 

,)()),,(,()),,(,(),(
0 0

2

0

21   
t tt

dssfCtdxtqudxtquхxtu          (3.4.3)                                        

где )..( xtsq -решение ИУ: 


t

s

dxtquxxtsq ,)),,(,(),,(
2


 

Из (3.4.3) имеем 


t

dssfСtхxtu
0

1
,)(),(                                                               (3.4.4) 

где 

 
1

0

1

0

1
.),( dsdsuС   

Интегрируя обе части уравнения (3.4.4) от 0 до 1 по t и x, получаем: 

,)1(
2

1
bСС                                                                               (3.4.5) 
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  
1

0

1

0 0

.)( dsddfb
s

  

Из (3.4.5) определим: C=1+2b. 

Подставляя найденное значение С в (3.4.4) получаем: 









t

t

dssftbtF

tFxdssftbхxtu

0
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1

.)()21()(

),()()21(),(

 

Положив эту функцию во второе уравнение системы (3.4.1), получим 

следующее уравнение: 

)).(,,(
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)((
),(

22 tFхxtg
x

xtu
tFх

t

xtu








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                                         (3.4.6) 

Применяем теперь МДА для задачи (3.4.6)-( 3.4.2): 

 
t

dssFxtspxtspsgxtpxtu
0

2
,))(),,(),,,(,()),,0((),(   

где p(s,t,x)-решение следующего ИУ, для которого можно применять МПП

                                  

 

(3.4.7)                                     .),,(  ,),,()(),,( 2QxtsdxtpdFxxtsp
t

s

t

s

  

                                         
Уравнение (3.4.7) имеет единственное решение, удовлетворяющее ДУ: 
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Итак, решение поставленной задачи имеет вид: 
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В частности, если  система (3.4.1) имеет вид: 
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                      (3.4.8) 

то решение ИУ (3.4.7) принимает вид: 
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.),,( )( stxextsp 
                                                                  (3.4.9) 

В самом деле (3.4.9) является решением уравнения (3.4.7): 

.)()()()()( ststt

s

t
t
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Из (3.4.9) имеем: 
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Тогда решение задачи (3.4.8)-( 3.4.2) имеет вил: 


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                (3.4.10) 

Проверим что, решение (3.4.10) удовлетворяет систему (3.4.8): 
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Теперь проверим второе уравнение системы: 
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Особенность МДА состоит в том, что с его помощью можно построить 

решение некоторой СНИ-ДУ в ЧП. Этот метод может быть в дальнейшем 

применен к новым типам систем. 
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3.5. Построение решений систем двух нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений с частной производной под знаком 

интеграла  

 

 Рассмотрим конкретную СНИ-ДУ в ЧП и найдем ее решение МДА: 
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                    (3.5.1) 

с НУ (3.4.2). 

Сначала находим решение первого уравнения системы (3.5.1) МДА. 

Пусть   
 




0

.),,( constdsdstK   

Используем схему применения МДА, приведенную в 3.2,  где  
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Для задачи (3.5.1), (3.4.2) уравнение (3.2.2) принимает следующий вид: 
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где )..( xtsp -решение ИУ: 

(3.5.4)                                                      ,)),,(,(),,( 1
t

s

dxtpuxxtsp 
                                                         

В (3.5.3), заменяя х на ,),,,( txtq  получаем 
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,),,( 2Qxt                                                      

где )),;,,(,(),,( vxtptuxtv  
 

.),,,(),;,,());;,,(,,(
3

Qxtvxpvvxtptp  
 

Подставляя (3.5.4)  в (3.5.5), имеем 
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Для функции ),(),,( 2

)2( QCxtv   являющейся при малых t решением ИУ 

(3.5.6), выполняются равенства 

.
),(),,(

x

xtu

x

xtv
t












                                                                (3.5.7) 

В самом деле, определим из (3.5.6)  
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Уравнение (3.5.8) при  t=τ совпадает с уравнением 
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которое получено из (3.5.4) непосредственно. 

Далее, интегрируя (3.5.8)  по t от 0 до , находим 
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Подставляя (3.5.9) в (3.5.8), имеем 
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Отсюда при t=, согласно (3.5.7), следует 
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Подставляя (3.5.10) в (3.5.6), имеем 
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 Из (3.5.11) получаем 
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Подставляя (3.5.12) в (3.5.11), получаем 
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Полагая t=, получаем решение задачи (3.5.1), (3.4.2) в виде: 
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               (3.5.14) 

Далее подставляя (3.5.14) во второе уравнение системы (3.5.1), получаем 

уравнение относительно неизвестной функции u2 (t,x): 
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С НУ (3.4.2).
 

В свою очередь последная задача имеет единственное решение в виде: 
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t

dsxtspsuxtspsgxtpxtu
0

12 ,)),,(,(),,,(,()),,0((),(   

где ),(1 xtu определено в виде (3.5.14), а функция ),,( xtsp решение 

следующего ИУ: 
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3.6. Заключение по Главе 3 

В данной главе получены достаточные условия существования и 

единственности решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковым 

сомножителем, где сомножитель зависит от нескольких неизвестных функций. 

Найдены достаточные условия существования и единственности решения 

начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковым сомножителем, где 

сомножитель зависит от нескольких неизвестных функций. Построено решение 

системы двух НИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми и одинаковым сомножителями. 
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ГЛАВА 4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

  

4.1. Развитие метода дополнительного аргумента для систем нелинейных 

дифференциальных уравнений в частных производных со многими 

переменными 

Рассмотрим решение СДУ в ЧП первого порядка, где коэффициенты при ЧП 

первого порядка зависят от нескольких неизвестных функций с помощью МДА.  

В МДА составляется СИУ эквивалентная исходной системе, к которой 

применяется ПСО.  Для задач СНДУ применение этого метода удобно для 

получения результатов.  

Рассмотрим задачу Коши для СДУ в ЧП первого порядка: 
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В [23] развит МДА в СДУ в ЧП (4.1.1), (4.1.2) с 

.,..,1),,..,,(),...,,,,...,,( 1211 nixxtuuuuxxta ninni   

Доказательство существования решения СДУ в ЧП (4.1.1), (4.1.2) с  

),,...,,(),...,,,,...,,( 11211  nninni uxxtauuuxxta  приведено в [58].  
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Тогда задача (4.1.1), (4.1.2) имеет единственное, ограниченное  решение в

),( *1 TQn
 где Т* ( TT  *0 ) определяется из исходных данных. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для задачи (4.1.1), (4.1.2) используем МДА. 

Рассматриваемая задача эквивалентна СИУ: 
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 В самом деле, следуя за главой 3, используя МДА решение задачи (4.1.1), 

(4.1.2) сводим к СИУ (4.1.3), (4.1.4). Далее обратно, дифференцируя (4.1.3), 

(4.1.4), получаем справедливость (4.1.1), (4.1.2).  
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(4.1.5)                                                                                                                        
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Из  (4.1.4) следует: 

.,..,2,1 ,),...,,,(

(4.1.6)                          ,0
),..,,,(

),...,,,,...,,(
)),...,,,(

1

1

1

211

1

nixxxttp

x

xxtsp
uuuxxta

t

xxtsp

ini

n

k k

nl

nnk

ni













  

 Учитывая (4.1.6), из (4.1.5) получается уравнение (4.1.1). СИУ (4.1.3), 

(4.1.4) удовлетворяет условию (4.1.2). 

 Заменим в (4.1.3) переменную t через s, переменные xi через 

.,...,2,1),,...,,,( 1 nixxtsp ni   

Используем следующее равенство: 
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(4.1.7)                          

Введя   обозначение                      

)),,...,,,(),...,,...,,,(,(),...,,,( 1111 nnnini xxtspxxtspsuxxts   

из (4.1.7), (4.1.4) имеем следующую СИУ: 
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 СИУ (4.1.8), (4.1.9) имеет единственное решение, принадлежащее
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        Для этого запишем CИУ (4.1.8),(4.1.9) в виде ВУ: 
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           Обозначим }.,...1:}  ,max{max{
)()( 22

niTfTaM
TQiRiTQi nnn            

 Покажем, что уравнение (4.1.10) при достаточно малом TT * имеет в шаре 

MS x ),(:   единственное решение. 
 

Имеем при :* TTt   
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TQii
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i
nn  

 

то есть оператор A отображает шар S в себя. 

Далее,  
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,0 constM i

j  ,0 constN i

j  i,j=1,2,…,n. 

Отсюда следует, что оператор A  при 

},...,1;1,0:):)(;(min{ 1 nijSSTT i   

осуществляет СО шара  S  на себя.  

Следовательно, по ПСО  уравнение (4.1.10) имеет одно и только одно 

решение. Теорема 4.1.1 доказана. 

 Получены условия существования единственного решения применением и 

развитием МДА, применение которого наиболее эффективно для данного класса 

задач.  

 

4.2.  Использование развитой методики для решения систем нелинейных 

интегро-дифференциальных уравнений в частных производных со 

многими переменными 

 

Рассмотрим c НУ (4.1.2) следующую СНИ.-ДУ в ЧП вида: 
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ТЕОРЕМА 4.2.1.  Пусть выпоняются все уловия теоремы 4.1.1 и 

F1) операторы  Fi– непрерывные по первым n+1 переменным и 
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Тогда задача (4.2.1), (4.1.2) имеет единственное, ограниченное  решение в

)( *1 TQn
, где Т* ( TT  *0 ) определяется из исходных данных. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства данной теоремы мы 

используем доказательство теоремы 4.1.1. задачи (4.1.1), (4.1.2) используя 

МДА. Рассматриваемая задача эквивалентна СИУ (4.1.4) и:  
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 В самом деле, следуя за параграфом 4.1., используя МДА решение задачи 

(4.2.1), (4.1.2) сводим к СИУ (4.2.2), (4.1.4).  
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Далее обратно, дифференцируя (4.2.2), (4.1.4), получаем справедливость (4.2.1), 

(4.1.2).  

Из (4.2.2) имеем: 

(4.2.3)                                                                                                                        
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Для поставленной задачи СИУ (4.1.8)  принимает следующий вид: 
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 Обозначим через: 
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Отсюда следует, что оператор A  при 

},...,1;1,0:):)(;(min{ 1 nijSSTT i   

осуществляет СО шара  S  на себя.  

Следовательно, по ПСО  поставленная задача  имеет одно и только одно 

решение. Теорема 4.2.1. доказана. 
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4.3. Решение системы нелинейных интегро-дифференциальных уравнений 

с неодинаковыми сомножителями и с n+1 независыми переменными 

 

Мы рассмотрим следующую систему: 
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k
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uuxtFxtuuuxtauuxtaD

uuuxtFxtuuuuxtauuuxtaD

uuxtFxtuaauuxtaD

tfuuxtaxtuuuxtauuxtaD

    (4.3.1) 

).(),(),,...,,( 121 TQxtxxxx n

n   

Система (4.3.1) рассматривается с НУ    

.,...,2,  ),(),0(

,),0(
1

1

nкRxxxu

хxu

n

кк

n

k
k








                                                     (4.3.2) 

Для решения данной задачи используем МДА. Приведем задачу (4.3.1)- 

(4.3.2) к СИУ используя МДА. Затем по ПСО докажем существование и 

единственность решения СИУ. 

Используя результаты раздела 3.3. для многомерного случая, считая 

заданных функций и операторов в (4.3.1) достаточно гладкими и 

удовлетворяющими условиями Липшица по переменным x1 ,…,xn и u1 ,…,un 

исследуем с помощью МДА задачу (4.3.1) с НУ (4.3.2). 

 Рассмотрим сначала первое уравнение системы (4.3.1). Это уравнение  с 

условием (4.3.2) сводиться к следующему ИУ: 

 


 dpupuxtptaхxtu
t n

k
nk

n

k
ki

))),(),....,.,(),,,(,(),(
0 1

11111
1

 

,)())),(),....,.,(),,,(,(
00 1

11111  


tt n

k
nk

dssfdpupuxtpta                                   (4.3.3) 
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где 

)),,(),...,,,(),,,((),,( 112111 xtspxtspxtspxtsp n  - решение следующей 

СИУ: 

).(),,(

,,...,1,)),(),...,(),,,(,(),,(

2

111111

TQxts

nkdpupuxtpaxxtsp

n

t

s

nkkk



  
        (4.3.4) 

Из (4.3.3) имеем: 

.)(),(
01

1  


tn

k
k

dssfхxtu
                                                                    (4.3.5)

 

Система уравнений (4.3.4) имеет единственное решение, удовлетворяющее СДУ: 

.,...1,),,(,0
),,(

),...,,,(
),,(

1

1

11
1

1 nkxxssp
x

xtsp
uuxta

t

xtsp
kk

i

k

ni

n

i

k 









  

Воспользуясь преимуществом  МДА, мы нашли неизвестную функцию   ),(
1

xtu  

в виде (4.3.5). 

Теперь подставляя найденную функцию ),(
1

xtu  во второе уравнение 

системы (4.3.1) получаем следующую задачу относительно неизвестной 

функции :),(
2

xtu  

);,(
~

),(]~,...,~),,,(~[ 212222221 uxtFxtuaauxtaD n                            (4.3.61) 

с условием (4.3.2), 

где 

.,...,1),,)(;,();,(
~

),,)(,,(),,(~

2

01
121

2

01
222

niudssfхxtFuxtF

udssfхxtauxta

tn

k
k

tn

k
kii












 

Применяя МДА для задачи (4.3.6), (4.3.3), сводим задачу к СИУ: 

)7.3.4(,)),,(,(),,,(,(
~

)),,0((),( 1222

0

122  dxtpuxtpFxtpxtu
t

  

где 
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где )),,(),...,,,(),,,((),,(
222212

xtspxtspxtspxtsp
n

  - решение следующей 

СИУ: 

).(),,(

,,...,1,)),(),,,(,(~),,(

2

22222

TQxts

nkdpuxtpaxxtsp

n

t

s

kkk



  
          (4.3.81) 

Система уравнений (4.3.4) имеет единственное решение, удовлетворяющее СДУ: 

.,...1,),,(,0
),,(

),,(~),,(
2

2
22

1

2 nkxxssp
x

xtsp
uxta

t

xtsp
kk

i

k
i

n

i

k 









  

Применим ПСО для СИУ (4.3.71), (4.3.81).  

При TT  *

10  (
*

1
T   определяется из исходных данных как в разделе 3.3)  

задача (4.3.71), (4.3.3) имеет единственное решение в )).(( *

11

)1( TQС n
 

Теперь будем решать третье уравнение системы (4.3.1) по известным 

функциям :),(),,(
21

xtuxtu  

),,(
~

),(]~,...,~),,,(~[ 323332331 uxtFxtuaaиxtaD n                            (4.3.62) 

с условием (4.3.2), 

где 

).,,)(;,();,(
~

),,,)(,,(),,(~

32

01
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333

uudssfхxtFuxtF

uudssfхxtauxta

tn

k
k

tn

k
kii












 

Применяя МДА для задачи (4.3.62), (4.3.3), сводим задачу к СИУ: 

)74.3.(,)),,(,();,,(,(
~

)),,0((),( 2333

0

233  dxtpuxtpFxtpxtu
t

  

где )),,(),...,,,(),,,((),,(
332313

xtspxtspxtspxtsp
n

  - решение следующей 

СИУ: 

).(),,(

,,...,1,)),(),,,(,(~),,(

2

33333

TQxts

nkdpuxtpaxxtsp

n

t

s

kkk



  
          (4.3.82) 
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Система уравнений (4.3.82) имеет единственное решение, удовлетворяющее 

СДУ: 

.,...1,),,(,0
),,(

),,(~),,(
2

3
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1

3 nkxxssp
x

xtsp
uxta

t

xtsp
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i

k

i

n

i

k 









  

По ПСО система уравнений  (4.3.72), (4.3.82) при TT  *

2
0  (

*

2
T   

определяется из исходных данных) имеет решение в ))(( *

21

)1( TQС n
. 

Продолжая этот процесс, будем решать последнее  уравнение  системы 

(4.3.1) по известным функциям :),(),...,,(),,(
121

xtuxtuxtu
n  

);,(
~

),(]~,...,~),,,(~[ 121 nnnnnnnn uxtFxtuaaиxtaD                            (4.3.6n) 

с НУ (4.3.2), 

где 
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~
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
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

 

Применяя МДА для задачи (4.3.6n), (4.3.3), сводим задачу к СИУ: 

)7.3.4(,)),,(,();,,(,(
~

)),,0((),(
0

1 nnnn

t

nnn dxtpuxtpFxtpxtu     

где 

где )),,(),...,,,(),,,((),,(
21

xtspxtspxtspxtsp
nnnnn

  - решение 

следующей СИУ: 
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,,...,1,)),(),,,(,(~),,(

2
TQxts

nkdpuxtpaxxtsp

n

t

s

nnnnkknk



  
              (4.3.8n) 

Система уравнений (4.3.8n) имеет единственное решение, удовлетворяющее СДУ 
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),,(

),,(~),,(
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xtsp
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



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По ПСО система уравнений  (4.3.7n), (4.3.8n) при TT
n




*

1
0  (

*

1n
T   

определяется из исходных данных) имеет решение в ))(( *

11

)1(

n

n TQС . 

Следовательно, при TT 


0 ,  где },...,,min{ *

1

*

2

*

1 


n
TTTT задача (4.3.1)- 

(4.3.2) имеет решение в  nn TQС ))(( *1

)1(
.  

Рассмотрим следующий Пример 4.3.1: 











  

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где 

,],0[)(
~

),,( 22

1  RTTQyxt  

Систему (4.3.9) рассмотрим с НУ: 
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2

2

1


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Ryxyxyxu

yxyxu


                                          (4.3.10) 

Заданные функции достаточно гладкие: 
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~

),,,,(),()),( 22

1
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2)1( RTQСuuyxtaRCyx ij  
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21  jiRTQСuuyxtb  

Из первого уравнения примера 4.3.1 МДА имеем: 
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(4.3.11)                                                                               ,),,(
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),,,(),,,,( 21 yxtspyxtsp  - решение СИУ: 

(4.3.12)                                                                                           ),(
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Из (4.3.11) имеем: 

(4.3.13)                                                        .),,(),,(
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dsddsuyxyxtu 
                                                                            

 

Из (3.3.12) получается: 
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Для (4.3.13) применятся МПП полагая 0),,(0

1 yxtu : 

                  1,2,3,...,N,),,(),,(
0

1

0

1

0

1

11    


t
NN dsddsuyxyxtu   

,),,(1

1 yxyxtu   

,)(),,(
0

1

0

1

0

2

1 tyxdsddyxyxtu
t

      

,
2

)(),,(
2

0

1

0

1

0

3

1

t
tyxdsddsyxyxtu

t

      

,
!32

)
2

(),,(
32

0

1

0

1

0

2
4

1

tt
tyxdsdd

s
syxyxtu

t

      

----------------------------------------------------------------------------------- 

.
)!1(

...
!32

),,(
132

1





n

ttt
tyxyxtu

n
n

 

Отсюда ),(),(lim 11 xtuxtun

n



, где 
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Далее как в (4.3.61), получаем СДУ в ЧП:   

),,,,(
~

),,()],,,(~),,,,(~[ 22222221 uyxtbyxtuuyxtauyxtaD                     (4.3.14) 

где 

.2,1),,1,,,(),,,(
~

),,1,,,(),,,(~
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Задача (4.3.14), (4.3.2) в свою очередь с использованием нашего метода 

сводиться к СИУ:  
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2 TQyxts   

),,,(),,,,( 21 yxtsqyxtsq  - для них справедливы:  
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Для ))(
~
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21222121 RTQСuuyxtauuyxta   справедливы: 
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     (4.3.16)        
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Используя эти равенства из системы(3.3.15) имеем: 
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здесь 

)).,,,(),,,,(,(),,,( 212 yxtsqyxtsqsuyxts   

(4.3.17) запишем в виде ВУ: 

                        A ,                                                                       (4.3.18) 

где ),,( 321    - а функции ),,,(1 yxts  , ),,,(12 yxtsq ,  ),,,(23 yxtsq , 

а ),,( 321 AAAA  и: 
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Система (4.3.19) в областе )(
~ 2

1 TQ  при TT  имеем решение 

удовлетворяющие неравенству М 0 . 

 Используем норму: 

 .3,2,1,maxmax
)(),(30 3




ii
TGxti

  

Имеем: 

,01 TMA   

,12 TMxA    
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TMyA 23  , 

,),,,(
~

021 constMuyxtb   .2,1,),,,( 22  iconstMuyxta iii
 

Справедливы: 
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1
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Здесь: 
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,)()( 3213 THHHT   

,,,0,),,(),( 212121 constLLLLLLLipyx yx   

,,,,0,,),,,(),,,(
~

32132132121 2
constKKKKKKKKKLipuyxtb uyx 

,,,,0,,),,,(),,,(~
321321321221 2

constNNNNNNNNNLipuyxta uyx 

.,,,0,,),,,(),,,(~
321321321222 2

constHHHHHHHHHLipuyxta uyx   

   Решения уравнение  3,2,1,1)(  iTi  обозначим 321 ,, TTT .  

    Тогда при  },,min{ 321 TТTTT    поставленная задача примера 4.3.1 имеем 

единственное решение. 

  

 

 

4.4. Построение решений  одной системы интегро-дифференциальных 

уравнений с тремя  независимымы переменными 

 

Рассматривается следующая СИ.-ДУ в ЧП с вырожденным ядром вида: 
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    (4.4.1) 

с НУ 

.
~

),,(,2,1,),,0( 2

1Qyxtiyxyxui                                                          (4.4.2) 

Пусть: 
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s
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Сводим первое уравнение системы к ИУ с помощью МДА: 

,)()),,,(),,,,(,(

)),,,(),,,,(,()),,,(),,,,(,(
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1

0

1212

0

211

0
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2111
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tt
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t

dssHCdsyxtspyxtspsu

dsyxtspyxtspsudsyxtspyxtspsu
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    (4.4.3) 

где   

),,,(),,,,( 21 yxtspyxtsp -решения СИУ: 


t

s

dsyxtspyxtspsuxyxtsp ,)),,,(),,,,(,(),,,( 2111  


t

s

dsyxtspyxtspsuyyxtp ,)),,,(),,,,(,(),,( 2122  

Из (3) получаем: 
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,)(),,( 111 CtHyxyxtu                                                                               (4.4.4)

 
где .2,1,),,(),,(

1

0

1

0

1

0

    idsddsusKС iii  . 

Умножая обе части уравнения на К1(t,x,y), затем интегрируя по t, х,у от нуля до 

1, получаем: 

,11 ВCАС                                                                                          (4.4.5) 
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Из (4.4.5) получаем: 

).1/(1 BАС   

Следовательно: 

).1/()()(),(),,( 11 BAtHtftfyxyxtu   

Рассмотрим второе уравнение системы, где u1(t,x,y) уже известная нам уже 

функция. Применяем МДА: 
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                                (4.4.6) 
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0

1

0

2

2121


 

Далее заменяя в (4.4.6) t на s, х на q1(s,t,x,y), y на q2(s,t,x,y), этом учитывая 

равенство транзитивности в МДА, имеем: 
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22212

211212
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Отсюда  

,)()),,,0(),,,(),,,(
0

222

0

22  
st

dHCyxtqdyxtxyxts              (4.4.7) 

где введено следующее обозначение: 

)).,,,(),,,,(,(),,,( 2122 yxtsqyxtsqsuyxts                                                 (4.4.8) 

В (4.4.8) при s=t имеем: ).,,(),,,( 22 yxtuyxtt   

Из (4.4.7) интегрирую по s от нуля до t, находим: 
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Подставляя (4.4.9) в (4.4.7), получаем: 
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Отсюда 
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Приравнивая  s=t в (4.4.10), получаем: 
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Умножая обе части уравнения на К2(t,x,y), затем интегрируя по t, х,у от нуля до 

1, получаем: 

,22 EСDС                                                                 (4.4.12) 
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Тогда из (4.4.12) находим С2, затем которую подставляя в (4.4.11), 

получаем решение CИ.-ДУ в ЧП (4.4.1) в виде: 

),1/()(),,( 11 BAtHyxyxtu 
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4.5. Заключение по Главе 4 

 

В данной главе получены достаточные условия существования и 

единственности решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковым 

сомножителем, где сомножитель зависит от нескольких неизвестных функций со 

многими переменными. Найдены достаточные условия существования и 

единственности решения начальной задачи для СНИ.-ДУ в ЧП с неодинаковым 

сомножителем, где сомножитель зависит от нескольких неизвестных функций со 

многими переменными. С помощью МДА построено решение одной системы 

интегро-дифференциальных уравнений с тремя независимымы переменными. 
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ВЫВОДЫ 

 

В диссертации методом дополнительного аргумента получены 

достаточные условия существования и единственности решения начальных 

задач для СНИ.-ДУ в ЧП с одинаковыми сомножителями, где сомножители 

зависят от нескольких неизвестных функций. Найдены достаточные условия 

существования и единственности решения начальных задач для СНИ.-ДУ в 

ЧП с неодинаковыми сомножителями, где сомножители зависят от 

нескольких неизвестных функций. 

Построены решения систем двух НИ.-ДУ в ЧП с неодинаковыми и 

одинаковым сомножителями. 

Полученные результаты с использованием развитого метода 

дополнительного аргумента обобщены для многомерного случая. 

Результаты диссертации подтверждены строгими доказательствами. 

В диссертации получены новые результаты, которые вносят 

определенный вклад в теорию НИ.-ДУ в ЧП. 

Построенные схемы применения метода дополнительного аргумента 

для решения СНИ.-ДУ в ЧП можно использовать при решении систем 

нелинейных уравнений других классов. 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному 

руководителю д.ф.-м.н., профессору   Аширбаевой Айжаркын Жоробековне 

за постановку проблемы исследования и постоянное внимание к работе. 
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