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ПЕРЕЧЕНЬ СОКРАЩЕНИЙ И ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

• Трех зонные бисингулярные задачи первого (второго) порядка – трехзонные 

бисингулярные задачи для линейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений первого (второго) порядка. 

• ФАРР – формальное асимптотическое разложение решения. 

• Промежуточный пограничный слой – не экспоненциально убывающий по-

граничный слой между экспоненциально убывающим пограничным слоем и 

внешним решением. 

• Зона – область пригодности асимптотического разложения. 

• Бисингулярность – двойная сингулярность (особенность). 

• N, Z, R – множества натуральных, целых и действительных чисел соответ-

ственно, N0=N{0}. 

•  – квантор общности. 

•  – квантор существования. 

•  – «принадлежность». 

• ~ – «эквивалентность». 

•  – «следует». 

• C(D) – множество бесконечно дифференцируемых и ограниченных вместе с 

производными функций в области D. 

• 0< – малый параметр, ,  – такие же параметры, связанные с . 

• ||•|| – Чебышевская норма; для непрерывных функций будем подразумевать 

максимум модуля функции (существует в ограниченных замкнутых обла-

стях). 

• О, о – символы порядка (Ландау). 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы диссертации. В конце XIX столетия наука о движении 

жидкости распалась на два ветви, почти не связанные между собой: теоретиче-

ская гидродинамика, исходившая из уравнений, составленных Эйлером для 

движения жидкости без трения и экспериментальная гидродинамика, которая 

опиралась на большое число экспериментальных результатов и очень сильно 

отличалась от теоретической гидродинамики как своими методами, так и своей 

целью [65].  

Во многих ранее исследованных задачах теории сингулярных возмущений, 

например, в работах А.Н. Тихонова (1952), А. Найфе (1984), С.А. Ломова 

(1984), А.Б. Васильевой (1985), В.Ф. Бутузова (2010), Н.Н. Нефедова (2022), 

М. Иманалиева (1988), А.М. Ильина (1989), К. Алымкулова (1992), 

А.С. Омуралиева  (2009), К.С. Алыбаева (2001) и др. в области пограничного 

слоя существовал только один характерный предел. В данной диссертации 

впервые исследованы случаи, когда в пограничном слое имеются два характер-

ных пределов. Поэтому результирующее разложение, кроме внешнего, включа-

ет в себя два внутренних разложения. Области пригодности каждого их этих 

разложений обычно называют зонами, а сама задача именуется в этом случае 

трех зонной задачей [37].  

Диссертационная работа посвящена построению полных, равномерных 

асимптотических разложений решений трех зонных бисингулярных задач – 

сингулярно возмущенные задачи с особой точкой и дополнительным (проме-

жуточным) пограничным слоем. Полные, равномерные асимптотические раз-

ложения решений задач Коши и Дирихле строятся обобщенным методом по-

граничных функций, так как невозможно напрямую применять классический 

метод пограничных функций А.Б. Васильевой [22].  

Задачи, исследованные автором, ранее не изучались.  

Связь темы диссертации с приоритетными научными направлениями, 

крупными научными программами (проектами), основными научно-
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исследовательскими работами, проводимыми образовательными учрежде-

ниями. Работа выполнялась в рамках научного проекта по Институту фунда-

ментальных и прикладных исследований при ОшГУ по теме: «Задачи фазовых 

переходов и критические явления. Математические аспекты их уравнений, 

быстрые переходы и асимптотики», 2019 г.  

Цель и задачи исследования: 

Целю исследования является построение асимптотики решения трех зонных 

бисингулярных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений перво-

го и второго порядков. 

Задачи исследования: 

- найти достаточное и необходимое условия существования промежуточно-

го пограничного слоя для одного класса бисингулярных задач для обыкновен-

ных дифференциальных уравнений первого и второго порядков.  

- построить полные равномерные асимптотические разложения решений 

начальной и краевой трех зонных задач, а также обосновать полученные разло-

жения. 

Научная новизна работы:  

1) Впервые найдены достаточное и необходимое условия существование 

промежуточного не экспоненциально убывающего пограничного слоя для од-

ного класса бисингулярных задач Коши для линейных неоднородных обыкно-

венных дифференциальных уравнений первого порядка.  

2) Впервые построены и обоснованы полные, равномерные асимптотиче-

ские разложения решений трех зонных задач Коши для линейных неоднород-

ных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

3) Впервые найдены достаточное и необходимое условия существование 

промежуточного не экспоненциально убывающего пограничного слоя для од-

ного класса бисингулярных задач Дирихле для линейных неоднородных обык-

новенных дифференциальных уравнений второго порядка. 

4) Впервые построены и обоснованы полные, равномерные асимптотиче-

ские разложения решений трех зонных задач Дирихле для линейных неодно-
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родных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка. 

Практическая значимость полученных результатов. Задачи, рассмот-

ренные в диссертационной работе, представляют теоретический и практиче-

ский интерес так как по многочисленности и разнообразию приложений трех 

зонная задача Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений первого 

порядка и трех зонная задача Дирихле для обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго порядка занимает особое место в математике.  

Построение асимптотических приближений решений подобных задач с лю-

бой степенью точности по степеням малого параметра весьма важна для реше-

ния практических задач теории пограничного слоя. 

Основные положения диссертации, выносимые на защиту: 

- достаточное и необходимое условия существование промежуточного не 

экспоненциально убывающего пограничного слоя для одного класса бисингу-

лярных задач Коши для линейных неоднородных обыкновенных дифференци-

альных уравнений первого порядка;  

- построение равномерных асимптотических разложений решений трех зон-

ных бисингулярных задач Коши для линейных неоднородных обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка; 

- обоснование построенных асимптотических разложений решений трех 

зонных бисингулярных задач Коши для линейных неоднородных обыкновен-

ных дифференциальных уравнений первого порядка;  

- достаточное и необходимое условия существование промежуточного не 

экспоненциально убывающего пограничного слоя для одного класса бисингу-

лярных задач Дирихле для линейных неоднородных обыкновенных дифферен-

циальных уравнений второго порядка;  

- построение равномерных асимптотических разложений решений трех зон-

ных бисингулярных задач Дирихле для линейных неоднородных обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка; 

- обоснование построенных асимптотических разложений решений трех 

зонных бисингулярных задач Дирихле для линейных неоднородных обыкно-
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венных дифференциальных уравнений второго порядка; 

Личный вклад соискателя. Все научные результаты, представленные в 

диссертации, принадлежат только автору, а постановка задачи принадлежит 

научному руководителю. В совместных работах [46], [47] и [76] научные ре-

зультаты и доказательства теорем осуществлено соискателем – Омаралие-

вой Г.А., а в обсуждении результатов и в оформлении статьей участвовали 

К.Г. Кожобеков, М.И. Маматбуваева, Ш.А. Раманкулова и Муса уулу Н.Э.  

Апробации результатов исследования. Результаты работы докладывались 

и обсуждались на международных научных конференциях: 

- «Mathematical Analysis, Differential Equation & Applications - MADEA 8» 

посвященная 80-летию А. Самойленко. – Чолпон-Ата, 2018 г.; 

- «Проблемы современной математики и ее приложения», посвященная 70-

летию академика А.А. Борубаева. – Бишкек: Институт математики НАН КР, 16-

19 июня 2021 г.; 

- "Актуальные проблемы теорий оптимального управления, динамических 

систем и операторных уравнений" 50-летию научно-педагогической деятельно-

сти и 75-летнему юбилею профессору А.К. Керимбекова. – Бишкек: КРСУ, 23-

25 июня 2022 г.  

Кроме этого результаты обсуждались на научных семинарах “Актуальные 

проблемы дифференциальных уравнений”, руководители семинара: член корр. 

НАН КР, профессора К. Алымкулов и д.ф.-м.н., профессор К.С. Алыбаев 

(г. Ош. 2018-2023 гг), также на международном семинаре “Современные про-

блемы математической физики”, руководитель семинара академик Ш.А. Али-

мов (Институт математики имени В. И. Романовского АНРУз). 

Полнота отражения результатов диссертации в публикациях. По теме 

диссертации опубликованы 7 статей [44]-[49] [76] и 2 тезиса [77], [78]. Из них 

две статьи [44], [76] опубликованы в научных рецензируемых, периодических 

математических журналах, цитируемых в базах Scopus и Web of Science. Одна 

статья [45] в научном рецензируемом, периодическом математическом журна-

ле, цитируемой в базе RSCI. Все статьи опубликованы в журналах с ненулевым 
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импакт-фактором. Импакт факторы журналов больше 0,1, где опубликованы 

статьи [44], [45], [49], [76]. По опубликованным статьям набрано 215 баллов.  

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из перечня со-

кращений и обозначений, введения, четырех глав, разбитых на 10 параграфов, 

заключения и списка использованных источников из 81 наименований. В конце 

каждой главы приведены заключения. Работа изложена на 101 страницах ма-

шинописного текста. В конце каждой главы приведены заключения. Нумерация 

параграфов, теорем, лемм, определений, замечаний и примеров - двойная: пер-

вая цифра указывает номер главы, вторая ее порядковый номер. Нумерация 

формул - тройная: первая цифра указывает номер главы, вторая – номер пара-

графа, третий ее порядковый номер. 

Автор выражает глубокую признательность и искреннюю благодарность 

научному руководителю, д. физ.-мат. наук, профессору Турсунову Д.А. за по-

становку задачи, постоянное внимание к работе и полезные советы при обсуж-

дении работы. 
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ГЛАВА 1. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

 

§ 1.1. Обзор литературы по сингулярно возмущенным задачам 

 

В начале XX века Л. Прандтль [79] нашел путь, позволивший вновь со-

единить в одно целое указанные выше далеко отошедшие друг от друга ветви 

науки о движении жидкости. Он положил начало направлению, дальнейшее 

развитие которого в современной гидродинамике привело к неожиданным 

успехам.  

Л. Прандтль показал, что течение в окрестности тела можно разделить на 

две области: на область очень тонкого слоя вблизи тела (пограничный слой), 

где трение играет существенную роль, и на область вне этого слоя, где трением 

можно пренебрегать. Эта гипотеза, с одной стороны, позволила получить физи-

чески очень наглядное объяснение важной роли вязкости в проблеме сопротив-

ления, а с другой стороны, дала возможность преодолеть математические труд-

ности и тем самым открыла путь теоретическому исследованию течений жид-

кости с трением [65]. 

Дифференциальные уравнения с малым параметром условно делят на два 

класса: регулярно и сингулярно возмущенные дифференциальные уравнения. 

Теорию регулярно возмущенных дифференциальных уравнений можно сказать 

хорошо изученной и завершенной. А теория сингулярных возмущений бурно 

развивается, так как появляются новые и новые явления. 

Как нам известно, математическими моделями многих задач науки и тех-

ники являются обыкновенные дифференциальные уравнения с малыми пара-

метрами при старшей производной [30], [34]-[37]. Например, движение вязкого 

потока, явления в социально-экономической модели транснациональной корпо-

рации, поведение тонких и гибких пластин и оболочек, процесс обтекания за-

тупленного тела сверхзвуковым потоком вязкого газа. А также тесно связанные 

между собой два процесса можно описать с помощью обыкновенного диффе-

ренциального уравнения второго порядка  
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'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1).y x p x y x q x y x f x x+ + =     

Первый процесс – распределение тепла в движущейся среде, зависящее 

только от x  и не зависящее от времени. Здесь   описывает малую теплопро-

водность, а функция ( )p x  – скорость среды. Второй процесс – случайное блуж-

дание частицы на рассматриваемом промежутке, здесь ( )p x  – средняя скорость 

движения, малая дисперсия обозначена через   [28]. 

Проведенные исследования и увеличение числа публикаций по теории 

возмущений доказывают, что дифференциальные уравнения с малым парамет-

ром при старшей производной или сингулярно возмущенные дифференциаль-

ные уравнения составляют самостоятельную область математики, так как они 

представляют большой прикладной интерес. 

Сингулярно возмущенные задачи возникают естественным образом там, 

где имеются неравномерные переходы от одних физических характеристик к 

другим. Известно, например, что в задачах, связанных с решением уравнений 

Навье-Стокса при малой вязкости, эти неравномерности создают зону погра-

ничного слоя. Без тщательного асимптотического анализа трудно создать мате-

матическую теорию пограничного слоя или вести численный счет сингулярно 

возмущенных задач. Многие задачи теории нелинейных колебаний, теории ав-

томатического регулирования, теории гироскопов описываются с помощью 

дифференциальных уравнений, содержащих малый параметр при старших про-

изводных. Поэтому теория асимптотического анализа имеет большое значение 

как для развития фундаментальных исследований, так и для решения конкрет-

ных задач практики [36]. 

Впервые в работах А.Н. Тихонова был установлен критерий, при выпол-

нении которого решение исходной задачи стремится к решению соответствую-

щей вырожденной задачи, при стремлении малого параметра к нулю. Эти рабо-

ты положили начало большому самостоятельному направлению современной 

математики [55], [56]. 

В 70-х годах прошлого столетия Л.С. Понтрягиным было обнаружено яв-

ление затягивания, т.е. явление задержки ухода траекторий от положения рав-
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новесия системы быстрых движений, ставшего неустойчивым в результате би-

фуркации Андронова-Хопфа. Суть этого явления заключается в том, что в ди-

намических системах траектория после прохождения границы устойчивости 

может находиться длительное время вблизи уже неустойчивой части медленной 

поверхности и лишь затем претерпевать срыв и переключаться на быстрое дви-

жение. Это явление был исследовано в работе М.А. Шишковой, проведенной 

под руководством Л.С. Понтрягина. 

Докторская диссертация К.С. Алыбаева [2] посвящена разработке метода 

линии уровня, когда точка покоя присоединенной системы на некотором отрез-

ке действительной оси теряет устойчивость. К.С. Алыбаев разработал общий 

метод линий уровня для исследования сингулярно возмущенных задач при 

нарушении условия асимптотической устойчивости. Исследованы задачи 

0z'( t , ) A(t)z(t, ) (t) f(t,z(t, )), t [t ,T].  =  +  +     

0 0z( t , ) O( ), =  →  

где z=colon(z1, z2,…,zn), ||f(t,z)||=)(||z||), (t), f(t,z) − аналитические функции 

по своим переменным.  

Матрица-функция 𝐴(𝑡)=𝑑iag[𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡), …, 𝜆𝑛(𝑡)], причем 𝜆𝑗(𝑡)≠𝜆𝑘(𝑡) при 

𝑗≠𝑘 и среди этих собственных значений имеется одна пара комплексно-

сопряженных, которые меняют знаки действительных частей на отрезке [𝑡0, 𝑇].  

Для исследования поставленной задачи применен топологический под-

ход. Введено понятие - размеченное множество - это такое множество (в 𝑅2 или 

С), что оно полностью заполняется некоторыми ориентированными кривыми 

типа Жордана [2]. 

В кандидатской диссертации Д.А. Турсунова, доказано, что для некото-

рых классов сингулярно возмущенных задач тихоновского типа промежуток за-

тягивания потери устойчивости может быть и бесконечным. 
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§ 1.2. Обзор литературы по бисингулярным задачам 

 

Одному известному физику приписывается фраза: «Явление не является 

физическим, если в нем отсутствует малый параметр» [28]. 

А.М. Ильин в 1989 году ввел термин «Бисингулярные задачи» [29].  Би-

сингулярными задачами он назвал такие сингулярно возмущенные задачи, в ко-

торых соответствующая «вырожденная» задача сама обладает той или иной 

«сингулярностью». 

Впервые краевая задача для бисингулярно возмущенных однородных 

ОДУ второго порядка со слабой особой точкой для невозмущенного уравнения 

рассмотрена Ж. Коулом [32]. Джулиан Д. Коул в 1968 г. своей монографии [32], 

методом сращивания исследовал задачу 

2

2
0 0 1

d y dy
x y , x

dx dx
 + − =   ,    (1) 

20 0 1y( ) , y( ) e= = ,     (2) 

При изучении следующей краевой задачи выявлен факт, названный резо-

нансом Акерберга и О’Маллея [68]: 

y''+xa(x,)y'+b(x,)y=0,  x[–1,1],    y(–1)=y(–1),  y(1)=y(1), 

где a(x,), b(x,) – бесконечно дифференцируемые функции по обоим аргумен-

там при x[–1,1] и 00<<1, a(0,0)0, y(–1),  y(1) – заданные постоянные.  

Если число b(0,0)/a(0,0)  не является отрицательным целым числом, не-

возмущенное уравнение имеет только тривиальное решение. 

Случай, когда это число является отрицательным целым числом, то не-

возмущенная задача имеет нетривиальное решение и этот случай называется 

резонансным. Аналогичное явление изучено также Б.Ж. Матковским 

(B.J. Matkowsky), В.Ф. Олвером и др. 

К.В. Емельяновым [26] рассмотрен нерезонансный случай для неодно-

родного уравнения  

u''+xa(x)u'–b(x)u=f(x), x[–1,1],    u(–1)=u(1)=0, 
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где a(x)>0, b(x)>0 на отрезке [–1,1] и a(x), b(x)C()[–1,1] рассмотрен и построе-

но решение этой задачи методом сращивания Ван-Дайка.  

К.В. Емельяновым также построена асимптотика решения бисингулярно 

возмущенного уравнения в случае, когда невозмущенное уравнение имеет ир-

регулярную особую точку в начале координат, т.е.  

u''+x2a(x)u'–b(x)u=f(x),  x[–1,1],    u(–1)=u(1)=0. 

А.М. Ильиным [29] с помощью метода сращивания рассмотрены следу-

ющие краевые задачи: 

1) 3u''–q(x)u=f(x), u(0)=u(1)=0, q(x), f(x)C[0,1], q(0)=0, q(x)>0, x>0.

 2)   2u''–xa(x)u'–q(x)u=f(x), u(0)=u(1)=0, a(x), q(x), f(x)C[0,1], a(x)>0, 

q(x)>0 при x[0,1]. 

В работах А.М. Ильина [29], А.Р. Данилина [28], [23], [24] методом сра-

щивания исследованы различные классы бисингулярных задач, тоже с гладким 

коэффициентом.  

В работах С.А. Ломова [36], В.Н. Бобочко [9], [10] методом регуляриза-

ции С.А. Ломова построены асимптотические разложения решений бисингу-

лярно возмущенных задач с гладкими коэффициентами. 

В.Ф. Бутузов и их ученики исследовали сингулярно возмущенные диффе-

ренциальные уравнения, такие как: частично диссипативные системы уравне-

ний, с кратным корнем вырожденного уравнения, с многозонными погранич-

ными слоями, контрастные структуры с многозонным внутренним слоем [11]-

[22]. 

В работах Н.Х. Розова, В.Г. Сушко [51]-[54] построены асимптотические 

разложения погранслойного типа решений бисингулярных краевых задач, свя-

занных с линейными и квазилинейными дифференциальными уравнениями, 

при наличии особенностей у решений соответствующего вырожденного урав-

нения, разрывных, резко меняющихся или вырождающихся коэффициентов ли-

бо в случаях смены типа уравнения, получение оценок погрешности асимпто-

тических разложений в нормах естественных для решений исходной задачи 

пространств функций. Исследован внутренний слой в краевых задачах для син-
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гулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений с разрыв-

ной правой частью. 

В работе [54] исследованы линейные 

2

2
0 1 1

d x dx
p( t ) h( t ,x ) , t ,

dt dt
 + + = −    где 0 0 0 [-1,1]\{0}p( ) , p( t ) , t=    

и нелинейные уравнения: 

2
2

0 12
0 1 0 1

d y
f ( x,y ), x , y( ) A , y( ) A

dx
 =   = =  

в предположении, что нелинейная часть – разрывная функция: 

0

0

g( x,y ), если y ,
f ( x, y )

h( x,y ), если y .


= 


 

Задачи подобного типа возникают, например, при описании свободного 

падения тела с высоты в нескольких десятков километров [34] 

В работе Н. X. Розова, В. Г. Сушко, Д.И. Чудовой [51] доказаны теоремы 

о существовании и единственности решений краевых задач для обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка с обращающимся в нуль коэф-

фициентом при старшей производной. 

Усков, В.И. в работах [61], [62] построил асимптотику решения уравне-

ния первого порядка с малым параметром при производной с квадратичным 

возмущением в правой части, а также получил асимптотическое решение зада-

чи Коши для дифференциального уравнения первого порядка с малым парамет-

ром в банаховом пространстве. 

В работе Абдувалиева А.О. [1] исследованы сингулярно возмущенные 

дифференциальные уравнения второго порядка с обращающимся в ноль коэф-

фициентом при старшей производной, предложены методы построения асимп-

тотики произвольного порядка в случаях, когда особенности задачи не позво-

ляют применить классические методы. 

К. Алымкулов, Т. Д. Асылбеков, C.Ф. Долбеева, обобщенным методом 

погранфункций построили равномерное асимптотическое разложение решения 

бисингулярно возмущенных ОДУ второго порядка. К. Алымкулов, А. Халматов 
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[3] применили обобщенный метод погранфункций для уравнения ОДУ типа 

Лайтхилла первого порядка. К. Алымкулов, Ж. Жээнтаева [6] применили метод 

структурного сращивания для уравнения ОДУ типа Лайтхилла первого поряд-

ка. К. Алымкулов, А. Зулпукаров [7], используя метод структурного сращива-

ния, построили равномерное асимптотическое разложение решения бисингу-

лярно возмущенных ОДУ второго порядка. Б.А. Азимов под руководством К. 

Алымкулова [8] построил асимптотики решения бисингулярно возмущенных 

дифференциальных уравнений со слабой особой точкой. 

К.Г. Кожобеков [31] методами униформизации и преобразований постро-

ил асимптотику решения модельного уравнения Рейсса и определил точку, в 

которой начинается скачок; новым подходом построил асимптотику решения 

химической реакции со стационарной достижимостью (со скачком). Модифи-

цированным методом погранфункций построил асимптотические разложения 

решений краевых задач для сингулярно возмущенного линейного неоднородно-

го обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, когда соот-

ветствующее невозмущенное уравнение имеет иррегулярную особую точку, с 

точкой поворота. 

Далее Д.А. Турсунов, развивая идею метода обобщенных пограничных 

функций, исследовал бисингулярные обыкновенные дифференциальные урав-

нения в комплексной плоскости при нарушении условия асимптотической 

устойчивости, а также бисингулярные эллиптические дифференциальные урав-

нения [4], [5], [57]-[60], [81]. 

У.З. Эркебаевым [66] обобщенным методом погранфункций построены 

полные асимптотические разложения решений бисингулярной задачи Дирихле 

для кольца, когда особенность появляется на границе, одновременно на обеих 

границах, внутри, одновременно на обеих границах и внутри кольца. 

М.О. Орозов [50] обобщенным методом пограничных функций построены 

полные асимптотические разложения решений линейных бисингулярных задач 

Дирихле, Неймана и Робена для кольца, когда соответствующая вырожденная 

задача имеет регулярную окружность. 
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Во всех выше перечисленных работах по бисингулярным задачам в 

окрестности особых множеств существует только один пограничный слой.  

Трех зонная задача появилась впервые в монографии А. Найфе [37]. Рас-

смотрена задача 

3y''+x3y'+(x3–)y=0, x[0,1], y(0)=,    y(1)=. 

Доказана, что существуют два характерных предела, но построена асимп-

тотика решения только нулевого порядка и это без обоснования.   

В работе А.М. Ильина [29, стр. 64] методом согласования исследована 

нелинейная задача, в котором продемонстрировано интересное явление проме-

жуточного пограничного слоя: 

u'(х)=f(x, u), x[0,d],  u(0, )=R0,  0<R0=const, 

где f(x, u) – бесконечно дифференцируемая функция для x[0,d] и всех значе-

ний u и такая, что  

2

2
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2

f f f
f ( , ) ( , ) , ( , ) , ( , ) ,

u x u

  
= = = = −
  

 

2

2
0 0 при 0 0 при 0 0

f
f( x, ) x ; ( x,u ) const x d , u.

u


      


 

В работах [59] и [81] научного руководителя Д.А. Турсунова исследованы 

две задачи с промежуточным пограничным слоем: 1) задача Дирихле для обык-

новенного дифференциального уравнения второго порядка, т.е. задача 

А.Х. Найфе; 2) задача Дирихле для кольца. 

Наша цель найти достаточные и необходимые условия, при выполнениях 

которых в бисингулярных задачах появляются (зоны) так называемый проме-

жуточный пограничный слой и построить асимптотические решения трех зон-

ных бисингулярных задач. 
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Заключение по главе 1 

 

Обзор литературы по сингулярно и бисингулярно возмущенным уравне-

ниям показало, что каждая задача требует индивидуального подхода. Т.е. не 

существует единого асимптотического метода, с помощью которого решились 

бы все выше перечисленные и подобные задачи теории возмущении. 

Научная школа А.М. Ильина используют метод согласования, научная 

школа С.А. Ломова – метод регуляризации С.А. Ломова, научная школа 

К. Алымкулов – обобщенный метод пограничных функций, научная школа 

К.С. Алыбаева – метод линии уровня, и др.  

Приближенные решения дифференциальных задач с малым параметром ε 

при старшей производной вызывают затруднения ввиду наличия в таких реше-

ниях особенностей типа пограничного слоя [26]. 

В большинстве выше перечисленных бисингулярных задачах в окрестно-

сти особых множеств (точки, окружности) существует только один погранич-

ный слой. Т.е. бисингулярные задачи с промежуточным (двойным) погранич-

ным слоем мало изучены. 

Рассмотренные в диссертации задачи ранее никем не исследованы, свиде-

тельством являются научные статьи, опубликованные в международных перио-

дических научных журналах по математике, цитируемые в базах Scopus, Web of 

Science и RCSI. Асимптотические разложения решений новых классов задач 

строятся методами малого параметра, классического метода пограничных 

функций и обобщенным методом пограничных функций. При обосновании 

асимптотических разложении применены принцип максимума и метод диффе-

ренциальных неравенств [38]-[43], [80]. 

На основании проведенных анализов диссертационное исследование ак-

туально, оригинально, своевременно и имеет определенный теоретический и 

практический интерес. 
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ГЛАВА 2. МЕТОДОЛОГИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

§ 2.1. Объект и предмет исследования 

 

В целом объектами диссертационного исследования являются бисингу-

лярные задачи с промежуточными пограничными слоями, т.е.  трех зонные би-

сингулярные задачи первого и второго порядков. 

Объектом исследования третьей главы являются трех зонные бисингу-

лярные задачи первого порядка.  

В параграфе 3.1 объектом исследования является задача Коши: 

3 ' ( ) ( ) ( ) ( ), [0, ],y x x y x f x x T   + +  =     (0) ,y a =                    (2.1.1) 

где a – некоторая постоянная не зависящая от малого параметра , 

0

( ) ( ), [0, ],k

k k

k

f x f x f C T






=

=    f0(0)0, a ( )y x  – искомая функция, зависящая 

от малого параметра ε.  

Объектом исследования параграфа 3.2 является начальная задача: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],n my x xq x p x y x f x x T  + +  =    (0) ,y a =          (2.1.2) 

где , Nn m , a=const, f(0)0, , , [0, ],f q p C T  0 ( ),0 ( ) : [0, ]q x p x x T   , a ( )y x  

– искомая функция, зависящая от малого параметра ε. 

Объектом исследования параграфа 3.3 является задача Коши: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],n my x x q x p x y x f x x T

  + +  =      (0) ,y a =     (2.1.3) 

где , , Nn m  , a=const, f(0)0, , , [0, ],f q p C T  00 ( ),q x    

00 ( ) : [0, ]p x x T    . 

Объектом исследования четвертой главы являются трех зонные бисингу-

лярные задачи второго порядка.  

В параграфе 4.1 объектом исследования является задача Дирихле 

3 4 4''( ) '( ) ( ) ( ) ( ), [0,1],y x x y x x y x f x x   + + −  =                            (2.1.4) 

(0) , (1) ,y a y b = =                                            (2.1.5) 
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где a, b – известные постоянные, [0,1], (0) 0f C f  , a ( )y x
 – искомая функ-

ция, зависящая от малого параметра ε. 

Объектом исследования параграфа 4.2 является уравнение: 

4 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), [0,1],y x x p x y x q x y x f x x   + −  =                           (2.1.6) 

с условием (2.1.5). 

Здесь 0 ( ),0 ( ), ( )p x q x f x   – бесконечно дифференцируемые известные 

функций, при [0,1]x , 0 00 (0) , 0 (0)p p q q =  = , a ' ( )y x  – искомая функция, 

зависящая от малого параметра ε. 

Объектом исследования параграфа 4.3 является уравнение: 

''( ) ( ) '( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0,1],n k k my x x p x y x x q x r x y x f x x   + − +  =      (2.1.7) 

с условием (2.1.5). 

В уравнении (2.1.7): , , , [0,1], (0) 0p q r f C f  , 0<p(0), 0<q(0), 0<r(0), 

n>m, 1<k, (n, k, mN), a ( )y x
 – искомая функция, зависящая от малого пара-

метра ε. 

Предметом исследования являются: 

- найти условия при которых появляются промежуточные пограничные 

слои в линейных бисингулярных задачах первого и второго порядков; 

- построение равномерных асимптотических разложений решений трех 

зонных бисингулярных задач с любой степенью точности по малому параметру. 



 - 20 - 

§ 2.2. Методы исследования 

 

В диссертации основном используются методы: интегрирования по ча-

стям, интегрирования линейных неоднородных обыкновенных дифференци-

альных уравнений первого и второго порядков, малого параметра, классиче-

ский метод пограничных функций, обобщенный метод пограничных функций, 

сравнения, дифференциальных неравенств и принцип максимума.  

Для начала приведем некоторые фундаментальные понятия и определе-

ния используемые в диссертационной работе. 

Определение 2.1. Пусть функции ( x ) и ( x )  определены в некоторой 

проколотой окрестности точки х=а. Если существует окрестность точки х=а и 

существует такая постоянная M>0, что для всех х из этой окрестности выполня-

ется неравенство ( x ) M ( x )   , то будем писать ( )( x ) O ( x ) =   при 

x a→ . 

Равенство ( )( x ) O ( x ) =   при x a→  будем называть асимптотическим 

равенством. 

Определение 2.2. Последовательность функций n( x ),n N   будем 

называть асимптотической при х→а, если  

 1n nn N : ( x ) o( ( x ))+   =   при x a→ . 

Определение 2.3. Пусть функция f(x) определена в некоторой проколотой 

окрестности точки х=а. Ряд  

1 1 2 2 3 3 n na ( x ) a ( x ) a ( x ) ... a ( x ) ... +  +  + +  +  

называется асимптотическим рядом функции f(x) по асимптотической по-

следовательности функций n( x )  при x a→ , если  

1

1

n

k k n n

k

n N : f ( x ) a ( x ) c ( x )+

=

  −    , где 0<cn – const. 

Определение 2.4. Пусть функция f(t) определена при t>A для некоторого 

положительного А. Ряд 
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1 2
0 2

n
n

aa a
a ... ...

t t t
+ + + + +  

называется асимптотическим рядом функции f(t) при t→, если для 

nN,  t>A справедливо неравенство 

1
0

n
k n
k n

k

a c
f ( t )

t t +
=

−  , где 0<cn – const. 

Определение 2.5. Пусть функция f(x) определена в интервале x(0, b). 

Ряд 

2
0 1 2

n
na a x a x ... a x ...+ + + + +  

называется асимптотическим рядом функции f(x) при х→0 (справа), если nN 

и x(0, b) справедливо неравенство 

1

0

n
k n

k n

k

f ( x ) a x c x ,+

=

−   где 0<cn – const. 

Если функция f(x) бесконечно дифференцируема в окрестности точки 

х=х0, то она разлагается в асимптотический ряд по степеням х при х→х0. Это 

вытекает из известной формулы Маклорена: 

10
0 0

0

( k )n
k n

k

f (x )
f ( x ) ( x x ) O(( x x ) )

k !

+

=

= − + − . 

Теорема 2.1. Пусть  n( x ) ,n N   является асимптотической последова-

тельностью при х→а и 

( )1

1

n

k k n

k

f ( x ) a ( x ) O ( x ) , x a+

=

=  +  → . 

Тогда коэффициенты ka ,k N  однозначно определяются функцией f(x). 

Тем самым асимптотическое представление функции по заданной асимптоти-

ческой последовательности единственно. 

Следствие. Асимптотическое разложение функции по заданной асимпто-

тической последовательности единственно. 
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Определение 2.6. Решение возмущенной задачи называется асимптоти-

ческим в области D, если разность между точным решением и асимптотиче-

ским решением стремиться к нулю в D, при стремлении малого параметра к ну-

лю по некоторой норме. 

Если при этом ( )k

D

sup u( x, ) U( x, ) O −  =  , то говорят, что U(x,) являет-

ся асимптотическим решением с точностью порядка k для решения u(x,) в об-

ласти D . 

Определение 2.7. Асимптотическое решение называется равномерной в 

области D, если оно пригодно на всей области D. 

Под асимптотическим методом понимается тот или иной способ построе-

ния асимптотического решения возмущенных задач. Как правило, построение 

асимптотического решения сводится к решению более простых задач, чем ис-

ходная возмущенная задача. Практическая ценность асимптотического метода 

определяется возможностью эффективного нахождения асимптотического ре-

шения с помощью этих более простых задач. 

 

Метод малого параметра 

В методе малого параметра асимптотическое решение возмущенной зада-

чи ищется в виде степенного ряда по степеням малого параметра: 

0

( ) ( ).j

j

j

V x v x




=

=   

Этот метод применяется обычно при построении внешнего решения син-

гулярно возмущенных задач или при построении асимптотического решения 

регулярно возмущённых задач [22], [28], [29]. 

 

Классический метод погранфункций 

Он в современных трактовках разработан кыргызским математиком 

М.И. Иманалиевым в 1964 г. и применяется при построении асимптотического 

решения сингулярно возмущенных уравнений, когда внешнее решение является 
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гладкой функцией на всей рассматриваемой области. Асимптотическое реше-

ние состоит из двух слагаемых:  

0 0

( ) ( ) ( ),j j

j j

j j

y x v x x
 



= =

=  +    =   , 

где 
0

( )j

j

j

v x


=

  – внешнее решение и 
0

( )j

j

j



=

    – погранслойное решение, кото-

рое экспоненциально убывает вне пограничного слоя [22], [28], [29], [32], [37], 

[69]. 

 

Обобщенный метод погранфункций 

Если невозмущенное уравнение имеет особенность в начальной точке, то 

для построения асимптотики решения К. Алымкуловым был предложен обоб-

щенный метод погранфункций [3]-[5]. Этот метод успешно использован в рабо-

тах [8], [31], [44]-[50], [57]-[60], [66], [69]-[70], [81]. 

 

Метод дифференциальных неравенств 

Метод дифференциальных неравенств для задачи Коши первого порядка 

[43]: 

0
dy

f ( t ,y ), t T ,
dt

=    
00y( ) y .=                       (2.2.1) 

Теорема 2.2. Пусть существует решение ( )y t  задачи (2.2.1) (классиче-

ское). Пусть существует функция ( ) (   1 0 0z t C ,T C ,T  : 

( )( )
dy

f ( t ,z t ,
dt

   ( 0t ,T , ( ) 00z y .  

Тогда имеет место неравенство 

( ) ( )z t y t , ( 0t ,T . 

Замечание 2.1. С.А. Чаплыгин называл функцию ( )z t  нижней функцией. 

Аналогично определяется верхняя функция.  
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Определение 2.8. Функция ( ) (   1 0 0t C ,T C ,T   называется нижним 

решением задачи (2.2.1), если выполнены неравенства 

( )( )
d

f ( t , t ,
dt


    0 t T ,   ( ) 00 y  . 

Функция ( ) (   1 0 0t C ,T C ,T   называется верхним решением задачи 

(2.2.1), если выполнены неравенства 

( )( )
d

f ( t , t ,
dt


  0 t T ,  ( ) 00 y  . 

Следствие 2.1. Используя схему доказательства теоремы сравнения, не-

сложно получить, что между нижним решением ( )t  и верхним решением ( )t  

имеет место неравенство ( ) ( )t t .     

Теорема 2.3. Пусть существует нижнее ( )t  и верхнее ( )t решения за-

дачи (2.2.1), такие что ( ) ( )t t  ,  0t ,T . Пусть функция ( )f t , y непрерывна и 

удовлетворяет условию Липшица по переменной 

y :
1 2 1 2f ( t , y ) f ( t , y ) N ( y y )−  − ,  1 2y ,y , ,     0t ,T .  Тогда задача Коши 

(2.2.1) имеет единственное решение ( )y t , удовлетворяющее неравенствам  

( ) ( ) ( )t y t t ,     0 t T  . 

Замечание 2.2. Если нижнее и верхнее решения определены при 0 t ,    

а функция ( )f t , y  непрерывна и удовлетворяет условию Липшица по перемен-

ной y  с постоянной Липшица, не зависящей от t , то Теорема 2 остается спра-

ведливой и на  0 t   . 

Принцип максимума для сингулярно возмущенных линейных обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка [28], [80]:  

2

2

d u du
p( x ) q( x )u f ( x )

dx dx
 + + =                                         (2.2.2) 

на отрезке [а; b] и краевые условия одного из трех типов:  

а) u(a)=А1, u(b)=А2 или  

б) u(а) – h1u'(a)=A1, u(b) + h2u'(b)=A2, h1>0, h2>0 или  
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в) –u'(a)=А1, u'(b)=А2.  

Коэффициенты р(x), q(x) и правая часть f(x) всюду далее будут предпола-

гаться непрерывными на отрезке [а; b]. 

Теорема 2.4. Если в уравнении (2.2.2) коэффициент q(x)<–<0, то реше-

ние любой из задач (2.2.2), (а) или (2.2.2), (б) при любых f ( x ) C([a,b]) , А1, А2 

существует, единственно и для него справедлива оценка 

1 2
[ a ,b ]

| f ( x )|
|u( x )| max | A | | A | + +


. 

Теорема 2.5. Если в уравнении (2.2.2) коэффициент q(x)<–<0, (0,1), то 

решение задачи (2.2.2), (в) при любых f ( x ) C([a,b]) , А1, А2 существует и 

единственно. Существует положительная постоянная М1, зависящая лишь от 

(b–a) и 
[ a ,b ]
max| p( x )| , такая что для решения задачи (2.2.2), (в) справедлива оцен-

ка 

1 1 2
[ a,b ]

| f ( x )|
|u( x )| M max | A | | A | .

 
 + + 

 
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Заключение по главе 2 

 

Бисингулярные задачи появляются там, где имеются неравномерные пе-

реходы от одних физических характеристик к другим. При исследовании по-

добных задач возникают новые различные явления, поэтому методы асимпто-

тического интегрирования их разрабатываются отдельно для различных клас-

сов задач. В связи с этим актуальность результатов исследований по данному 

направлению не вызывает сомнений. Как нам известно, задачи с двойной син-

гулярностью, т.е. бисингулярно возмущенные задачи, сравнительно сингулярно 

возмущенным задачам, мало изучены. Исследование показало, что в бисингу-

лярно возмущенных задачах может появляется еще дополнительные особенно-

сти, например, промежуточные или дополнительные (пограничный или внут-

ренний) слои. 

Объектом диссертационного исследования являются трех зонные бисин-

гулярные задачи первого и второго порядков.  

Нами разработаны оригинальные подходы, алгоритмы к решению по-

ставленных задач, использованием ранее известных методов: интегрирования 

по частям, интегрирования линейных неоднородных обыкновенных дифферен-

циальных уравнений первого и второго порядков, малого параметра, классиче-

ский метод пограничных функций, обобщенный метод пограничных функций, 

сравнения, дифференциальных неравенств и принцип максимума. 

С помощью оригинального подхода, суть которого в том, что вместо уни-

версального метода согласования асимптотических разложений, разработанно-

го и успешно применяемого в научной школе А. М. Ильина, используется ме-

тод вспомогательной функции, позволяющий получить равномерное асимпто-

тическое разложение для рассматриваемого класса задач с помощью более про-

стой процедуры. Кроме этого, в рассматриваемой задаче присутствуют малые 

соподчиненные параметры, и мы исследуем вопрос, при каких соотношениях 

этих параметров возникают дополнительные асимптотические слои. 
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ГЛАВА 3. ТРЕХ ЗОННЫЕ БИСИНГУЛЯРНЫЕ ЗАДАЧИ    

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

§ 3.1. Простейший случай 

 

Постановка задачи. Для наглядности начнем с самого простого случая. 

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 

первого порядка 

3 ' ( ) ( ) ( ) ( ), [0, ],y x x y x f x x T   + +  =                            (3.1.1) 

(0) ,y a =                                            (3.1.2) 

где a – некоторая постоянная не зависящая от малого параметра , 

0

( ) ( ), [0, ],k

k k

k

f x f x f C T






=

=    f0(0)0, a ( )y x  – искомая функция, зависящая 

от малого параметра ε. 

Решение начальной задачи существует, единственно и представимо в ви-

де: 

2 2 2

3 3 3

2 2 2

2 2 2
3

0

1
( ) ( ) .

x x x x x

y x ae e f e d

+  +   + 
− −

  
 = +  

   

Требуется построить равномерное асимптотическое приближение реше-

ния начальной задачи (3.1.1)-(3.1.2) на отрезке [0,Т], когда малый параметр 

стремится к нулю. 

Особенности начальной задачи. Первая сингулярность – присутствие 

малого параметра перед производной искомой функции, т.е. перед ' ( )y x . Если 

в уравнении (3.1.1) формально считать, что ε=0, то мы получим конечное урав-

нение: 

0 0( ) ( ),xy x f x=  

нетрудно заметить, что y0(x) в общем случае не удовлетворяет начальному 

условию (3.1.2).  
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Вторая сингулярность – функция 0
0

( )
( ) ,

f x
y x

x
=  при 0x → +  имеет осо-

бую точку – полюс первого порядка, так как по условию f0(0)0. 

Третья особенность появление промежуточного пограничного слоя. 

Первая и вторая особенности очевидны, задачи с подобными особенно-

стями называют бисингулярными. 

Чтобы доказать последнее предложение, т.е. третью особенность рас-

сматриваемой задачи Коши мы построим внешнее решение начальной задачи 

(3.1.1)-(3.1.2), которое будем искать в виде: 

0

( ) ( )j

j

j

y x y x




=

=  ,                                                 (3.1.3) 

где ( )jy x  – пока неизвестные функций. 

Формально подставляя ряд (3.1.3) в дифференциальное уравнение (3.1.1) 

имеем: 

3

0 0 0

' ( ) ( ) ( ) ( ),j j j

j j j

j j j

y x x y x f x
  

= = =

  + +   =     

в последнем равенстве приравнивая коэффициенты малого параметра при оди-

наковых степенях можно записать в виде рекуррентных соотношений: 

0 0( ) ( ),xy x f x=  

1 0 1( ) ( ) ( ),xy x y x f x+ =  

2 1 2( ) ( ) ( ),xy x y x f x+ =  

3 1' ( ) ( ) ( ) ( ), 3,4,...j j j jy x xy x y x f x j− −+ + = =  

отсюда находим: 

0
0

( )
( )

f x
y x

x
= , 1 0

1

( ) ( )
( )

f x y x
y x

x

−
= , 2 1

2

( ) ( )
( )

f x y x
y x

x

−
= , 

1 3( ) ( ) ' ( )
( ) 3,4,...

j j j

j

f x y x y x
y x , j=

x

− −− +
=  

Поэтому ряд (3.1.3) можно записать в виде 

2
20 1 0 2 1 0

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ...

f x xf x f x x f x xf x f x
y x

x x x


− − +
= +  +  + , 
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нетрудно заметить, что каждое слагаемое этого ряда представимо в виде 

0

0

1
( ) ( ), {0}, ( ) ( 1) ( ).

k k
j k j

k k k k j

j

y x y x k N N y x x f x
x x

−

−

=

 
=  =  = − 

 
  

Это означает, что члены ряда (3.1.3) обладают свойством “нарастающей 

особенности”, которое свойственно бисингулярным задачам [29]: 

2

0 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

j

jy x f x y x y x y x
x x x x



      
= + + + + +         

             (3.1.4) 

где [0, ], .jy C T j N   

Ряд (3.1.4) подсказывает каким должна быть внутренняя переменная в со-

седнем пограничном слое, т.е. х=εt. 

В уравнении (3.1.1) сделаем преобразование x=εt: 

2 ( )
( ) ( ) ( )

dy t
t y t f t

dt


  +  +  =                     (3.1.5) 

пусть 
( )

( )
w t

y t 
 =


, тогда (3.1.5) примет вид: 

( )
( 1) ( ) ( )

dw t
t w t f t

dt


  + + =                          (3.1.6) 

В левой части последнего равенства главным является выражение 

( 1) ( )t w t+ , 

в которой отсутствует производная, т.е. при ε=0 из (3.1.6) мы получаем конеч-

ное уравнение, а не дифференциальное:  

0 0( 1) ( ) (0)t w t f+ = . 

Но в нашей задаче имеется начальное условие (3.1.2), поэтому в окрест-

ности начальной точки х=0 мы должны ввести еще одно растяжение координат, 

т.е. внутреннюю переменную и с помощью нее мы устраняем невязку (несогла-

сованность) в начальной точке х=0. 

В таком случае, функция, удовлетворяющая равенству (3.1.6) будет сред-

ним (или промежуточным) пограничным слоем между классическим погранич-

ным слоем в окрестности х=0 и внешним решением. Таким образом мы опреде-
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лили, что асимптотическое решение задачи (3.1.1)-( 3.1.2) состоит из трех ча-

стей. 

Формальное асимптотическое приближение решения задачи (3.1.1)-

(3.1.2) будем искать в виде суммы трех неизвестных функций: 

( ) ( ) ( ) ( )y x v x w t   = + +   ,                                         (3.1.7) 

где ( )v x  – гладкое внешнее решение; 

( )w t  – промежуточное погранслойное решение, /t x=  ; 

( )   – экспоненциально убывающее погранслойное решение, 2/x =  . 

Уравнение (3.1.1) запишем в виде 

3 ' ( ) ( ) ( ) ( ) , [0, ],y x x y x f x h h x T     + +  = − +                    (3.1.8) 

где h  – пока неизвестная функция зависящая от малого параметра. 

Подставляя (3.1.7) в равенство (3.1.8) и начальное условие (3.1.2) соста-

вим задачи: 

3 ' ( ) ( ) ( ) ( ) , [0, ],v x x v x f x h x T    + +  = −                            (3.1.9) 

2 1' ( ) ( ) ( ) , [0, ],w t t w t h t T−

   +  +  =                                 (3.1.10) 

2 2' ( ) ( ) ( ) 0, [0, ],T−

   +  +    =    (0) (0) (0)a v w   = − −              (3.1.11) 

 

Задача (3.1.9) 

Начнем с решения задачи (3.1.9).  

Пусть 
0

( ) ( )j

j

j

v x v x




=

=   и 
0

,j

j j

j

h h h const




=

=  − . Тогда равенство (3.1.9) 

можно записать в виде: 

3 1' ( ) ( ) ( ) ( ) , [0, ], 0,1,...j j j j jv x xv x v x f x h x T j− −+ + = −  =                  (3.1.12) 

где ( ) 0, 0.sv x s   

Равенство (3.1.12) запишем в виде: 

1 3( ) ( ) ' ( )
( ) , 0,1,..., ( ) 0, 0.

j j j j

j s

f x v x v x h
v x j v x s

x

− −− − −
= =    

В частности, 
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0 0
0

( )
( ) ;

f x h
v x

x

−
=       1 0 1

1

( ) ( )
( )

f x v x h
v x

x

− −
= ;  

2 1 2
2

( ) ( )
( )

f x v x h
v x

x

− −
= ,        3 2 0 3

3

( ) ( ) ' ( )
( )

f x v x v x h
v x

x

− − −
= . 

Пусть 

0 0 1 1 0 2 2 1

1 3

(0), (0) (0), (0) (0),

(0) (0) ' (0), 3,4,...j j j j

h f h f v h f v

h f v v j− −

= = − = −

= − − =
 

тогда особенность функций vj(x) исчезнут: 

1 3 1 3( ) ( ) ' ( ) (0) (0) ' (0)
( ) , 0,1,...,

j j j j j j

j

f x v x v x f v v
v x j

x

− − − −− − − + +
= =  

( ) 0, 0sv x s   и [0, ], 0,1,...jv C T j =  

 

Задача (3.1.10) 

Перейдем теперь к задаче (3.1.10). Решение этой задачи будем искать в 

виде ряда, 
1

0

( ) ( )j

j

j

w t w t


−



=

=   . Подставим это выражение в (3.1.10): 

1

0 0 0

' ( ) ( 1) ( ) , [0, ],j j j

j j j

j j j

w t t w t h t T
  

−

= = =

  + +  =       

приравнивая коэффициенты малого параметра с одинаковыми степенями, по-

лучим: 

10 1 0
0 1

' ( )' ( )
( ) ; ( ) , ( ) , 0,1,...

1 1 1

j j

j

h w th h w t
w t w t w t j

t t t

−−−
= = = =

+ + +
 

Заметим, что функций ( )kw t  убывают степенным характером при t→. 

 

Задача (3.1.11) 

Решение задачи (3.1.11) ищем в виде ряда 
1

0

( ) ( )j

j

j


−



=

  =     . Подстав-

ляя этот ряд в задачу (3.1.11) получим: 

2

0 0' ( ) ( ) 0, [0, ],T−  +   =                                  (3.1.13) 
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2

1' ( ) ( ) ( ), [0, ], 1,2,...j j j T j−

−  +   = −    = ,              (3.1.14) 

0 0 1 0 1 1(0) (0); (0) (0) (0); (0) ( (0)), 2,3,...j j jw a v w v w j− = −  = − −  = − + =  (3.1.15) 

Лемма 3.1. Решение задачи 

( )0 0

0 0 1'( ) ( ) ... , [0, ), (0)
p j

jz p z e c c c z z
−

+ = + + +   =
     , 

0 0p   

существует, единственно и представимо в виде 

0 0

2 1
0

0 1( ) ...
2 1

j
p p

jz e z e c c c
j

+
− −  

= + + + + 
+ 

   
  . 

Доказательство. Уравнение  

( )0

0 0 1'( ) ( ) ... ,
p j

jz p z e c c c
−

+ = + + +
     

запишем в виде 

( ) ( )0

0 1( ) ... ,
p j

jz e c c c

= + + +

    

полученное выражение интегрируем по , учитывая начальное условие: 

0 0

2 1
0

0 1( ) ...
2 1

j
p p

jz e z e c c c
j

+
− −  

= + + + + 
+ 

   
  .  

Лемма доказана. 

На основании доказанной леммы решения задач (3.1.13)-(3.1.15) суще-

ствуют, единственны и экспоненциально убывают при →. 

Таким образом, нами определены все слагаемые (3.1.7). Перейдем к оцен-

ке остаточного члена разложения: 

0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j j

j j j

y x v x w t
  



= = =

=  +  +   
 

   . 

Оценка остаточного члена. Пусть  

, ,( ) ( ) ( ),s sy x y x R x  = +  

где 
1

1

,

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ))
s s

j j

s j j j

j j

y x v x w t
+

−



= =

=  +   +    , , ( )sR x  – остаточная функция. 

Тогда учитывая полученные выше выражения для функций 

( ), ( ), ( )j j jv x w t    для остаточного члена , ( )sR x  имеем начальную задачу: 
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3 1

, ,' ( ) ( ) ( ) ( , , ), [0, ],s

s sR x x R x x t x T+

   + +  = −      
, (0) 0sR  = ,            (3.1.16) 

где 
2

2 1 1 1( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )s s s s s sx t v x v' x v' x v' x w t f x − − + +   = + +  +  + +   − ,     

        
1

0

( ) ( )k

s k

k

f x f x


 + +

=

=  . 

Явное решение задачи (3.1.16) можно записать в виде: 

3 3 3 3

0 0 0 0

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )3

2 2

,

0 0

( ) ( ) ( )

x x

x xs ds s ds s ds s ds
s s

sR x O e e d O e de

 

− + + − + +
   − −



   
=   =  =

 +  

3 3

0 0

1 1
( ) ( )3

2 2( )

x x

s ds s ds
sO e e

x

− + − +
 −

 
  =  −  +

 +  
 

 

3 3

0 0

1 1
( ) ( )

1

2

0

1
( ) , 0.

( )

x

xs ds s ds
sO e e d



− + +
 +
 

+   →
 +   

Отсюда имеем 
, ( ) ( ), 0.s

sR x O =  →  

Нами доказана  

Теорема 3.1. Асимптотическое решение трех зонной бисингулярной за-

дачи Коши (3.1.1)-(3.1.2) на отрезке [0,Т] при стремлении малого параметра к 

нулю представимо в виде асимптотического ряда: 

1
1

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
s s

j j s

j j j

j j

y x v x w t O
+

−



= =

=  +   +   +   , →0. 

Научные результаты этого параграфа опубликованы в журнале «Вестник 

ОшГУ», [47]. 
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§ 3.2. Линейный рост сингулярности в начальной точке 

 

Теперь чуть обобщим задачу, исследованную в предыдущем параграфе и 

выясним явления промежуточного пограничного слоя, т.е. найдем условие при 

выполнениях которого появляется промежуточный пограничный слой. 

Постановка задачи. Исследуем задачу Коши: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],n my x xq x p x y x f x x T  + +  =                            (3.2.1) 

(0) ,y a =                                            (3.2.2) 

где ,n mN , a – const, f(0)0, , , [0, ], 0 ( ),f q p C T q x   0 ( ) : [0, ]p x x T  , a 

( )y x  – искомая функция, зависящая от малого параметра ε. 

Решение начальной задачи существует, единственно и представимо в ви-

де: 

0 0 0

1 1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

0

0

1
( ) ( ) .

x x

m m m

n n n
xsq s p s ds sq s p s ds sq s p s ds

n
y x y e e f e d



− + − + +
  



  
= +  

   

Требуется определить при каких значениях параметров n и m появляется 

промежуточный пограничный слой и в этом случае построить равномерное 

асимптотическое приближение решения начальной задачи (3.2.1)-(3.2.2) на от-

резке [0,Т], когда малый параметр стремится к нулю. 

Для решения поставленной задачи сначала приведем достаточное и необ-

ходимое условие существование промежуточного пограничного слоя, далее по-

строим асимптотическое решение задачи (3.2.1)-(3.2.2). 

Особенности начальной задачи. Первая и вторая сингулярности те же 

самые, что показанные в предыдущем параграфе: 1) присутствие малого пара-

метра перед производной искомой функции; 2) функция 0

( )
( ) ,

( )

f x
y x

xq x
=  при 

0x → +  имеет особую точку – полюс первого порядка. 

Третья особенность – появление промежуточного пограничного слоя, 

только при n > 2m. 

Докажем следующую теорему. 
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Теорема 3.2. Если в начальной задаче (3.2.1)-(3.2.2) параметры n и m удо-

влетворяют неравенству n>2m, то в окрестности начальной точки х=0 суще-

ствует промежуточный (дополнительный) пограничный слой. 

Доказательство. Как отмечено в работе [37], если в области погранично-

го слоя существует не один, а несколько характерных пределов, то говорят со-

ответственно о многозонной задаче. Поэтому для доказательства теоремы мы 

должны показать, что при выполнении условия n > 2m в области пограничного 

слоя, т.е. в окрестности точки х=0 существует два характерных предела, и при 

n  2m в окрестности точки х=0 существует только один характерный предел. 

Пусть х=εt, >0, тогда dx=εdt и уравнение (3.2.1) перепишется в виде: 

( )
( ( ) ( )) ( ) ( )n mdy t

tq t p t y t f t
dt

−    
 +   +   =  .                   (3.2.3) 

а) Пусть n > 2m. 

1) При 
2

n
 = :  

2
( )

( ) ( ) ( )) ( ) ( )
n

m d t
tq t t p t t f t

dt

−
  

 

 
 +   +   =  

 
;               (3.2.4) 

2) при n m= − : 

2( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )n md t

tq t t p t t f t
dt

 −  
 

 
+   +    =  

 
;            (3.2.5) 

3) при m = : 

2 ( )
( ( ) ( )) ( ) ( )n m d t
tq t p t t f t

dt

−   



 +  +   =  ,                  (3.2.6) 

где ( ) ( )mt y t  =  . 

В пограничном слое имеется два характерных предела (3.2.5) и (3.2.6). 

Так как n m m−  , поэтому изменение масштаба 
n m

x
−

 =


 описывает по-

граничный слой вблизи начальной точки х=0, которую будем называть левой 

зоной, а изменение масштаба 
m

x
t =


, определяет другую область, ее называют 
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средней зоной, так как она лежит между левой зоной и областью внешнего раз-

ложения – правой зоной. 

б) Пусть n  2m. Докажем, что в этом случае имеется только один харак-

терный предел. 

Рассмотрим сначала знак равенства, т.е. случай n =2m. При m = , мы по-

лучим, только один характерный предел: 

( )
( ( ) ( )) ( ) ( )

d t
tq t p t t f t

dt

  



+  +   =  ,                  (3.2.7) 

где ( ) ( )mt y t  =  . 

Исследуем теперь случай, когда n < 2m. 

1) При 
2

n
 = :  

2
( )

( ) ( ) ( )) ( ) ( )
n

md t
tq t t p t t f t

dt

−
  

 

 
+   +    =  

 
;               (3.2.8) 

2) при n m= − : 

2 ( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )m n d t

tq t t p t t f t
dt

−   
 

 
 +   +   =  

 
;            (3.2.9) 

3) при m = : 

2( )
( ( ) ( )) ( ) ( )m nd t
tq t p t t f t

dt

−   



+   +   =  ,                  (3.2.10) 

где ( ) ( )mt y t  =  . 

В пограничном слое имеется только один характерный предел (3.2.10). 

Необходимость условия n > 2m можно доказать еще с помощью внешнего 

решения. Пусть , 2n km k N=   . Внешнее решение начальной задачи (3.2.1)-

(3.2.2), будем искать в виде: 

0

( ) ( )j

j

j

y x y x




=

=  ,                                                 (3.2.11) 

где ( )jy x  – пока неизвестные функций. 

Формально подставляя ряд (3.2.11) в уравнение (3.2.12) имеем: 
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0 0

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), (0, ],n j m j

j j

j j

y x xq x p x y x f x x T
 

= =

  + +   =    

последнее равенство можно записать в виде: 

' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0, ], 0,1,...j n j j my x xq x y x p x y x f x x T j− −+ + =  =     

( ) 0, 0.sy x s   

отсюда находим: 

( ) ( ) ( ) ' ( )
( )

( )

j m j n

j

f x p x y x y x
y x

xq x

− −− −
= , 

в частности, при j=0:
0

( )
( ) ;

( )

f x
y x

xq x
=   

по условию , 2n km k N=   , поэтому 

0( ) ( )
( )

( )
m

p x y x
y x

xq x
= − ; 

2

( ) ( )
( )

( )

m
m

p x y x
y x

xq x
= − ; 

а при j=n:  

0( ) ( ) ' ( )
( )

( )

n m
n

p x y x y x
y x

xq x

− +
= −  или 

( 1) 0( ) ( ) ' ( )
( )

( )

m j

jm

p x y x y x
y x

xq x

− +
= − . 

Из этих выражений следует, что 

0

1
( ) ( ), {0}, [0,1].

k
m

k k ky x y x k N N y C
x x

 
=  =   

 
 

Это означает, что члены ряда  

2

1 2

( ) 1 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

( )

j
m m m

j

f x
y x y x y x y x

xq x x x x x x x


     
= + + + + +   

   
    (3.2.12) 

где [0,1], Njy C j  , обладают свойством “нарастающей особенности” [29], 

которое свойственно бисингулярным задачам [28], [57]-[60]. 

Ряд (3.2.12) подсказывает каким должна быть внутренняя переменная в 

пограничном слое, т.е. х=εmt. 

В уравнении (3.2.1) сделаем преобразование x=εmt: 

( 1) ( )
( ( ) ( )) ( ) ( )m k m m m m mdy t

tq t p t y t f t
dt

− 
 +   +   =                     (3.2.13) 
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если ввести обозначение ( ) ( )my t w t−

 =  , тогда (3.2.13) примет вид: 

( 2) ( )
( ( ) ( )) ( ) ( )m k m m mdw t
tq t p t w t f t

dt

− 
 +  +  =                       (3.2.14) 

В левой части последнего равенства главным является выражение 

( ( ) ( )) ( )m mtq t p t w t +  , в которой отсутствует производная, т.е. при ε=0 мы по-

лучаем конечное уравнение а не дифференциальное. Это означает, что вблизи 

начальной точки существует еще одна погранслойная функция – решение диф-

ференциального уравнения первого порядка, с помощью которой устраняется 

невязка (несогласованность) в начальной точке. 

Функция, удовлетворяющая равенству (3.2.14) будет промежуточным по-

граничным слоем [29]. 

Теорема доказана. 

Формальное асимптотическое приближение решения задачи (3.2.1)-

(3.2.2) при , 2n km k N=    будем искать в виде суммы трех неизвестных 

функций: 

( ) ( ) ( ) ( )y x v x w t   = + +   ,                                         (3.2.15) 

где ( )v x  – гладкое внешнее решение; 

( )w t  – промежуточное погранслойное решение, 
m

x
t =


; 

( )   – экспоненциально убывающее погранслойное решение, 
( 1)m k

x
−

 =


. 

Уравнение (3.2.1) запишем в виде 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) , [0, ],n my x xq x p x y x f x h h x T    + +  = − +          (3.2.16) 

где h  – пока неизвестная функция зависящая от малого параметра. 

Подставляя (3.2.15) в равенство (3.2.16) и начальное условие (3.2.2) полу-

чим задачи: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) , [0, ],n mv x xq x p x v x f x h x T   + +  = −                    (3.2.17) 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) , [0, ],n m m m m m mw t t q t p t w t h t T− −

   +   +   =                   (3.2.18) 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)' ( ) ( ( ) ( )) ( ) 0, [0, ],m m k m k m m k m kq p T− − − − −

    +   +     =     (3.2.19) 
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0(0) (0) (0)y v w   = − −                                    (3.2.20) 

 

Решение задачи (3.2.17) 

Пусть 
0

( ) ( )mj

j

j

v x v x




=

=   и 
0

,mj

j j

j

h h h const




=

=  − . Тогда равенство (3.2.17) 

можно записать в виде: 

1' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , [0, ], 0,1,...j k j j jv x xq x v x p x v x f x h x T j− −+ + = −  =      (3.2.21) 

где ( ) 0, 0.sv x s   

Равенство (3.2.21) запишем в виде: 

1( ) ( ) ( ) ' ( )
( )

( )

j j k j

j

f x p x v x v x h
v x

xq x

− −− − −
= , 2 k N  . 

В частности, 

0
0

( )
( ) ;

( )

f x h
v x

xq x

−
=  0 1

1

( ) ( )
( )

( )

p x v x h
v x

xq x

+
= − ; 1 2

2

( ) ( )
( )

( )

p x v x h
v x

xq x

+
= − . 

Пусть 

0 1 0 1(0), (0) (0), ( (0) (0) ' (0))j j j kh f h p v h p v v− −= = − = − + , 

тогда имеем: 

[0, ], 0,1,...jv C T j =  

 

Решение задачи (3.2.18) 

Решение этой задачи будем искать в виде 
0

( ) ( )m jm

j

j

w t w t


−



=

=   , подстав-

ляя это выражение в (3.2.18) имеем: 

( 2)

0 0 0

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) , [0, ],k m jm m m jm jm m

j j j

j j j

w t tq t p t w t h t T
  

− −

= = =

  +  +   =       

приравнивая коэффициенты малого параметра с одинаковыми степенями, по-

лучим: 

( 2)0
0

' ( )
( ) ; ( ) , 1,2,..., 0, 0.

( ) ( ) ( ) ( )

j j k m

j sm m m m

h w th
w t w t j w s

tq t p t tq t p t

− +−
= = =  

 +   + 
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Еще раз отметим, что функций ( )kw t  являются промежуточными погра-

ничными функциями в окрестности х=0 и эти функций убывают степенным ха-

рактером при t→. 

 

Решение задачи (3.2.19)-(3.2.20) 

Решение задачи (3.2.19)-(3.2.20) будем искать в виде 

0

( ) ( )m jm

j

j


−



=

  =     . Подставляя это равенство в (3.2.19) и (3.2.20) получим 

задачи: 

( 1) ( 1)

( 1)

( 1)

' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

(0, ], 0,1,..., 2 ;

m k m k

j j j k

m k

p q

T j k N

− −

− −

− −

  +    +     =

  =  
              (3.2.22) 

0

0 0 1 0 1 1(0) (0), (0) (0) (0); (0) ( (0)), 2,3,...j j jw y v w v w j− = −  = − −  = − + =  (3.2.23) 

По условию задачи (3.2.1)-(3.2.2) функций , [0, ],q p C T  

0 ( ),0 ( ) : [0, ]q x p x x T   . Поэтому справедливы разложения: 

( 1) ( 1) ( )

0

( 1) ( 1) ( )

0

1
( ) , (0);

!

1
( ) , (0).

!

m k j m k j j

j j

j

m k j m k j j

j j

j

p p p p
j

q q q q
j


− −

=


− −

=

 =   =

 =   =




 

На основании доказанной леммы 3.1 решения задач (3.2.22)-(3.2.23) су-

ществуют, единственны и экспоненциально убывают при →. 

Таким образом, нами определены все слагаемые (3.2.15). Перейдем к 

оценке остаточного члена разложения 

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )mj m jm m jm

j j j

j j j

y x v x w t
  

− −



= = =

=  +   +       . 

Оценка остаточного члена 

Пусть , ,( ) ( ) ( ),s sy x y x R x  = +  

где 
1

,

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ))
s s

mj m jm

s j j j

j j

y x v x w t
+

−



= =

=  +   +    ,  

       , ( )sR x  – остаточный член разложения. 
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Тогда для остаточного члена получим следующую начальную задачу 

, , ,' ( ) ( ( ) ( )) ( ) , [0, ],n m ms m

s s sMR R x xq x p x R x x T+

    + +  =        (3.2.24) 

, (0) 0sR  = .                                                     (3.2.25) 

где 
1

( ) ( ) ' ( )
k

jm m

s s j k

j

p x v x v x−

+ −

=

 = +  +  

2 1
( 1)

3 2

1 1

' ( ) ( ) ( ).
k k

mj mj m k

s k j s k j

j j

w t q
− −

−

− + + − + +

= =

+  +        

Явное решение задачи (3.2.24)-(3.2.25) можно оценить двумя способами: 

1-й способ. Интегрированием по частям явного решения: 

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

,

0

( ) ( )

x

m m

n n
xsq s p s ds sq s p s ds

ms m n

sR x O e e d



− + +
 + −



 
=   =  

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

0

( )
( ) ( )

x

m m

n n
xsq s p s ds sq s p s dsn

ms m n

m
O e de

q p



− + +
 + −
 

=  =
  +    

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( )
( ) ( ) (0)

x x

m m

n n
sq s p s ds sq s p s dsn n

ms m n

m m
O e e

xq x p x p

− + +
 + −

 
   =  − +

 +   
 

 

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

2

0

( ) '( ) '( )
( ) , 0.

( ( ) ( ))

x

m m

n n
xsq s p s ds sq s p s dsm

ms m

m

q q p
O e e d

q p



− + +
 +
  +   +  

+   →
  +    

Отсюда имеем: 

, ( ) ( ), 0.ms

sR x O =  →  

2-й способ. Методом сравнения (или методом барьерных функций) ис-

пользуя теорему 4 Чаплыгина [43]. Пусть max ( , , )
x [0,T]

d x t


=   , 

1
( )

( ) ( )

up ms m

m

d
z x

xq x p x

++
= 

+ 
,     

1
( ) , [0, ]

( ) ( )

down ms m

m

d
z x x T

xq x p x

++
= −  

+ 
. 

Тогда 
1 1

0, 0, (0) 0, (0) 0.
(0) (0)

up down up ms down msd d
Mz Mz z z

p p

+ +
  =   = −    

Действительно,  



 - 42 - 

( )2

1
( )

( ) ( )

( ( ) ( )) '
1 0, 0 1;

( ( ) ( ))

up n ms m ms m ms m

m

m
ms m n ms m

m

d
Mz d

xq x p x

xq x p x
d d

xq x p x

+ + +

+ +

 +
   +  +  − = 

+  

 + 
=  −  +  −     

+  

 

( )2

1
( )

( ) ( )

( ( ) ( )) '
1 0, 0 1;

( ( ) ( ))

down n ms m ms m ms m

m

m
ms m n ms m

m

d
Mz d

xq x p x

xq x p x
d d

xq x p x

+ + +

+ +

 +
  −  −  −  + = 

+  

 + 
= − −  −  +     

+  

 

Выполняются все условия теоремы Чаплыгина, поэтому  

( ) ( ) ( ), [0, ].down upz x R x z x x T    

1 1
( ) , [0, ].

( ) ( ) ( ) ( )

ms m ms m

m m

d d
R x x T

xq x p x xq x p x

+ +



+ +
−     

+  + 
 

Теорема 3.3. Для решения задачи Коши (3.2.1)-(3.2.2) на отрезке [0, ]x T  

справедливо асимптотическое разложение 

1
)

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ), 0.
s s

mj m j ms

j j j

j j

y x v x w t O
+

−



= =

=  +   +   +  →   

 

Пример 3.1. 
3 ' ( ) ( ) ( ) 1 2 , [0,1], (0) 1.y x x y x x x y   + +  = +  =  

В нашем примере n=3, m=1, f(x)=1+2x. 

Внешнее решение:  

21
( ) 1 2 (2 1) ... ( ) ...

k

ky x x x x y x
x x x



   
= + + − − + + +     

. 

Асимптотическое решение: 

( )

0 1

2

0 0 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( )

y x v x v x

w t w t w t R x





= +  +

+ +   +  +   +  +   +


 

где 
2,x t x=  =   , 1 2h = −  , 

0 0

1 2 1
( ) 2 ( ) 2

x
v x v x

x

+ −
= =  = 1 1

2 2
( ) ( ) 0v x v x

x

−
= −   . 
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2

0 1 3

1 2( 1) 1
( ) ; ( )

1 ( 1)

t
w t w t

t t

+ −
= = −

+ +
; 

2

2 5

2 4 1
( )

( 1)

t t
w t

t

+ −
= −

+
. 

0( ) ,e−  = −  2

1

1
( ) ,

2
e−  =   4

2

1
( ) .

8
e e− −  = +   

Для остаточного члена получаем задачу: 

3 3

2 2' ( ) ( ) ( ) ( ' ( ) ( )), [0,1], (0) 0.R x x R x w t x R   + +  = − +    =   (3.2.26) 

Решение задачи (3.2.26) существует и единственно. Рассмотрим правую 

часть и оценим выражение 
2 2' ( ) ( )w t +   .  

Функция 
2

2 6

6 12 9
' ( ) 0, [0, )

( 1)

t t
w t t

t

+ +
=   

+
 монотонно убывает, поэтому 

2
[0, )

max ' ( ) 9
t

w t
 

= .  

А для функция 
5

2

1
( ) 0

8
e e− −  =  +    имеем 2

[0, )
max ( ) 2.6665 3
 

  =  , 

максимум достигается в точке =4,95. Значить 
2 2| ' ( ) ( ) | 12w t +    . 

Пусть верхнее и нижнее решения будут соответственно: 

313
( )upz x

x


=

+ 
, 

313
( ) , [0,1]downz x x

x


= − 

+ 
. 

Тогда  

2 2( ) 0, ( ) 0, 0, (0) 13 0, (0) 13 0.up down up downlz x lz x lR z z  = =   = −    

Действительно,  

( )

3
3 3 3 3

2 22

3
3 3

2 22

13
12 ( ' ( ) ( ))

( )

13
1 12 ( ' ( ) ( )) 0, 0 1;

( )

uplz w t
x

w t
x

 
  − +  +  +  +   = 

+  

 
=  − +  + +       

+  

 

( )

3
3 3 3 3

2 22

3
3 3

2 22

13
12 ( ' ( ) ( ))

( )

13
1 12 ( ' ( ) ( )) 0, 0 1;

( )

downlz w t
x

w t
x

 
  −  −  +  +   = 

+  

 
= − − −  − +       

+  

 

Выполняются все условия теоремы Чаплыгина [43], поэтому  
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( ) ( ) ( ), [0,1].down upz x R x z x x    

2 2
2 4 2

3 5

1 1 2( 1) 1 2 4 1 1 1 1
( ) 2 O( ).

1 ( 1) ( 1) 2 8

t t t
y x e e e e

t t t

− − − −



+ − + −  
= + − − − +  +  +  +  

 + + +   
 

 

В следующих таблицах 1, 2 и 3 приведены результаты численного экспе-

римента в системе Maple: 

Таблица 1. 

x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

| ( ) ( ) |y x y x −  

=0,1 

0,2 8,2*10–2 1,9*10–3 5,1*10–4 1,7*10–5 7,2*10–6 

| ( ) ( ) |y x y x −  

=0,01 

0,02 0 10–9 10–9 10–9 0 

Таблица 2. 

x 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 

| ( ) ( ) |y x y x −  

=0,001 

0,002 2*10–8 1*10–8 1*10–8 0 0 

Таблица 3. 

x 0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 

| ( ) ( ) |y x y x −  

=0,0001 

0,0002 10–6 0 0 0 0 
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§ 3.3. Общий случай 
 

В данном параграфе обобщается задача, исследованная в предыдущем 

параграфе 3.2. Выясним влияние кратности особой точки на промежуточный 

пограничный слой. Приводится условие при выполнениях которого появляется 

промежуточный пограничный слой. 

Постановка задачи. Исследуем задачу Коши  

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],n my x x q x p x y x f x x T

  + +  =                            (3.3.1) 

(0) ,y a =                                            (3.3.2) 

где , , Nn m  , a – const, f(0)0, , , [0, ],f q p C T  
00 ( ),q x    

00 ( ) : [0, ]p x x T    ,   – кратность особой точки х=0. 

Решение начальной задачи существует, единственно. Требуется опреде-

лить при каких значениях параметров n,  и m появляется промежуточный по-

граничный слой и в этом случае построить равномерное асимптотическое при-

ближение решения начальной задачи (3.3.1)-(3.3.2) на отрезке [0,Т], когда ма-

лый параметр стремится к нулю. 

Для решения поставленной задачи сначала приведем условие существо-

вания промежуточного пограничного слоя, далее построим асимптотическое 

решение начальной задачи (3.3.1)-(3.3.2). 

Начальная задача (3.3.1)-(3.3.2) имеет такие же особенности как задачи 

исследованные в предыдущих параграфах.  

Докажем следующую теорему. 

Теорема 3.4. Если 
m

n m +


, то начальная задача (3.3.1)-(3.3.2) является 

трех зонной бисингулярной задачей. 

Доказательство. Для доказательства теоремы, как и в предыдущем пара-

графе, покажем, что в пограничном слое имеется два характерных предела, 

кроме внешнего, которые будут включать в себя два внутренних разложения. 

Пусть х=εt, >0, тогда dx=εdt и уравнение (3.3.1) перепишется в виде: 
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( )
( ( ) ( )) ( ) ( )n mdy t

t q t p t y t f t
dt

−     
 +   +   =                     (3.3.3) 

Уравнивая порядков поведения слагаемых по малому параметру двух лю-

бых членов имеем соответствующие характерные пределы, возможны следую-

щие три случаи: 

1) 
1

n
n − =    =

 +
 ; 

2) n m n m− =   = − ; 

3) 
m

j m =   =


. 

Достаточность. В первом случае  

1 ( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )

n
mdy t

t q t y t p t y t f t
dt



   + 
 

 
 +  +   =  

 
,               (3.3.4) 

пусть ( ) ( )my t t−

 =    тогда (3.3.4) примет вид: 

1 ( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )

n m d t
t q t t p t t f t

dt


−

   + 
 

 
 +   +   =  

 
 

по условию теоремы 
1

n m



 +

, поэтому этот случай исключается. 

Во втором случае  

( )( )
( )) ( ) ( ) ( ) ( )m n mdy t

p t y t t q t y t f t
dt

  −   
 

 
 +  +   =  
 

,               (3.3.5) 

пусть ( ) ( )my t t−

 =    тогда (3.3.5) примет вид: 

( 1)( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )n md t

t q t t p t t f t
dt

   − +  
 

 
+   +    =  

 
 

по условию теоремы ( 1) 0n m −  +  , поэтому этот случай требует исследова-

ния. 

В третьем случае  

( )
( ( ) ( )) ( ) ( )

m
n

mdy t
t q t p t y t f t

dt

−
    

 +   +  =  ,               (3.3.6) 

пусть ( ) ( )my t t−

 =    тогда (3.3.6) примет вид: 
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1
( )

( ( ) ( )) ( ) ( )
n m d t

t q t p t t f t
dt

+
−

    



 +  +   =   

по условию теоремы 
1

0n m
 +

− 


, поэтому этот случай требует исследования. 

Мы доказали, что в пограничном слое имеется два характерных предела, 

кроме внешнего, которые будут включать в себя два внутренних разложения: 

1) n mx −=   ;      2) 

m

x t=  . 

Так как 
m

n m +


, поэтому 
m

n m− 


.  

Изменение масштаба 
n m

x
−

 =


, соответствующее n m= − , описывает 

подслой (пограничный слой) вблизи начальной точки х=0, которую будем 

называть левой зоной. А изменение масштаба 
/m

x
t


=


, соответствующее 
m

 =


, 

определяет другую область, лежащую между левой зоной и областью внешнего 

разложения, т.е. правой зоной называют средней зоной.  

В задачах вязко-невязких взаимодействий эти зоны обычно называются 

нижним, средним и верхним подслоем соответственно [37]. 

Необходимость. Покажем, что в случае 
m

n m +


 в окрестности особой 

точки имеется только один характерный предел. 

a) При 
m

n m= +


 во всех трех случаях ( / ( 1)n =  +  ; n m= − ; 

/m =  ) получаем только один характерный предел: 

( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )

d t
t q t t p t t f t

dt

   
 


+   +   =  , 

где ( ) ( )mt y t  =  . 

б) При 
m

n m +


: 

в первом случае пусть 1( ) ( )
n

y t t


−

+

 =    тогда (3.3.4) примет вид: 
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1( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )

m nd t
t q t t p t t f t

dt


−

   +
 

 
+   +    =  

 
 

по условию 
m

n m +


, поэтому – это один из характерных пределов. 

Во втором случае, пусть ( )( ) ( )n my t t− −

 =    тогда (3.3.5) примет вид: 

( 1) ( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )m n d t

t q t t p t t f t
dt

+ −    
 

 
 +   +   =  

 
 

по условию 
m

n m +


, поэтому этот случай не рассматривается. 

В третьем случае, пусть ( ) ( )

m
n

y t t
−



 =    тогда (3.3.6) примет вид: 

1
( )

( ( ) ( )) ( ) ( )
m ndy t

t q t p t y t f t
dt

+
−

   
+   +  =   

по условию 
m

n m +


, поэтому этот случай тоже не рассматривается.  

В итоге получается только один характерный предел: 

1( )
( ) ( ) ( )) ( ) ( )

m nd t
t q t t p t t f t

dt


−

   +
 

 
+   +    =  

 
. 

Теорема доказана. 

 

Формальное асимптотическое приближение 

Для удобства вычислений будем считать, что 
1

, 1n mk k N= +  


 и вве-

дем обозначение 
m =   - малый параметр. Тогда задача (3.3.1)-(3.3.2) примет 

вид: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],k y x x q x p x y x f x x T

  + +  =     (0) ,y a =         (3.3.7)  

Решение задачи (3.3.8) при 
1

1 k N+  


 будем искать в виде суммы трех 

неизвестных функций: 

( ) ( ) ( ) ( )y x v x w t   = + +   ,                             (3.3.8) 
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где 1/ 1, , kx t x −=   =  = . 

Подставляя (3.3.8) в задачу (3.3.7) составим три задачи: 

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ), [0, ],kv x x q x p x v x f x h x x T

   + +  = −                     (3.3.9) 

1 1' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],k w t t q t p t w t h t t T−   −

   +  +  =                  (3.3.10) 

1 ( 1) 1 1( ' ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) 0, [0, ],k k k kp q T−  −  − −

     +    +      =           (3.3.11) 

(0) (0) (0)a v w   = − − ,                                   (3.3.12) 

где ( )h x  – пока неизвестная функция, зависящая от малого параметра и пере-

менной х. 

 

Решение задачи (3.3.9) 

Как и в предыдущем параграфе, гладкое решение задачи (3.3.9) будем ис-

кать в виде ряда 
0

( ) ( )i

i

i

v x v x




=

=  , но теперь здесь 
0

( ) ( ).i

i

i

h x h x




=

=   Тогда урав-

нение (3.3.9) можно представить в виде: 

1' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0,1,...j

i k i i iv x x q x v x p x v x f x h x i− −+ + = − =             (3.3.13) 

где ( ) 0, 0.sv x s   

Из равенства (3.3.13) находим ( )iv x : 

1( ) ( ) ( ) ' ( ) ( )
( )

( )

i i k i
i

f x p x v x v x h x
v x

x q x

− −



− − −
= , 2 k N  . 

В частности,  

0
0

( ) ( )
( ) ;

( )

f x h x
v x

x q x

−
=  0 1

1

( ) ( ) ( )
( )

( )

p x v x h x
v x

x q x

+
= − . 

Если мы неизвестные функции ( )h x  выберем в виде 
1

,

0

( ) ,ij j i

i

h x f x
−

=

=  

где 
( )

,

1
(0),

!

i

j i jf f
i

=
0 ( ) ( ),f x f x 1 0( ) ( ) ( ),f x p x v x= −  

1( ) ( ( ) ( ) ' ( )),j j j kf x p x v x v x− −= − +  ( ) 0, 0,sv x s   

то имеем: [0, ], 0,1,...jv C T j =  



 - 50 - 

Решение задачи (3.3.10) 

Решение этой задачи будем искать в виде 
0

( ) ( )j

j

j

w t w t


−



=

=   , подставим 

это выражение в (3.3.10): 

( 1) 1 1

0 0 0

' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],k j j j

j j j

j j j

w t t q t p t w t h t t T
  

 − −   −

= = =

  +  +   =       при

равнивая коэффициенты малого параметра с одинаковыми степенями, получим: 

0
0

( 1) 10
( 1) 1

( 1) 1

( )
( ) , ( ) 0, 0,1,..., ( 1) 2;

( ) ( )

( ) ' ( )' ( )
( ) , ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )

' ( )
( ) , .

( ) ( )

j

j j k

k j

s k

s

h t
w t w t j k

t q t p t

h t w tw t
w t w t

t q t p t t q t p t

w t
w t s j

t q t p t



− − +

 − −  

− − +




=  =  − −

 + 

 −
= − =

 +   + 

= − 
 + 

 

Еще раз отметим, что функций ( )kw t  являются промежуточными погра-

ничными функциями в окрестности х=0 и эти функций убывают степенным ха-

рактером при t→. 

 

Решение задачи (3.3.11)-(3.3.12) 

Решение начальной задачи (3.3.11)-(3.3.12) ищем в виде 

0

1
( ) ( )j

j

j





=

  =   

 . Подставляя это равенство в (3.3.11) и (3.3.12) получим за-

дачи: 

1 ( 1) 1 1 1

0 0

( ' ( ) ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],j k k k j k

i i j

j j

p q T
 

−  − − − −

= =

   +    = −          (3.3.14) 

1 1
/ /

0 1 0

0 0

1
/

1

0

(0) (0); (0) (0) (0);

(0) (0) (0), 2,3,...

j j

j j

j j

j

i i i j

j

w a v w

v w i

− −
 

+

= =

−


− +

=

 = −   = − − 

 = − −  =

 



                (3.3.15) 

По условию задачи функций 0, [0, ], 0 ( ),q p C T q x     

00 ( ) : [0, ]p x x T    . Поэтому справедливы разложения 
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1 ( 1) ( )

0

1 ( 1) ( )

0

1
( ) , (0);

!

1
( ) , (0).

!

k j k j j

j j

j

k j k j j

j j

j

p p p p
j

q q q q
j


− −

=


− −

=

 =   =

 =   =




 

На основании доказанной леммы 3.1 решения задач (3.3.14)-(3.3.15) су-

ществуют, единственны и экспоненциально убывают при →. 

Таким образом, нами определены все слагаемые (3.3.8). Перейдем к оцен-

ке остаточного члена разложения 

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j j

j j j

y x v x w t
  

− −



= = =

=  +   +       . 

 

Оценка остаточного члена 

Пусть  

, ,( ) ( ) ( ),s sy x y x R x  = +  

где 
1 1

,

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
ss s

j j j

s j j j

j j j

y x v x w t


− −



= = =

=  +   +       ,  

       , ( )sR x  – остаточная функция. 

Тогда для остаточного члена получим следующую начальную задачу 

1

, ,' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0, ],k s

s sR x x q x p x R x O x T +

  + +  =     , (0) 0sR  = .   (3.3.16) 

Решение задачи (3.3.16) оценивается точно также, как и в предыдущем 

параграфе: 

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1

,

0

( ) ( )

x

k k
xs q s p s ds s q s p s ds

s k

sR x O e e d



 − + +
 + −



 
=   =  

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1

0

1
( )

( ) ( )

x

k k
xs q s p s ds s q s p s ds

sO e de
q p



 − + +
 +



 
=  =

  +    

0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

1 1 1
( )

( ) ( ) (0)

x x

k k
s q s p s ds s q s p s ds

sO e e
x q x p x p

 − + +
 +



 
  =  − +

 +   
 
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0 0

1 1
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))1

2

0

( ) '( ) '( )
( ) , 0.

( ( ) ( ))

x

k k
xs q s p s ds s q s p s ds

s q q p
O e e d

q p



 − + +− 
 



   +   +  
+   →

  +    

Отсюда имеем: 

, ( ) ( ), 0.s

sR x O =  →  

Теорема 3.5. Для решения задачи Коши (3.3.7) при 
m

n m +


 на отрезке 

[0, ]x T  справедливо асимптотическое разложение 

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j j

j j j

y x v x w t
  

− −



= = =

=  +   +       , →0. 

 

Пример 3.2. Рассмотрим задачу 

2 3 2 4 5' ( ) ( ) ( ) 1 , [0,1], (0) 2.y x x y x x x x x y   + +  = − + +  =  

В нашем примере  

n=2, m=1, =3, f(x)=1–x2+x4+x5, a=2, 
1/3, ,x t x=   =  = . 

Поэтому 

( )

2

0 1 2

2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6

2 2

0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ( ) ( ) ( )) ( ), 0, [0, ].

y x v x v x v x

w t w t w t w t w t w t w t

O x T

 = +  +  +

+ +  +  +  +  +  +  +


+   +   +    +  → 


 

где 

2 4 5
2 20

0 03

1 ( )
( ) , ( ) 1 ;

x x x h x
v x x x h x x

x

− + + −
= = + = −  

2
20 1 1

1 13 3

( ) ( ) ( )
( ) 0, ( ) ;

v x h x x x h x
v x h x x x

x x

+ + +
= − = − = = − −  

1 0 2 2
2 23 3

( ) ' ( ) ( ) 1 2 ( )
( ) 0, ( ) 1 2 ;

v x v x h x x h x
v x h x x

x x

+ + + +
= − = − = = − −  

( ) 0, ( ) 0; 2 .i iv x h x i N      
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0
0 1 23 3

2

2
3 43 3

3 4
5 63 3

1 ' ( )
( ) , ( ) 0, ( ) ,

1 1

( ) ' ( )
( ) , ( ) ,

1 1

' ( ) 1 2 ' ( )
( ) , ( ) ,

1 1

t w t
w t w t w t

t t

t t w t
w t w t

t t

w t t w t
w t w t

t t

− 
=  = −

+ +

 + 
= − = −

+ +

+  +
= − = −

+ +

 

0( ) (1 )e−  = − −  ,  
1( ) (2 )e−  = −  , 

4

2( ) 6 (1 )
4

e e− −
  = − + −  . 
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Заключение по главе 3 
 

Новизна данной главы заключается в том, что для одного класса бисингу-

лярных задач первого порядка получены достаточное и необходимое условия 

существования промежуточного пограничного слоя. С помощью оригинального 

подхода к решению поставленной задачи построено полное равномерное 

асимптотическое разложение решения бисингулярной задачи с промежуточным 

пограничным слоем. 

Построено решение в виде асимптотического ряда в смысле Эрдей и по-

лучена оценка для остаточного члена. 

Для простоты мы привели результаты исследования для первого порядка, 

аналогичное явление может появляется и в уравнениях высшего порядка и не 

только в обыкновенных, но и в частных производных. 

Научные результаты этой главы опубликованы в журнале “Труды Инсти-

тута математики и механики Уральского отделения Российской академии 

наук”, [44]. Журнал индексируется в базах Scopus и Web of Science.  
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ГЛАВА 4. ТРЕХ ЗОННЫЕ БИСИНГУЛЯРНЫЕ ЗАДАЧИ    

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 

§ 4.1. Сингулярно возмущенная задача с двойным пограничным    

слоем 

 

В данном параграфе исследуется асимптотическое поведение решения 

двух точечной краевой задачи на отрезке для линейного неоднородного обык-

новенного дифференциального уравнения второго порядка с малым парамет-

ром при старшей производной. Существенные особенности задачи – существо-

вание двухслойного (двух зонного) пограничного слоя и не гладкость решения 

соответствующей невозмущенной задачи. Асимптотическое разложение иссле-

дуемой задачи построено обобщенным и классическим методами погранфунк-

ций и с помощью принципа максимума получена оценка для остаточного члена 

разложения. Построенное асимптотическое разложение решения двух точечной 

краевой задачи является асимптотическим в смысле Эрдей.  

 

Постановка задачи. Рассмотрим двухточечную краевую задачу 

3 4 4''( ) '( ) ( ) ( ) ( ), [0,1],y x x y x x y x f x x   + + −  =                            (4.1.1) 

(0) , (1) ,y a y b = =                                            (4.1.2) 

где a, b – известные постоянные, [0,1], (0) 0f C f  , a ( )y x  – искомая функ-

ция, зависящая от малого параметра ε. 

Уравнение (4.1.1) описывает два тесно связанных между собой процесса. 

Первое – это стационарное распределение тепла в движущейся среде, завися-

щее от одной переменной х. Малый параметр ε – это малая теплопроводность, а 

коэффициент р(х)=х4 связан со скоростью среды. Другая интерпретация связана 

со случайным блужданием частицы на отрезке при условии, что р(х)=х4 опреде-

ляет среднюю скорость движения, а параметр ε – малую дисперсию [28].  

Требуется построить равномерное асимптотическое приближение реше-
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ния двухточечной краевой задачи (4.1.1)-(4.1.2) на отрезке [0,1], когда малый 

параметр стремится к нулю, т.е. при →0. 

Если формально считать, что значение малого параметра равна нулю, т.е. 

=0, то получим дифференциальное уравнение первого порядка с особой точ-

кой при х=0: 

4 4

0 0'( ) ( ) ( ).x y x x y x f x+ =                                  (4.1.3) 

Нетрудно заметить, что решение (4.1.3) – дифференциального уравнения 

первого порядка в особой точке х=0 не существует. Т.е. решение соответству-

ющего невозмущенного дифференциального уравнения в левой граничной точ-

ке не существует. 

Поэтому в уравнении (4.1.1) в окрестности особой точки х=0 введем пре-

образование, т.е. растяжение координатной оси х=εt, 0<=const, тогда по пра-

вилам дифференцирования получаем dx=εdt и dx2=ε2dt2. В данном случае 

уравнение (1) можно переписать в виде: 

2
3 2 3 4 4 4

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ), (0, ).

d y t dy t
t t y t f t t

dt dt

−    − 
  +  +  −  =              (4.1.4) 

Когда малый параметр ε стремится к нулю предельная форма уравнения 

(4.1.4) зависит от значения величины . При положительном значений величи-

ны  справедливо неравенство: 3<4. Поэтому из левой части равенства 

(4.1.4) «главной» будет следующее выражение: 

2
3 2 3 4

2

( ) ( )
( )

d y t dy t
t y t

dt dt

−   
 +  −  . 

Уравнивая порядки поведения слагаемых по малому параметру двух лю-

бых слагаемых (4.1.4) имеем соответствующие характерные пределы, возмож-

ны следующие случаи: 

1) 3–2=3  =3/5; 

2) 3–2=1  =1; 

3) 3=1  =1/3. 

Если =3/5 (первый случай), то получим выражение 
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2
9/5 9/5 4

2

( ) ( )
( )

d y t dy t
t y t

dt dt

 
 +  −  , 

так как 9/5   , то главной частью этого выражения будет ( )y t , и здесь отсут-

ствует производная. Поэтому первый случай, т.е. =3/5 не будем рассматри-

вать. 

Если =1 (второй случай), то получим выражение 

2
3 4

2

( ) ( )
( )

d y t dy t
t y t

dt dt

 
 +  −  , 

в главной части 
2

2

( )
( )

d y t
y t

dt


 −   присутствует производная второго порядка. 

Поэтому случай =1 будем исследовать. 

И наконец третий случай, если =1/3, то получим выражение 

2
7/3 4

2

( ) ( )
( )

d y t dy t
t y t

dt dt

 
 +  −   

в главной части 
4 ( )

( )
dy t

t y t
dt


 −   присутствует производная первого порядка. 

Поэтому и этот случай =1/3 будем исследовать. 

Формальное асимптотическое приближение решения задачи (4.1.1)-

(4.1.2). В задаче (4.1.1)-( 4.1.2) сделаем преобразование 

1( ) ( )xy x be z x−

 = , 

где ( )z x  – новая неизвестная функция. 

Тогда  

1

1

' ( ) ( ( ) ' ( )),

'' ( ) ( ( ) 2 ' ( ) '' ( )),

x

x

y x be z x z x

y x be z x z x z x

−

  

−

   

= − −

= − +
 

и задача (4.1.1)-(4.1.2) приводится к виду: 

3 4 3 3''( ) ( 2 ) '( ) ( )z ( ) ( ), (0,1),z x x z x x f x x   + −  +  −  =                   (4.1.5) 

(0) , (1) 1,z a z = =                                            (4.1.6) 

где 
11

( ) ( )xf x e f x
b

−= . 
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Решение задачи (4.1.5), (4.1.6) будем искать в виде ряда: 

3
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )k k k

k k k

k k k

z x v x w t
  



= = =

=  +    + 
 

   ,                          (4.1.7) 

где 3, ,
x x

t =  =   =
 

. 

Как и в предыдущем главе к правой части уравнения (4.1.5) добавим и 

вычтем пока неизвестную функцию ( )h x . Т.е. уравнение (4.1.1) запишем в ви-

де: 

3 4 3 3''( ) ( 2 ) '( ) ( )z ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),z x x z x x f x h x h x x     + −  +  −  = − +       (4.1.8) 

Подставляя соотношение (4.1.7) в уравнение (4.1.8) и в краевые условия 

(4.1.6) получаем задачи: 

3 4 3 3

0 0 0

'' ( ) ( 2 ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k

k k k

k k k

v x x v x v x f x h x
  



= = =

  + −   +  −   = −         (4.1.9) 

0 (1) 1, (1) 0, ;kv v k N= =                                             (4.1.10) 

4 4 5

0 0 0

6

0

'' ( ) ( ' ( ) ( )) 2 ' ( )

( ) ( ), (0,1 / ),

k k k

k k k k

k k k

k

k

k

w t t w t w t w x

w x h t t

  

= = =





=

  +  − −   +

+   =  

  


                        (4.1.11) 

0(1 / ) 0, ;kw k N =                                            (4.1.12) 

2 4

0 0 0

( '' ( ) ( )) 2 ' ( ) ( ' ( ) ( )), (0,1/ ),k k k

k k k k k

k k k

  

= = =

   −   =     −      +        (4.1.13) 

2

0 0 1 2 0(0) ( (0) (0) (0)), lim ( ) 0;w w w
→

 = − + +   =                      (4.1.14) 

2

1 0 3 4 5 1(0) ( (0) (0) (0) (0)), lim ( ) 0;a v w w w
→

 = − + + +   =      (4.1.15) 

2

1 3 3 1 3 2(0) ( (0) (0) (0) (0)), lim ( ) 0, 1 .j j j j j jv w w w j N− + +
→

 = − + + +   =    (4.1.16) 

Пусть  

2 3

,0 ,1 ,2 ,3

0

( ) ( ),k

k k k k

k

h x h h x h x h x




=

=  + + +                     (4.1.17) 

, jkh  – пока неопределенные числа, конкретизируются ниже. 

Рассмотрим задачу (4.1.9)-(4.1.10). Задачу (4.1.9)-(4.1.10) запишем в виде: 
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4 2 3

0 0,0 0,1 0,2 0,3 0' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 1;x v x f x h h x h x h x x v= − + + +  =             (4.1.18) 

4 2 3

,0 ,1 ,2 ,3' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0k k k k k k kx v x f x h h x h x h x x v= − + + +  = ,               (4.1.19) 

где 
1 3 3 3( ) ( ) ( ) 2 ' ( ) '' ( ), ( ) 0, s 0.k k k k k sf x v x v x v x v x v x− − − −= − + −    

Интегрируя краевую задачу (4.1.18) имеем: 

2 3

0,0 0,1 0,2 0,3

0 4

1

( )
( ) 1 .

x f s h h s h s h s
v x ds

s

− − − −
= +   

По условию задачи [0,1],f C , поэтому функцию ( )f x  в окрестности 

точки х=0 можно представить в виде: 

2 3 4

0

''(0) '''(0)
( ) (0) '(0) ( )

2 6

f f
f x f f x x x x f x= + + + + . 

Если неизвестные коэффициенты 0, jh  выбрать следующим образом: 

0,0 0,1 0,2 0,3

''(0) '''(0)
(0), '(0), ,

2 6

f f
h f h f h h= = = = , 

то получим гладкую функцию: 

0 0 0

1

( ) 1 ( ) [0,1],

x

v x f s ds v C= +    

где 
2 3

0 4

1 ''(0) '''(0)
( ) ( ) (0) '(0)

2 6

f f
f x f x f f x x x

x

 
= − − − − 

 
,  

0

(0)
(0)

24

IVf
f =  . 

Аналогично, интегрируя задач (4.1.19), получим: 

4 2 3

,0 ,1 ,2 ,3' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0k k k k k k kx v x f x h h x h x h x x v= − + + +  =  

2 3

,0 ,1 ,2 ,3

4

1

( )
( ) ,

x

k k k k k

k

f s h h s h s h s
v x ds

s

− − − −
=   

где 1 3 3 3( ) ( ) ( ) 2 ' ( ) '' ( ), ( ) 0, s 0.k k k k k sf x v x v x v x v x v x− − − −= − + −    

И здесь мы определим значения неизвестных коэффициентов , jkh . Пусть  

2 3 4'' (0) ''' (0)
( ) (0) ' (0) ( )

2 6

k k
k k k k

f f
f x f f x x x x f x= + + + +  
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и 

,0 ,1 ,2 ,3

'' (0) ''' (0)
(0), ' (0), , , .

2 6

k k
k k k k k k

f f
h f h f h h k N= = = =  , 

тогда  

1

( ) ( )

x

k kv x f s ds=    [0,1], .kv C k N   

Перейдем теперь к задаче (4.1.11)-(4.1.12). Уравнение (4.1.11) запишем в 

виде: 

4

4 5 6

2 3

,0 ,1 ,2 ,3

' ( ) ( ) '' ( ) 2 ' ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , (0,1 / ),

k k k k k k

k k k k

Lw t w t w t w t w t w t

h t h t h t h t

− − − − = − + − +

+ +  +  +   
           (4.1.20) 

В задаче (4.1.20), (4.1.12), при k=0 имеем задачу: 

2 3

0 0,0 0,1 0,2 0,3 0( ) ( ) ( ) , (0,1 / ), (1 / ) 0Lw h t h t h t h t w= +  +  +     = , 

последнее уравнение можно записать в виде 

( )3 3

1 1

4 2 33 3
0 0,0 0,1 0,2 0,3( ) ( ) ( )t tw t e t e h th t h t h−


 

= +  +  +  
 

, 

интегрируя находим w0(t): 

( )3 3

1

1 1

4 2 33 3
0 0,0 0,1 0,2 0,3( ) ( ) ( )

t

t sw t e s e h h s h s h s ds
−

−
−



= +  +  +  . 

Отметим некоторые свойства функции 0 ( ) :w t  

a) 
0 0,0(0) ,w h= −     b) 

0,0

0 3
( ) ,

h
w t t

t
→− → ,     c) 0 C [0,1 / ].w    

Аналогично, при k=1,2… получим задачи: 

2 3

,0 ,1 ,2 ,3( ) ( ) ( ) ,

(0,1 / ), (1 / ) 0, 1,2,3;

j j j j j

j

Lw h t h t h t h

t w j

= +  +  + 

   = =
 

2 3

4 0 4,0 4,1 4,2 4,3'' ( ) ( ) ( ) ( ) , (0,1 / ),Lw w t h t h t h t h t= − + +  +  +     

2 3

5 1 0 5,0 5,1 5,2 5,3

5

'' ( ) 2 ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,

(0,1 / ), (1 / ) 0

Lw w t w t h t h t h t h

t w

= − + + +  +  + 

   =

4 5 6

2 3

,0 ,1 ,2 ,3

'' ( ) 2 ' ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , (0,1 / ), (1 / ) 0, 5 .

k k k k

k k k k k

Lw w t w t w t

h t h t h t h t w k N

− − −= − + − +

+ +  +  +     =  
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Решения этих задач существуют единственны и (0,1 / ]kw C  .  

Следует отметить, что функций ( )kw t  являются функциями пограничного 

слоя, но эти функций убывают вне пограничного слоя степенным характером. 

Переходим к исследованию задач (4.1.13)-(4.1.16). Уравнению (4.1.13) 

можно записать в виде рекуррентных соотношений: 

0 0'' ( ) ( ) 0,  −   =                                                  (4.1.21) 

1 1 0'' ( ) ( ) 2 ' ( ),  −   =                                          (4.1.22) 

4

1 2 2'' ( ) ( ) 2 ' ( ) ( ' ( ) ( )), 1 .k k k k k k N− − −  −   =   −    +             (4.1.23) 

Решения задач (4.1.21), (4.1.14); (4.1.22), (4.1.15) и (4.1.23), (4.1.16) суще-

ствуют, единственны и представимы в виде, соответственно: 

2

0 0 1 2( ) ( (0) (0) (0)) ,w w w e−  = − +  +   

2

1 0 3 4 5 0( ) ( (0) (0) (0) (0)) 2 (0) ,a v w w w e e− −  = − − − − −    

2

1 3 3 1 3 2

( )

0 0

( ) ( (0) (0) (0) (0))

1
( ) ( ) ( ) , 2,3,...

2

k k k k k

s s s

k k k

v w w w e

e s ds e s ds e s ds k

−

− + +

+  +

− − − +



  = − + + + −

 
−  +  −  = 

 
  

 

где 
4

1 2 2( ) 2 ' ( ) ( ' ( ) ( )), 1 .k k k k k N− − −  =   −    +      

Найденные решения k() устраняют “невязки” в точке х=0 и экспоненци-

ально убывают вне пограничного слоя. 

Докажем, что построенный ряд (4.1.7) является асимптотическим рядом. 

Для этого нам достаточно оценить остаточный член разложения (4.1.7). 

Оценка остаточного члена. Пусть  

, ,( ) ( ) ( ),n nR x z x z x  = −   

где 
3 3 1

, 3
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

n n n
k k k

n k k k

k k k

z x v x w t
+ +



= = =

=  +  +   
 

   , 

        , ( )nR x  – остаточный член разложения (4.1.7). 

Тогда относительно , ( )nR x  получим следующую двухточечную краевую 

задачу 
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3 4 3 2

, , , ,

1

'' ( ) ( 2 ) ' ( ) (1 ) ( )

( , , , ) 0, (0,1),

n n n n

n

lR R x x R x R x

x t x

   

+

  + −  −  −  −

−     = 
                 (4.1.24) 

1/

, ,(0) 0, (1) ( ), 0n nR R O e− 

 = = → .                                       (4.1.25) 

где 

2 2 2 1 1 1

2 3
3 3 1 3 2

23

3 1 3 3 1 3 2 3 1 3

( , , , ) ( ) ( ) 2 ' ( ) '' ( ) ( ( ) 2 ' ( ) '' ( ))

( ( ) 2 ' ( ) '' ( )) ( '' ( ) 2 ' ( ) ( ))

( '' ( ) 2 ' ( ) ( )) ( '' ( ) 2 ' ( ) (

n n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

x t z x z x z x z x z x z x z x

z x z x z x w t w t w t

w t w t w t w t w t w t

− − − − − −

− −

+ − + +

   = − + − −  − + +

+ − + −  − + −

−  − + −  − +

2 633
3 3 3 2 3 1 3 3 3 2 3 3

4 4

1 1 1

))

( '' ( ) 2 ' ( ) ( )) (2 ' ( ) ( )) ( )

2 ' ( ) ' ( ) ( ) ( ' ( ) ( )).

n n n n n n

n n n n n

w t w t w t w t w t w t+ + + + + +

+ + +

−

−  − + +   − − +

+   −    −   −     +  

 

Для оценки остаточной функций применяем метод дифференциальных 

неравенств. Пусть uН
 (x) – нижнее решение, а uВ

 (x) – верхнее решение и 

uН
(x)= – nMz(х),   uВ

(x)=nMz(х),    

где z(х)=1–х2/2>0, 
( )5 2 2 2[0,1]

2 ( , , , )
max

2 2 (4 )x

x t
M

x x x x

  
=

+  − −  −
,  

2 2 2 2 2 20 1,5 2 3 2 (4 )x x x x x −  − −   − −  −  . 

Тогда  при х[0,1] и 0<<<1 имеем: 

a) ( ) ( ), [0,1],0 1;H Вu x u x x       

b) (0) (0), (1) (1), 0 1;H В H Вu u u u         

c)  0, 0.H Вlu lu    

Действительно 

2
3 5 3 3

5 2 2 2

5 2 2 2

( 2 ( )(1 )) ( , , , )
2

1 2 ( , , , )
(2 (2 (4 ))) 0;

2 2 (2 (4 ))

H x
lu M x x x t

x t
x x x x M

x x x x

 =  + −  +  −  − −    =

   
= +  − −  − −  

+  − −  − 

 

2
3 5 3 3

5 2 2 2

5 2 2 2

( ( 2 ( )(1 )) ( , , , ))
2

2 ( , , , )
(2 (2 (4 ))) 0.

2 2 (2 (4 ))

В n

n

x
lu M x x x t

x t
x x x x M

x x x x

 =  −  + −  +  −  − −    =

    
= − +  − −  − −  

+  − −  − 
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Поэтому, задача (4.1.24), (4.1.25) имеет единственное решение 
, ( )nR x

, 

которое ограничено верхним и нижнем решениям: 

,( ) ( ) ( ), [0,1],0 1;H В

nu x R x u x при x         

т.е. 
,( ) ( ) ( ), [0,1],0 1.n n

nMz x R x Mz x при x−         

Отсюда следует, что 
, ( ) O( ), 0, [0,1].n

nR x при x =  →   

Теорема 4.1. Для решения двухточечной краевой задачи (4.1.1) и (4.1.2) 

на отрезке [0,1]x  справедливо асимптотическое разложение 

1 3 3
1

3
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0.

n n n
x k k k n

k k k

k k k

y x be v x w t O
+ +

−



= = =

 
=  +    +  +  → 

  
    

Эти результаты опубликованы в журнале “Вестник ОшГУ”, [46]. 
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§ 4.2. Квадратичный рост сингулярности в сингулярной точке 

 

Постановка задачи. Рассмотрим следующую краевую задачу 

4 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), [0,1],y x x p x y x q x y x f x x   + −  =                           (4.2.1) 

(0) , (1) ,y a y b = =                                                       (4.2.2) 

где ,a b  – известные постоянные, 0 ( ),0 ( ), ( )p x q x f x   – бесконечно диффе-

ренцируемые известные функций, при [0,1]x , 0 0(0) , (0)p p q q= = , a ' ( )y x  – 

искомая функция, зависящая от малого параметра ε. 

От нас требуется построить полное равномерное асимптотическое при-

ближение решения двухточечной краевой задачи с любой степенью точности 

при малом , т.е. когда →0. 

Особенности задачи. Уравнение (4.2.1) называется возмущенной, так как 

в ней присутствует малый параметр . Для начала определим особенности воз-

мущенной задачи (4.2.1), (4.2.2).  

Соответствующее невозмущенное уравнение (ε = 0): 

2 ( ) '( ) ( ),x p x y x f x=  

является обыкновенным дифференциальным уравнением первого поряд-

ка, поэтому в общем случае решение этого уравнения первого порядка не мо-

жет удовлетворить двум краевым условиям (4.2.2), т.е. возмущение является 

сингулярным – первая особенность.  

Следующую особенность рассматриваемой задачи (4.2.1)-( 4.2.2) покажем 

через внешнее решение. Для этого построим внешнее асимптотическое реше-

ние двухточечной краевой задачи (4.2.1), (4.2.2), которое будем искать в виде 

степенного ряда по малому параметру, т. е. в следующем виде: 

2

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...n

nZ x z x z x z x z x = +  +  + +  +                           (4.2.3) 

Формально подставляя ряд (4.2.3) в задачу (4.2.1), (4.2.2) имеем: 

4 2

0 0 0

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ),k k k

k k k

k k k

z x x p x z x q x z x f x
  

= = =

  +  −   =    

2

0 1 2(1) (1) (1) ... (1) ...n

nz z z z b+  +  + +  + = , 
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и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях , получим 

2

4 1 0'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1), {0,1,2,...},k k kz x x p x z x q x z x f x x k N− −+ − =   =  

0(1) 0, (1) 0, ,kz z k N= =   

где ( ) 0, 0.sz x s   

При k = 0 имеем:  

2

0 0( ) ' ( ) ( ), (0,1), (1)x p x z x f x x z b=  = , 

интегрируя последнее равенство, получаем:  

0 02

1

( ) 1
( ) ( ) , 0;

( )

x
f s

z x ds b z x O x
s p s x

 
= +  = → 

 
  

при k = 1 имеем:  

2

1 0 1( ) ' ( ) ( ) ( ), (1) 0x p x z x q x z x z= = , 

интегрируя эту равенству, получаем:  

0
1 12 2

1

( )z ( ) 1
( ) ( ) , 0.

( )

x
q s s

z x ds z x O x
s p s x

 
=  = → 

 
  

Методом математической индукции докажем, что  

1

1
( ) , 0.n n

z x O x
x +

 
= → 

 
 

Выше, нами доказано, что при n=1: 

1 2

1
( ) , 0.z x O x

x

 
= → 

 
 

Допустим, что при n=m верно равенство: 

1

1
( ) , 0.m m

z x O x
x +

 
= → 

 
 

При n=m+1 имеем: 

3
1 2 2 1

1 1

3 2

1

( ) ( ) '' ( ) 1 1 1
( ) ( ) ( )

( )

1 1
( ) , 0,

x x

m m
m m m

x

m m

q s z s z s
z x ds z s z s ds

s p s s s s

Z s ds O x
s x

−
+ +

+ +

−  
= = − = 

 

 
= = → 

 

 



 

где , , [0,1].z z Z C  



 - 66 - 

Поэтому 
0 1

1
: ( ) , 0.n n

n N z x O x
x +

 
  = → 

 
 

На основании этих результатов, ряд (4.2.3) можно записать в виде: 

2

0 1 2

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...,

n

nZ x z x z x z x z x
x x x x x x x



     
= + + + + +   

   
         (4.2.4) 

где 
0 0(1) , (1) 0, , [0,1], .k mz b z k N z C m N= =     

Заметим, что с ростом номера n, растет и особенность в точке х = 0. Ряд 

(4.2.4) теряет свойство асимптотического ряда, когда (0, ]x  . Эта особенность 

является второй. 

Таким образом рассматриваемая задача является бисингулярной. 

Еще одна дополнительная особенность заключается в том, что в окрест-

ности особой точки х = 0 существуют два погранслойных функции, как и в 

предыдущих параграфах: одна из них экспоненциально убывает вне погранич-

ного слоя, а вторая степенным образом убывает вне пограничного слоя.  

Основной результат. Асимптотическое приближенное решение двухто-

чечной краевой задачи (4.2.1), (4.2.2) будем искать в виде суммы трех функций: 

( ) ( ) ( ) ( ),y x V x W t   = + +                                            (4.2.5) 

где 
2

0 0 0

1 1
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),k k k

k k k

k k k

V x v x W t w t
  

  

= = =

=  =    =   
 

    

3, ,x t x=  =    =  . 

Так как 
3    при 0<<1, поэтому пограничная функция ( )   распо-

ложена левее от пограничной функций ( )W t . Обе они расположены в левой 

границе отрезка [0,1]. Поэтому функцию ( )W t  назовем промежуточным погра-

ничным слоем. 

Формально подставляя выражение (4.2.5) в уравнение (4.2.1) имеем: 

4 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1),V x x p x V x q x V x f x H x x    + −  = −             (4.2.6) 

2 2'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1 / ),W t t p t W t q t W t H x t    +   −   =                  (4.2.7) 

2 3 2 3 2 3'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) 0, (0, ),p q     +      −     =                 (4.2.8) 
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где 
,0 ,1 ,0 ,1

0

( ) ( ), ,k

k k k k

k

H x h h x h h




=

=  + − пока неизвестные постоянные, они кон-

кретизируются при построении функций vk(x). 

Подставляя соотношение (4.2.5) в граничные условия (4.2.2), получаем: 

3(0) (0) (0), (1) (1 / ) (1 / ),a V W b V W     = + + = +  +   

отсюда для каждой функций можно получить следующие условия: 

(1) ,V b =                                                                       (4.2.9) 

(1 / ) 0,W  =                                                                  (4.2.10) 

(0) (0) (0), lim ( ) 0.a V W   
→

 = − −   =                 (4.2.11) 

Уравнение (4.2.6) запишем в виде: 

4 2

,0 ,1

0 0 0 0

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k

k k k k k

k k k k

v x x p x v x q x v x f x h h x
   

= = = =

  +  −   = −  +     

или 

2

0 0,0 0,1( ) ' ( ) ( ) ( ),x p x v x f x h h x= − +                                          (4.2.12) 

2

4 1 ,0 ,1'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), ,k k k k kv x x p x v x q x v x h h x k N− −+ − = − +                    (4.2.13) 

где ( ) 0, 0.sv x s   

Условие (4.2.9) запишем в виде: 

0(1) , (1) 0, .kv b v k N= =                                           (4.2.14) 

Из соотношения (4.2.12) и условия (4.2.14) для v0(x) имеем: 

2

0 0,0 0,1 0( ) ' ( ) ( ) ( ), (0,1), (1)x p x v x f x h h x x v b= − +  = , 

интегрируя, полученную краевую задачу для v0(x), получаем:  

0,0 0,1

0 2

1

( ) ( )
( )

( )

x f s h h s
v x ds b

s p s

− +
= + . 

По условию задачи  

2[0,1] ( ) (0) '(0) ( ), [0,1].f C f x f f x x f x f C   = + +   

Если неизвестные коэффициенты h0,0 и h0,1 выбрать так чтобы 

0,0 0,1(0), '(0)h f h f= = , то  
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2

0 2

1 1

(0) '(0) ( ) ( (0) '(0) ) ( )
( )

( ) ( )

x x
f f s s f s f f s f s

v x ds b ds b
s p s p s

+ + − +
= + = +   

и 
0 [0,1]v C , т.е. функция v0(x) будет гладкой на всем отрезке. 

Из равенства (4.2.13) и условия (4.2.14) при k = 1, для v1(x) получим зада-

чу:  

2

1 0 1,0 1,1 1( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0x p x v x q x v x h h x x v= − +  = , 

решение этой задачи представимо в виде: 

0 1,0 1,1

1 2

1

( ) ( ) ( )
( )

( )

x q s v s h h s
v x ds

s p s

− +
=  . 

Здесь тоже неизвестные коэффициенты выберем так чтобы функция v1(x) 

была гладкой.  

Пусть 
1,0 0 1,1 0 0(0) (0), '(0) (0) (0) ' (0)h q v h q v q v= = + , тогда 1 [0,1]v C . 

Аналогично определяя ( ), 2,3,...kv x k =  из задачи 

2

4 1 ,0 1,1'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1), (1) 0k k k k kv x x p x v x q x v x h h x x v− −+ − = − +  =  

получаем 

1 4 ,0 ,1

2

1

( ) ( ) '' ( ) ( )
( ) , , ( ) 0, 0

( )

x

k k k k

k s

q s v s v s h h s
v x ds k N v x s

s p s

− −− − +
=    , 

и здесь выбираем неизвестные коэффициенты 
,0 ,1, , 2,3,...k kh h k =  так чтобы 

функций ( ), 2,3,...kv x k =  были гладкими.  

Пусть 

,0 1 4

,1 1 1 4

(0) (0) '' (0),

'(0) (0) (0) ' (0) ''' (0)

k k k

k k k k

h q v v

h q v q v v

− −

− − −

= −

= + −
,  

тогда [0,1], 2,3,...kv C k =  

Перейдем к построению промежуточного пограничного слоя, т.е. функ-

ции ( )W t . 

Учитывая, что 
0

1
( ) ( )k

k

k

W t w t




=

= 

 , уравнение (4.2.7) запишем в виде 
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( )2

,0 ,1

0 0 0

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ),k k k

k k k k k

k k k

w t t p t w t q t w t h h t
  

= = =

  +   −  =  +     

или 

2 1

,0 ,1 1( ) ' ( ) ( ) ( ) '' ( ), (0, ).k k k k kt p t w t q t w t h h t w t t −

− −  = +  −    

Учитывая условие (4.2.10), при k = 0, для функции 0 ( )w t  имеем задачу: 

0,0 0,1 1 1

0 0 02 2

( )
' ( ) ( ) , (0, ), ( ) 0

( ) ( )

h h tq t
w t w t t w

t p t t p t

− −
+ 

− =    =
 

, 

интегрируя полученную эту задачу, получаем: 

2 2

1 10,0 0,1

2

1

( ) ( )

( ) ( )

0 ( )
( )

t
q s q s

ds dst
s p s s p sh h

p
w t e e d



− − 

−

 
−

 + 

 



 
=  . 

Докажем, что 0 ( )w t  ограничена при 0t → . Для этого применяем метод 

интегрирования по частям: 

2 2

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )
0,0 0,1

0 2
( )

( )

t
q s q s

ds dst
s p s s p sh h

w t e e d
p



− − 

−

 
−

 



 + 
=  =

   

2 2

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )
0,0 0,1

( )

t
q s q s

ds dst
s p s s p sh h

e d e
q



− − 

−

 
−

 



 
 +   

= − =   
 

  

2

1

2 2

1 1

1

( )

( )
0,0 0,1 0,0 0,1

( ) ( )

( ) ( )
0,0 0,1

( ) (1)

.
( )

t

t

q s
ds

s p s

q s q s
ds dst

s p s s p s

h h t h h
e

q t q

h h
e e d

q

−



− − 

−





 
−

 



+  +
= − + +



 +  
+  

 


 

Отсюда имеем: 

0,0

0(0)
(0)

h
w

q
= −  и 

1

0( ) 0,w − =  а также 0 (0,1 / )w C  .  

При k  N имеем: 

,0 ,1 1 1 1

2 2

'' ( )( )
' ( ) ( ) , (0, ), ( ) 0

( ) ( )

k k k

k k k

h h t w tq t
w t w t t w

t p t t p t

− − −
+  −

− =    =
 

, 
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интегрируя дифференциальное уравнение первого порядка с краевым условием, 

получаем: 

2 2

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )
,0 ,1 1

2

'' ( )
( ) , .

( )

t
q s q s

ds dst
s p s s p s

k k k

k

h h w
w t e e d k N

p



− − 

−

 
−

 
−



 +  − 
=  

   

Отсюда следует, что  

k,0 1'' (0)
(0)

(0)

k

k

h w
w

q

−−
= − , 1( ) 0kw − =  и (0,1 / ), .kw C k N   . 

Теперь перейдем к определению последнего слагаемого в равенстве 

(4.2.5), т.е. к определению функций ( )  .  Учитывая, что 
0

( ) ( )k

k

k





=

  =    , 

q(0)=q0, задачу (4.2.8), (4.2.11) запишем в виде 

0 0 0'' ( ) ( ) 0, (0, ),q  −   =                                                   (4.2.15) 

3 3

0 1 1 0 0'' ( ) ( ) ( , , , ' ,..., , ' ), (0, ), ,k k k k kq k N−

− −  −   =                      (4.2.16) 

0 0 0(0) (0), lim ( ) 0,w
→

 = −   =                             (4.2.17) 

2 0 1 2(0) (0) (0), lim ( ) 0,a v w
→

 = − −   =                             (4.2.18) 

2 1 2

2 1 2 1

(0) (0) (0), lim ( ) 0, ,

(0) 0, lim ( ) 0, ,

k k k k

k k

v w k N

k N

−
→

− −
→

 = − −   = 

 =   = 
             (4.2.19) 

где функция 
3

1 1 0 0( , , , ' ,..., , ' )k k k− −         линейно зависит от переменных 

1 1 0 0, ' ,..., , 'k k− −     и полиномиально зависит от 
3и   . 

Решение задачи (4.2.15), (4.2.17) представимо в виде 

0

0 0( ) (0) .
q

w e
− 

  = −  

Решения задач (4.2.16), (4.2.18), (4.2.19) тоже существуют, единственны и 

экспоненциально убывают при →: 

0 0

2 0 1 1( ) ( (0) (0)) ( , ) ,
q q

a v w e P e
−  − 

  = − − +    

0 0

2 1 2( ) ( (0) (0)) ( , ) ,
q q

k k k kv w e P e
−  − 

−  = − + +    

0

2 1 2 1( ) ( , )e ,
q

k kP
− 

− −  =    
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где ( , )sP    – полиномы, при =0: (0,0) 0sP  . 

Таким образом, все слагаемые ряда (4.2.5) полностью определены, т.е. 

построены функций ( ), ( ), ( )V x W t    .  

Перейдем к обоснованию разложения (4.2.5). Для этого оценим остаточ-

ный член асимптотического приближения (4.2.5).  

Пусть  

1 2 2

,2
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

n n n
k k k

k k k n

k k k

y x v x w t R x
+ +

 

= = =

=  +  +    +
 

              (4.2.20) 

где 
, ( )nR x

 – остаточная функция. 

Тогда подставляя соотношение (4.2.20) в краевую задачу (4.2.1)-( 4.2.2) 

получаем задачу относительно 
, ( )nR x

: 

4 2 1

, , ,'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) , (0,1),n

n n nR x x p x R x q x R x x+

   + −  =                           (4.2.21) 

3(0) /

, ,(0) 0, (1) ( ), 0
q

n nR R O e
− 

 = = →                                            (4.2.22) 

где  

2 4 6

3 2 1

3

2 1 2 2 0 0

( ) ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( ) '' ( )

( , , , ' ,..., , ' ).

n n n n n n

n n n

q x v x v x v x v x v x w t− − −

+

 = + +  +  +  + +

+       
 

Для задачи (4.2.21)-( 4.2.22), применяя метод дифференциальных нера-

венств или принцип максимума (см. §2.2. Теорема 3.), получаем оценку для 

остаточного члена: 

,| ( ) | , 0 const.n

nR x c c  −   

Теорема 4.2. Решение краевой задачи (4.2.1), (4.2.2) на отрезке х[0,1], 

при →0 представимо в виде (4.2.20), где ,| ( ) | , 0 const.n

nR x c c  −   

Эти результаты опубликованы в журнале Вестник ЮУрГУ. Серия «Ма-

тематика. Механика. Физика» [45]. Журнал индексируется в базе RSCI. 
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§ 4.3. Общий случай 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим двухточечную краевую задачу, порожденную линейным не-

однородным обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка с 

малым параметром при старшей производной: 

''( ) ( ) '( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ), [0,1],n k k my x x p x y x x q x r x y x f x x   + − +  =        (4.3.1) 

и граничным условием: 

(0) , (1) ,y a y b = =                                            (4.3.2) 

где a, b – известные постоянные числа, , , , [0,1], (0) 0p q r f C f  , 0<p(0), 

0<q(0), 0<r(0), n>m, 1<k, (n, k, mN), a ( )y x
 – искомая функция, зависящая от 

малого параметра ε. 

Обычно краевую задачу (4.3.1), (4.3.2) называют задачей Дирихле. 

Требуется найти достаточное условие при каких соотношения параметров 

n и m появляется дополнительный пограничный слой и для этого случая по-

строить равномерное асимптотическое приближение решения задачи Дирихле 

(4.3.1), (4.3.2) на отрезке [0,1], когда малый параметр  стремится к нулю. 

Как отмечено выше, дальнейшем ряды, используемые здесь, являются 

асимптотическими разложениями соответствующих функций. 

 

Особенность краевой задачи Дирихле 

Заметим, что малый параметр  присутствует в дифференциальном урав-

нении (4.3.1) при старшей производной. Поэтому, если в возмущенном диффе-

ренциальном уравнении второго порядка (4.3.1) формально считать, что 0 =  

(т.е. убрать возмущение), то порядок дифференциального уравнения понижает-

ся и соответствующее невозмущенное уравнение является дифференциальным 

уравнением первого порядка: 

0 0( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ).k kx p x y x x q x y x f x− =                                (4.3.3) 
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Понижение порядка уравнения, при 0 =  – первая особенность рассмат-

риваемой краевой задачи Дирихле (4.3.1), (4.3.2). 

Вторая особенность краевой задачи (4.3.1), (4.3.2) – дифференциальное 

уравнение (4.3.3) имеет особую точку при х=0. Решение уравнения (4.3.3) не 

является гладкой функцией на отрезке [0,1], которое свойственно бисингуляр-

ным задачам по терминологии А.М. Ильина [28].  

Ниже мы докажем, что при выполнении условия 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
 в окрестно-

сти особой точки х=0 появляется еще один пограничный слой, кроме классиче-

ского пограничного слоя – третья особенность краевой задачи Дирихле (4.3.1), 

(4.3.2). 

Краевую задачу (4.3.1), (4.3.2) с выше перечисленными особенностями 

назовем бисингулярно возмущенной задачей с промежуточным пограничным 

слоем (по терминологии А.М. Ильина [28]) или трех зонной задачей (по терми-

налогии А.Х. Найфе [37]). 

 

Негладкое внешнее решение 

Методом малого параметра построим внешнее решение ( ) ( )y x u x =  кра-

евой задачи (4.3.1), (4.3.2). Как всегда, внешнее решение будем искать в виде: 

0

( ) ( ),j

j

j

u x u x




=

=                                                (4.3.4) 

где ( )ju x  – пока неизвестные функций. 

Формально подставляя ряд (4.3.4) в уравнение (4.3.1) получаем: 

0 0 0

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),n j k j m j

j j j j

j j j

u x x p x u x q x u x r x u x f x
  

+ +

= = =

  +  − −  =    

приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра полу-

чаем рекуррентные соотношения: 

0 0( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ),k kx p x u x x q x u x f x− =                                (4.3.5) 
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( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ( ) 0, 0.k k

j j j m j n sx p x u x x q x u x r x u x u x j N u x s− −
− = −        

(4.3.6) 

Лемма 4.1. Уравнение (4.3.5) с краевым условием 
0(1)u b=  имеет един-

ственное решение представимое в виде: 

1

0

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,

( )

x

k

f s
u x bE x E x E s ds

s p s

−= +    

где 1

(s)

( )
( ) .

x
q

ds
p s

E x e


=   

Доказательство. Уравнение (4.3.5) запишем в виде: 

0 0

( ) ( )
' ( ) ( ) ,

( ) ( )k

q x f x
u x u x

p x x p x
− =  

Полученное равенство умножаем на интегрирующий множитель 1

( )

( )

x
q s

ds
p s

e
−

: 

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

( ) ( )
' ( ) ( ) ,

( ) ( )

x x x
q s q s q s

ds ds ds
p s p s p s

k

q x f x
u x e u x e e

p x x p x

− − −  
+ =  

Нетрудно заметить, что 

1 1

( ) ( )

( ) ( )

0

( )
( ) ,

( )

x x
q s q s

ds ds
p s p s

k

f x
u x e e

x p x

− −
 

   =
  
 

 

Интегрируя последнее равенство, получаем общее решение: 

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

( )
( ) ,

( )

x x
q s q s q s

xds ds ds
p s p s p s

k

f
u x e e d ce

p



−  
=  +

   

где с – произвольная постоянная. 

 Введем обозначение 1

(s)

( )
( ) ,

x
q

ds
p s

E x e


=  тогда полученное общее решение 

можно записать в виде 

1

0

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ).

( )

x

k

f
u x E x E d cE x

p

−
=   +

   
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Учитывая краевое условие 
0(1)u b=  найдем соответствующее значение 

произвольной постоянной с: 

1

1

0 0

1

( )
(1) (1) ( ) (1) (1) ;

( )k

f
u E E d cE u c c b

p

−
=   +  =  =

   

Лемма доказана. 

Следствие. По условию задачи f(0)=f00, поэтому когда переменная х 

стремится к нулю справа, справедливо соотношение:  

0 1

1
( ) , 1

k
u x k N

x −
→   . 

Применяя лемму 4.1 последовательно к уравнениям (4.3.6) с соответ-

ствующими краевыми условиями (1) 0,ju j N=  , получим единственные реше-

ния представимые в виде: 

( ) 0, 1 ;ju x j m=    

1

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,

( )

x

j m j n

j k

r s u s u s
u x E x E s ds m j N

s p s

− − −
−

=   . 

При 
2

1
1

m n
k

 
+  

− 
 имеем:  

1 2( 1)

1
( ) , 0, 1

k
u x x k N

x −
→ →   . 

Следовательно, ряд (4.3.4) можно представить в виде: 

0 11 1 1

1
( ) ( ) ( ) ... ( ) ... ,

j
m m

jk k k
u x u x u x u x

x x x
 − − −

   
 = + + + +    

                    (4.3.7) 

где [0,1], 0,1,...ju C j =  

Таким образом построенное внешнее решение (4.3.7) не является гладким 

на отрезке x[0,1]. 

Следует отметить, что внешние решения (4.3.7) является асимптотиче-

ским относительно малого параметра  только на интервале 
1( ,1]mkx −  , а на 

отрезке 
1[0, ]mkx −   нарушается свойство асимптотичности. 
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Промежуточный пограничный слой 

Докажем теорему 

Теорема 4.3. Если 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
, то в задаче Дирихле (4.3.1), (4.3.2) в 

окрестности левой граничной точки х=0 существует еще один пограничный 

слой – промежуточный пограничный слои, кроме классического пограничного 

слоя. 

Доказательство. Для доказательства теоремы покажем, что в погранич-

ном слое имеется два характерных предела, кроме внешнего, которые будут 

включать в себя два внутренних разложения. 

Проведем детальное исследование в окрестности особой точки x=0. Для 

этого в окрестности этой точки сделаем растяжение координат (преобразова-

ние) х=εt, >0, тогда dx=εdt и dx2=ε2dt2 и уравнение (4.3.1) перепишется в ви-

де: 

2
2 ( 1)

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ), [0, ],

n k k k k

m

d y t dy t
t p t t q t y t

dt dt

r t y t f t t

−  −     


  −



 +   +   −

−   =   

 

Из левой части последнего равенства выделим главную часть, так как 

( 1)k k −    , поэтому главная часть примет вид: 

2
2 ( 1)

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )n k k md y t dy t

t p t r t y t
dt dt

−  −    
 +   −   . 

Уравнивая порядков поведения слагаемых по малому параметру двух лю-

бых членов имеем соответствующие характерные пределы, возможны следую-

щие три случаи: 

1) 2 ( 1)
1

n
n k

k
−  = −    =

+
 ; 

2) 2
2

n m
n m

−
−  =   = ; 

3) ( 1)
1

m
k m

k
−  =   =

−
. 
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В первом случае, если 
1

n

k
 =

+
, то получим:  

( 1) ( 1)2

1 1
2

( ) ( )
( )

n k n k

k mk k
d y t dy t

t y t
dt dt

− −

 + +
 +  −  . 

Пусть ( ) ( )m y t t  =  , тогда имеем выражение: 

( 1) 2

1
2

( ) ( )
( )

n k
m

kk
d t d t

t t
dt dt

−
−

 +


  
 + − 

 
 

по условию 
( 1)

0
1

n k
m

k

−
− 

+
, поэтому при →0 главной частью выражения явля-

ется ( )t  и здесь отсутствует производная функций ( )t , а также невозмож-

но получить дополнительную информацию. Поэтому случай, т.е. 
1

n

k
 =

+
 не 

будем рассматривать. 

Во втором случае, если 
2

n m−
 =  и ( ) ( )m y t t  =  , то получим 

( 1)( )2

2
2

( ) ( )
( )

k n m
m

kd t d t
t t

dt dt

− −
−

 


 
− +   

и здесь главной частью полученного выражения является: 

2

2

( )
( )

d t
t

dt





−  

в которой присутствует производная второго порядка. Поэтому этот случай, т.е. 

2

n m−
 =  будем исследовать. 

И последний случай, если 
1

m

k
 =

−
 и ( ) ( )m y t t  =  , то получим выраже-

ние: 

2 2

1
2

( ) ( )
( )

m
n m

kk
d t d t

t t
dt dt

− −
 −



 
 + − , 

главной частью которого является: 

( )
( )k d t

t t
dt





− . 



 - 78 - 

Этот случай тоже будем исследовать, так как и здесь в главной части при-

сутствует производная первого порядка. 

В результате в окрестности точки х=0 мы получили два характерных пре-

дела, это во втором и в третьем случаях.  

Так как 
2 1

n m m

k

−


−
 поэтому второй случай (

2

n m−
 = ) будет описывать 

левый пограничный слой, а третий случай (
1

m

k
 =

−
) будет описывать проме-

жуточный пограничный слой между левым пограничным слоем и внешним ре-

шением. Ряд (4.3.7) тоже подсказывает каким должна быть внутренняя пере-

менная в соседнем  пограничном слое, который пересекается с внешним реше-

нием т.е. 1 mkx t−=  . 

Теперь докажем необходимость условия 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
. Для этого нам надо 

показать при нарушении этого неравенства появляется только один характер-

ный предел.  

Нетрудно заметить, что если выполняется равенство 
( 1)

1

n k
m

k

−
=

+
, то все 

эти три случая совпадут т.е. будут одинаковыми и в этом случае будет только 

один характерный предел, т.е. один пограничный слои. 

А если выполняется условие 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
, то 

- в первом случае, при 
1

n

k
 =

+
 и 

( 1)

1 ( ) ( )
n k

k y t t
−

+
  =  получим:  

( 1)2

1
2

( ) ( )
( )

n k
m

k k
d t d t

t t
dt dt

−
−

  +


 
+ −    

при →0 главной частью выражения является: 

2

2

( ) ( )kd t d t
t

dt dt

  
+ ( )t  

требует рассмотрения (один характерный предел); 
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- во втором случае, при 
2

n m−
 =  и 

( 1)( )

2 ( ) ( )
k n m

y t t
− −

  =  , то получим 

( 1)( ) 2

2
2

( ) ( )
( )

k n m
m

kd t d t
t t

dt dt

− −
−

 


  
 − + 

 
 

и здесь главной частью является: 
( )k d t

t
dt

 , поэтому этот случай не рассматри-

вается; 

- в третьем случае, при 
1

m

k
 =

−
 и 

2

1 ( ) ( )
m

n
k y t t

−
−

  =  , то получим выраже-

ние: 

22

1
2

( ) ( )
( )

m
m n

kk
d t d t

t t
dt dt

− +
 −



  
+  − 

 
, 

главной частью которого является: 
2

2

( )d t

dt

  – не подойдет, т.е. не рассматрива-

ется. 

В результате при нарушении условия (неравенства) 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
 в окрест-

ности точки х=0 мы получаем только один характерный предел. 

 

Формальное асимптотическое решение 

Для начала упростим уравнение (1) с помощью преобразования: 

1

( )

( )
( ) ( )

x
q s

ds
p s

y x z x e 


= ,                                                (4.3.8) 

где z(x) – новая неизвестная функция. 

Вычислим производные первого и второго порядков от выражения 

(4.3.8):  

1 1

( ) ( )

( ) ( )( )
' ( ) ' ( ) ( )

( )

x x
q s q s

ds ds
p s p sq x

y x z x e z x e
p x

  

 
= + , 

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
'' ( ) '' ( ) 2 ' ( ) ( ) ( )

( )

x x x
q s q s q s

ds ds ds
p s p s p sq x

y x z x e z x e z x e p x
p x

   

  
= + + , 
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где 

2

( ) ( )
( )

( ) ( )

q x q x
p x

p x p x

   
= +   
   

. 

Подставляя (4.3.8) и их производные в уравнение (4.3.1) получим: 

1

( )

( )

( ) ( )
'' ( ) 2 ' ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( )

( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ,

x

n k

q s
ds

p sk m

q x q x
z x z x z x p x x p x z x z x

p x p x

x q x r x z x f x e

    

−



   
 + + + + +   
   


− +  =

 

или 

( ) ( )'' ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n k n n mz x x p x q x z x p x r x z x f x   + +  +  −  =     (4.3.9) 

где 

1
( )

( )2 ( )
( ) , ( ) ( ) .

( )
x

q s
ds

p sq x
q x f x f x e

p x


= =  

Краевые условия (4.3.2) примут вид: 

1(0) , (1) ,z a z b = =                                                 (4.3.10) 

где 

1

0

( )

( )

1

q s
ds

p s
a ae


= . 

Как и в предыдущих параграфах, решение задачи (4.3.9), (4.3.10) будем 

искать в виде суммы трех неизвестных функций: 

( ) ( ) ( ) ( )z x V x W t   = + +  ,                                    (4.3.11) 

где 
1 2, ; ,m k n mx t x− −=   =  =    =  . 

Формально подставляя выражение (4.3.11) в уравнение (4.3.9) получим 

следующие уравнения относительно неизвестных функций ( ), ( ), ( )V x W t    , 

соответственно: 

'' ( ) ( ( ) ( )) ' ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),n k n n mV x x p x q x V x p x r x V x f x h x    + +  +  −  = −  (4.3.12) 

( )

( )

( 1) 2 ( 1)

( 1) ( 1)

'' ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

k n m m k m k n m m

k n m k m m m

W t t p t q t W t

p t r t W t h t

− − − −

 

− −

 

 +   +    +

+   −  = 
      (4.3.13) 
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( )

( )

2 2

2 2

'' ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( )

( ) ( ) ( ) 0,

m n m k n m n n m m n n m

n n m m n m n m

p q

p r

− − − − −

 

− − −



   +     +        +

+    −       =
   (4.3.14) 

Краевые условия (10) примут вид: 

1(0) (0) (0) , (1) ( ) ( ) ,m m nV W a V W b− −

     + + = +  +  =  

Отсюда имеем: 

(1) ,V b =                                                                   (4.3.15) 

( ) 0,mW −

  =                                                               (4.3.16) 

(0) ( (0) (0)), lim ( ) 0.a V W   
→

 = − +   =                 (4.3.17) 

 

Решение задачи (4.3.12), (4.3.15) 

Исследуем уравнение (4.3.12) с краевым условием (4.3.15). 

Пусть  

0 0

( ) ( ), ( ) ( ),jm jm

j j

j j

V x v x h x h x
 

 

= =

=  =                                  (4.3.18) 

где ( )jv x  и ( )jh x  – пока неизвестные функций. 

Формально подставляя выражения (4.3.18) в равенство (4.3.12) имеем: 

0 0

0 0

'' ( ) ( ( ) ( )) ' ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),

n jm k n jm

j j

j j

n m jm jm

j j

j j

v x x p x q x v x

p x r x v x f x h x

 

= =

 

= =

  + +   +

+  −   = − 

 

 
 

и здесь приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого парамет-

ра , получаем следующие рекуррентные уравнения: 

0 0( ) ' ( ) ( ) ( ),kx p x v x f x h x= −                                             (4.3.19) 

( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) '' ( ) ( ), ,k

j j m j n j n j n jx p x v x r x v x p x v x q x v x v x h x j N− − − −= − − − −      

(4.3.20) 

где ( ) 0, s 0.sv x    

Решения уравнений (4.3.19), (4.3.20) с соответствующими условиями: 

0(1) , (1) 0;jv b v= =  
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существуют и единственны: 

0
0

1

( ) ( )
( ) ,

( )

x

k

f s h s
v x b ds

s p s

−
= +   

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) '' ( ) ( )
( ) , ,

( )

x

j m j n j n j n j

j k

r s v s p s v s q s v s v s h s
v x j N

s p s

− − − −− − − −
=   

где ( ) 0, s 0.sv x    

Эти решения в общем случае не будут гладкими в рассматриваемом от-

резке и мы здесь определяем, точнее выбираем неизвестные функций 

( ), 0,1,...jh x j =  так чтобы эти решения vk(x) были гладкими, т.е. [0,1]kv C .  

Такой выбор существует, действительно, если: 

1

0 0,0 0,1 0, 1

1

,0 ,1 , 1

( ) ... ,

( ) ... , 1,2,...

k

k

k

j j j j k

h x f f x f x

h x f f x f x j

−

−

−

−

= + + +

= + + + =
                              (4.3.21) 

где 
( )

0,

1
(0),

!

i

if f
i

=  

,

1
(0), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) '' ( ).

!

i

j i j j j m j n j n j ni

d
f F F x r x v x p x v x q x v x v x

i dx
− − − −= = − − −  

То все функций ( )kv x  будут гладкими, т.е. [0,1]kv C , следовательно и 

функция ( )V x  будет гладкой. 

 

Решение задачи (4.3.13), (4.3.16) 

Перейдем к исследованию уравнения (4.3.13) с краевыми условиями 

(4.3.16). 

Пусть  

( 1)

( 1)
0 0

1
( ) ( ), ( ) ( ),j m k jm m

j jk m
j j

W t w t h t h t
 

−

 −
= =

=   =  


                 (4.3.22) 

где ( )jw t  – пока неизвестные функций, а функций ( )m

jh t  определенные в 

(4.3.21). 

Подставляя формально ряды (4.3.22) в равенство (4.3.13) получим: 
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( 1)( ) 2

0 0 0

( 1)( ) ( 1)( ) ( 1)

0 0 0

'' ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )

( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ),

k n m m j k m j m j

j j j

j j j

k n m m m j k n m m j k jm m

j j j

j j j

w t t p t w t r t w t

q t w t p t w t h t

  
− − −

= = =

  
− − − − − −

= = =

  +   −   +

+   +    =  

  

  
 

или 

( 1) ( 1)( ) 2

0 0 0

( 1)( ) ( 1)( )

0 0

( ( ) ' ( ) ( ) ( )) ( ) '' ( )

( ) ' ( ) ( ) ( ).

j k m m k jm m k n m m j

j j j j

j j j

k n m m m j k n m m j

j j

j j

t p t w t r t w t h t w t

q t w t p t w t

  
− − − −

= = =

 
− − − − −

= =

  −  =   −  −

−   −  

  

 

  (4.3.23) 

По условию 
2 1

n m m

k

−


−
, отсюда следует, что ( 1)( ) 2 0k n m m− − −  . 

Равенство (4.3.23) можно записать в виде: 

1 2 0( ) ' ( ) ( ) ( ) ( , , ,..., ), (0, ), 0,1,2,...k m m m m

j j j j jt p t w t r t w t H t w w w t j−

− − −  =    =

 

где 1 2 0( , , ,..., )m

j j jH t w w w− −  – линейно зависит от предыдущих 1 2 0, ,...,j jw w w− − , и 

их производных, полиномиально зависят от 
mt , причем 

0 1 2 0 0( , , ,..., ) ( )m m

j jH t w w w h t− − =  . 

Решения этих уравнений с соответствующими граничными условиями 

( ) 0, 0,1,...m

jw j− = =  существуют, единственны и представимы в виде: 

1 2 0 1
( , , ,..., )

( ) ( ) ( ) ,
( )m

mt

j j j

j k m

H s w w w
w t E t E s ds

s p s−

− − −




=

   

( s)

( )

( ) , [0, ],

t m

k m

m

r
ds

s p s
mE t e t

−




−


=    

где постоянная с определяется по соответствующим граничным условиям. 

 

Решение задачи (4.3.14), (4.3.17) 

А теперь перейдем к исследованию уравнения (4.3.14) с краевым услови-

ем (4.3.17). 
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Пусть 
2

0

1
( ) ( )j

jm
j





=

  =   

  тогда (4.3.14) можно представить в виде: 

( )

( )

( 1) ( 1)

0 0

2( )

0

'' ( ) ( ) ( ) ' ( )

( ) ( ) ( ) 0,

j n k m k k n m n m n m j

j j

j j

n m n m n m j

j

j

p q

p r

 
− − + − − −

= =


− − −

=

   +     +       +

+    −      =

 


 

или 

( )

2( )

0 0

( 1) ( 1)

0

( '' ( ) ( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ' ( ).

j n m n m n m j

j j j

j j

n k m k k n m n m n m j

j

j

r p

p q

 
− − −

= =


− − + − − −

=

   −     = −      −

−     +      

 


          (4.3.24) 

Полученную уравнению (4.3.24) можно записать в следующем виде: 

0 1 2 0 1 2 0( ) ( ) ( , , ,..., , ' , ' ,..., ' ), 0,1,...n m

j j j j j j jr P j−

− − − −
  −   =         =     

(4.3.25) 

Здесь правая часть равенства 1 2 0 1 2 0( , , ,..., , ' , ' ,..., ' )n m

j j j j jP −

− − − −         ли-

нейно зависит от i и их производных, а также полиноминально от  
n m−  . 

Краевые условия (4.3.17) при 
2

0

1
( ) ( )j

jm
j





=

  =   

  можно представить в 

виде: 

2 1 2 1(0) 0, lim ( ) 0, ;k k k N− −
→

 =   =                                                   (4.3.26) 

2 2(0) (0), lim ( ) 0, , ;j j jw j ms s N
→

 = −   =                                   (4.3.27) 

2 0 2(0) (0) (0), lim ( ) 0,m m ma v w
→

 = − −   =                                            (4.3.28) 

2 (s 1) ( 1) 2 ( 1)(0) (0) (0), lim ( ) 0,m s m s m sv w+ + +
→

 = − −   =                               (4.3.29) 

где 

 2 2

( 1) ( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 2(0) (0) (0) (0) ... (0).k

j j k j k j k j k kw w w w w−

− − + − + − + −= + + + +  

Решения уравнений (4.3.25) с соответствующими краевыми условиями 

(4.3.26), (4.3.27), (4.3.28) и (4.3.29) существуют, единственны и экспоненциаль-

но убывают при →, [29]. 
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В результате нами определены все три функций ( ), ( ), ( )V x W t     в виде 

рядов по степеням малых параметров , , , соответственно. 

 

Обоснование разложения (4.3.11) 

Пусть 

,( ) ( ) ( )sR x z x z x  = − , 

где ( )R x  – остаточная функция, 

( 1) ( 1) 2 ( 1)

, ( 1) 2
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

k m s m ss
jm j j

s j j jk m m
j j j

z x v x w t
− + +

 −
= = =

=  +  +   
 

   , 

функций vj(x), wj(t) и j() определены выше. 

Тогда для остаточной функций ( )R x  получим следующую краевую зада-

чу 

 ( ) ( )'' ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( ) ( ) ,n k n n m ms mR x x p x q x R x p x r x R x +

   + +  +  −  =       (4.3.30) 

(0) 0, (1) 0,R R = =                                            (4.3.31) 

где ( , ' , '' , , ' , '' , , ' )j j j j j j j jv v v w w w =    – линейно зависит от функций 

, ' , '' , , ' , '' , , 'j j j j j j j jv v v w w w   . 

Для краевой задачи (4.3.30)-(4.3.31) применяя принцип максимума (§2.2 

теорема 3), получаем оценку для остаточной функций точно также как и в 

предыдущем параграфе: 

( ) ( ), 0, [0,1]msR x O x =  →  . 

Нами доказана  

Теорема 4.4. Для решения двухточечной краевой задачи Дирихле (4.3.1), 

(4.3.2) на отрезке [0,1]x  при 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
 справедливо асимптотическое раз-

ложение: 

1

( )

( )

( 1) 2
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

x
q s

ds
p sjm j j

j j jk m m
j j j

y x v x w t e
  

 −
= = =

 
=  +  +    

  
   , →0 

с соответствующими функциями, определенными выше. 
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Пример 4.1. Пусть n=4, k=2, m=1, p(x)1, q(x)1, r(x)1, f(x)=1+x+x2, a=–1, 

b=1. Т.е. уравнение 

4 2 2 2''( ) '( ) ( ) ( ) 1 ,y x x y x x y x x x   + − +  = + +             (4.3.32) 

с граничными условиями: 

(0) 1, (1) 1.y y = − =                                            (4.3.33) 

Все условия выполняются, и неравенство 
( 1)

1

n k
m

k

−


+
.  

Преобразование примет вид: 1

( )

( ) 1( ) ( ) ( )

x
q s

ds
p s xy x z x e z x e −

  


= = . 

4 4 2 4 2 1'' ( ) (2 ) ' ( ) ( ) ( ) (1 ) ,xz x x z x z x x x e −

   +  + +  −  = + +  

здесь 
2 1( ) (1 ) xf x x x e −= + + . 

Равенство (4.3.11) примет вид: 

2
0 0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j j

j j j

z x v x w t
  



= = =

=  +  +   
 

   , 

где 
3 2, ; ,x t x=   =  =    =  . 

Для простоты ограничимся первым приближением. Т.е. решение будем 

искать в виде 

0 1 0 1 2

2

0 1 2 3 42

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

z x v x v x w t w t w t

R x





= +  + + +  +


+   +   +   +   +    +
 

 

где ( )R x – остаточная функция. 

В нашем случае, ряд Маклорена для функций ( )f x  примет вид: 

2 1 2 3 4 51 2 3 2
( ) (1 ) (1 ...)

2 3 8 15

xf x x x e e x x x x−= + + = + − + − + , 

поэтому, из (4.3.27) имеем:   

0,0 0,1 0, 0 ( ) .f e f h x e= =  =  

Равенство (4.3.19) примет вид: 

2 2 1

0' ( ) (1 ) xx v x x x e e−= + + −   
2 1

0 2

(1 )
' ( )

xx x e e
v x

x

−+ + −
=   
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2 1

0 2

1

(1 )
( ) 1

x ss s e e
v x ds

s

−+ + −
= +  . 

Из (4.3.20) при j=1 имеем: 

2

1 0 1' ( ) ( ) ( ).x v x v x h x= −  

Отсюда находим v1(x): 

0 1
1 2

1

( ) ( )
( )

x
v s h s

v x ds
s

−
=  . 

Так как 

0 2 1

0 2

1

2 1 2 1

0 2 20

(1 )
(0) 1 3 ;

(1 ) (1 )
' ( ) , lim ,

2

s

x x

x

s s e e
v ds e

s

x x e e x x e e e
v x

x x

−

− −

→

+ + −
= + = −

+ + − + + −
= =


 

поэтому 
1( ) 3

2

e
h x e x= − + . Нетрудно заметит, что 0 1, [0,1].v v C  

Учитывая соотношение (4.3.23) и граничных условий 1( ) 0, 0,1,2jw j− = =  

имеем следующие задачи: 

2 1 1

0 0 0

2 1 1

1 1 0 1

2 1 1

2 2 1 0 2

' ( ) ( ) , [0, ], ( ) 0;

' ( ) ( ) 3 '' ( ), [0, ], ( ) 0;
2

' ( ) ( ) '' ( ) 2 ' ( ), [0, ], ( ) 0.

t w t w t e t w

e
t w t w t e t w t t w

t w t w t w t w t t w

− −

− −

− −

− =    =

− = − +  −    =

− = − −    =

 

Уравнению относительно w0(t) запишем в виде: 

1 1

0 2
( ) t t

e
w t e e

t

 
= 

 
. 

Интегрируя последнее равенство, получаем: 

1

0 ( ) (1 tw t e e
− 

= − − 


. 

Аналогично находим w1(t) и w2(t):  

1 4 5
1 1 1 1

1 4 5

3 1 1 1
( ) ln (3 ) ln

2 2 5 2 2 5
t

e e e
w t e t e e e e e

t t t

−
+ + + + −  

= − +  − + +  − −  + − 
 

; 
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1 1 1 1

1 0 1 0
2 22 2

1/

'' ( ) 2 ' ( ) '' ( ) 2 ' ( )
( ) ( )

t

t t t s
w t w t w s w s

w t e e w t e e ds
t s

−



  + +
= −  = − 

 
 . 

Для неизвестных пограничных функций ( ), 0,1,2,3,4j j  =  получим сле-

дующие краевые задачи: 

3

0 0 0 0 0'' ( ) ( ) 0, [0, ], (0) (0), lim ( ) 0;w−

→
  −   =    = −   =  

2 3

1 1 0 1 1'' ( ) ( ) ' ( ), [0, ], (0) 0, lim ( ) 0;−

→
  −   = −      =   =  

2 3

2 2 1 2 0 1 2'' ( ) ( ) ' ( ), [0, ], (0) 1 (0) (0), lim ( ) 0;v w−

→
  −   = −      = − − −   =

2 3

3 3 2 0 3 3'' ( ) ( ) ' ( ) 2 ' ( ), [0, ], (0) 0, lim ( ) 0;−

→
  −   = −   −      =   =  

2 3

4 4 3 1 4 1 2 4'' ( ) ( ) ' ( ) 2 ' ( ), [0, ], (0) (0) (0), lim ( ) 0.v w−

→
  −   = −   −      = − −   = Н

аходим решения этих задач: 

1 1 2

0 1

1
( ) ; ( ) (2 3 3)

12
e e− −  =   = −   +  + ; 

5 4 3 2
1

2

20 24 15 30 45 45
( ) (4 )

1440
e e e− − +  +  −  −  −

  = − − +  ; 

1

3 8( ) ( ) ,P e −  =    8( )P  −  полином восьмой степени, 

1

4 1 1 11( ) ( (0 (0)) ( ) ,v w e P e− −  = − + +    11( )P  – полином 11-й степени. 

А задача для остаточной функций (4.3.30), (4.3.31) примет следующий 

вид: 

4 4 2 3 2'' ( ) (2 ) ' ( ) (1 ) ( )R x x R x R x   +  + −  −  =   ,  

(0) 0, (1) 0,R R = =  

где 1 2 1 2 0 1( ) '' ( ) 2 ( ' ( ) ' ( )) ( ( ) ( )v x w t w t w t w t w t = −  −  +  −  +  +  

4 4
2 2 2 1

2 4

0 1

( )) ( ) ' ( ) 2 ' ( )j j

j j

j j

w t −

= =

+ −     −   −     . 

Следовательно, получаем  

( ) ( ), 0, [0,1]R x O x =  →  . 

В результате асимптотическое решение задачи (4.3.32)-(4.3.33) примет 

вид: 
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2 1
1

2

1

12 1

2 2

1 1

1 4 5
1 1 1 1

4 5

1 1

1 0

2

(1 )
( ) 1

1 (1 ) 1
1 3 (1

2

3 1 1 1
ln (3 ) ln

2 2 5 2 2 5

'' ( ) 2 ' ( )

x s
x

x s u

t

t

t s

s s e e
y x e ds

s

u u e e e
du e s ds e e

s u

e e e
e t e e e e e

t t t

w s w s
e e d

s

−
−



−
−

−
+ + + +

−

 + + −
= + +



  + + −
+ + − + − − − +  

  

 −  
+ − +  − + +  − −  + − − 

 

+
−



 

1/

1 1 2

2

5 4 3 2
1

1 2 2 1

8 1 1 11

1 1
(2 3 3)

12

20 24 15 30 45 45
(4 )

1440

( ) ( (0 (0)) ( ) ( ), 0.

t

s

e e

e e e

P e v w e P e O



− −

− −

− − −

+

+ −   +  + +
 

 +  +  −  −  −
− − +  +

+  −  + +    +  →

  
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Заключение по главе 4 

 

Исследованы асимптотические поведения решений двухточечных крае-

вых задач на отрезке для линейного неоднородного обыкновенного дифферен-

циального уравнения второго порядка с малым параметром при старшей произ-

водной. Существенные особенности задачи – присутствие малого параметра 

перед производной второго порядка от искомой функции, существование про-

межуточного (двойного) пограничного слоя на левом конце отрезка при х = 0 и 

не гладкость решения соответствующей невозмущенной краевой задачи. Тре-

буется найти достаточное условие существование промежуточного погранич-

ного слоя и построить равномерное асимптотическое разложение решения трех 

зонной двухточечной краевой задачи на единичном отрезке с любой степенью 

точности при стремлении малого параметра к нулю. Из-за второй и третьей 

особенности задачи так легко невозможно построить асимптотическое разло-

жение решения по малому параметру известными асимптотическими методами. 

Задача решается в два этапа: на первом этапе строится формальное разложение 

решения двухточечной краевой задачи, а на втором этапе приводится обосно-

вание этого разложения, т. е. оценивается остаточный член разложения. В пер-

вом этапе формальное асимптотическое решение ищется в виде суммы трех 

решений: гладкое внешнее решение на всем отрезке; классическое погранслой-

ное решений в окрестности х = 0, которое экспоненциально убывает вне погра-

ничного слоя и промежуточное погранслойное решение при х = 0, которое сте-

пенным т.е. не экспоненциальным характером убывает вне пограничного слоя.  

Построенные асимптотические разложения решения двухточечной крае-

вой задачи является асимптотическим в смысле Эрдей. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Найдены достаточное и необходимое условия существование промежу-

точного не экспоненциально убывающего пограничного слоя для одного класса 

бисингулярных задач Коши для линейных неоднородных обыкновенных диф-

ференциальных уравнений первого порядка.  

Построены и обоснованы полные, равномерные асимптотические разло-

жения решений трех зонных бисингулярных задач Коши.  

Найдены достаточное и необходимое условия существование промежу-

точного не экспоненциально убывающего пограничного слоя для одного класса 

бисингулярных задач Дирихле для линейных неоднородных обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго порядка. 

Построены и обоснованы полные, равномерные асимптотические разло-

жения решений трех зонных бисингулярных задач Дирихле. 

С помощью оригинального подхода, суть которого в том, что вместо уни-

версального метода согласования асимптотических разложений, разработанно-

го и успешно применяемого в научной школе А. М. Ильина, используется ме-

тод вспомогательной функции, позволяющий получить равномерное асимпто-

тическое разложение для рассматриваемого класса задач с помощью более про-

стой процедуры.  
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ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 

 

Рекомендуем использовать научные результаты диссертации в физике, 

химии, в биологии, теории движения, гидродинамике, аэродинамике и других 

областях науки. 

Надеемся, что разработанные алгоритмы построения асимптотических 

разложений решений трех зонных бисингулярных задач первого и второго по-

рядков найдут практические применения. 

Результаты исследования также могут быть использованы при чтении 

лекционных курсов по теории возмущений, преподавании спецкурсов по 

направлениям «Математика», «Прикладная математика и информатика», «Фи-

зико-математическое образование», «Математика и компьютерные науки» для 

аспирантов, PhD докторов, магистров и бакалавров. Кроме того, мы рекоменду-

ем использовать научные результаты при решении теоретических задач в обла-

сти математики, физики, техники и других наук, связанных с качественной тео-

рией дифференциальных уравнений. 
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