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Аннотация. Методом преобразования построена асимптотика решения задачи Коши для 
уравнения параболического типа с малым коэффициентом температуропроводности. 

Физический смысл рассматриваемой задачи – распространение тепла на бесконечной 
прямой с малым коэффициентом температуропроводности. 
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Annotation. Using the transformation method, we constructed the asymptotics of the solution of 
the Cauchy problem for a parabolic type equation with a small thermal diffusivity. The physical 

meaning of the problem under consideration is the distribution of heat on an infinite line with a 
small coefficient of thermal diffusivity. 
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 Как нам известно, уравнения с частными производными второго порядка 

параболического типа наиболее встречаются при изучении процессов теплопроводности и 
диффузии. Простейшее уравнение параболического типа 

2
t xxu a u  

обычно называют уравнением теплопроводности [1], коэффициент а называют 
коэффициентом температуропроводности. 

 Рассмотрим уравнение теплопроводности 
2
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, ( x,t ) D,

t x
                                                (1) 

с начальным условием 

0u( ,x ) f ( x ), x R,                                             (2) 

где 0<  – малый параметр, 0D {( t ,x ) : t , x R } , f(x) – ограниченная бесконечно 

дифференцируемая функция на всей числовой оси. 

 Решение задачи существует и единственно [1]. Требуется построить полное 

равномерное асимптотическое разложение по малому параметру в области D .  

 Действительно, при 0<  явное решение задачи (1)-(2) можно построить методом 

Фурье, т.е. методом разделения переменных. Решение ищем в виде: 

u( t,x ) Q( t )R( x ) , 

тогда t xxu ( t ,x ) Q'( t )R( x ), u ( t ,x ) Q( t )R''( x ) . 

Подставляя эти выражения в уравнение (1), имеем: 
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Отсюда находим Q(t) и R(x): 
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Следовательно, 
2 t i xu ( t,x ) C( )e , 

здесь R, поэтому берем знак плюс: 
2 t i xu ( t,x ) C( )e . 

Отсюда имеем: 

2 t i xu( t,x ) u ( t,x )d C( )e d .                             (3) 

где C( )определяется условием (2). 
 Учитывая начальное условие (2), имеем: 

0 i x i xu( ,x ) C( )e d f ( x ) C( )e d , 

применяя преобразование Фурье, имеем: 
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iC( ) e f ( )d . 

Подставляя последнее выражение в (3), получаем: 
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Поменяв порядок интегрирования, и учитывая, что 
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получаем 
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 Если асимптотическое разложение решения задачи (1)-(2) искать методом малого 

параметра [2]: 
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то имеем: 
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Подставляя эти выражения в задачу (1)-(2), и приравнивая коэффициенты при одинаковых 

степенях малого параметра, имеем: 
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Отсюда после интегрирования с учетом начальных условий имеем: 

0u ( t ,x ) f ( x ) ,                              1u ( t ,x ) tf ''( x )  
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( k)
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k !
, k N. 

Ряд (4) примет вид: 

2 2 4 2( ) ( ) n ( n )u( t,x ) f ( x ) tf ( x ) ( t ) f ( x ) ... ( t ) f ( x ) ...  

этот ряд является асимптотическим при 0 t<1/ , x R и теряет свойство асимптотичности 

при 1/ t, x R.  
 Нетрудно заметить, что если начальная задача (1)-(2) рассматривается на конечном 

отрезке времени, т.е. 0 t T – const то задача (1)-(2) регулярно возмущенная, в противном 
случае, т.е. в нашем случае сингулярно возмущенная точнее бисингулярно возмущенное  

[3-8]. 
 Чтобы получить равномерное разложение решения задачи (1)-(2) мы преобразуем 
точное решение (4) в следующем виде [7,8]: 
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 Произведем еще одно преобразование, пусть 
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Учитывая разложение 
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получаем 
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где 0 1 / . 

 Рассмотрим пример, пусть 
2xf ( x ) e . Тогда 
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