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1. Постановка нелинейной задачи оптимального управления. Рассмотрим задачу минимизации 

обобщенного квадратичного функционала  
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на множестве решений краевой задачи 
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где K(t,τ) – заданная функция, она определена в области {0 1,0 1}D t       и удовлетворяет условию  
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т. е. ( , ) ( );K t H D   ( ) (0,1)x H  , ( ) (0,1)x H   – заданные функции; [ , ( )] (0, )f t u t H T  – заданная 
функция внешнего источника, которая нелинейно зависит от функции управления ( ) (0, )u t H T  и удовле-
творяет условию  

[ , ( )] 0, (0, );uf t u t t T                                                             (6) 
δ(x) – дельта-функция Дирака; x0(t) – заданная функция, которая описывает закон движения точки прило-
жения внешней силы и принимает значения от 0 до 1; λ – параметр; T – фиксированный момент времени, 
постоянная α > 0; H(Y) – гильбертово пространство квадратично суммируемых функций, определенных 
на множестве Y. 
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2. Нелинейное интегральное уравнение оптимального управления. Здесь мы продолжаем исследо-
вания, начатые в статье [1]. Поэтому сохранены те же обозначения. 

В [1] было установлено, что оптимальное управление определяется из соотношения  
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Выписываем функцию  , ( )ot x t  ([1], формула (39)) 
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Введем обозначение  
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и 0( , ( ))t x t  перепишем  в виде 
 0( , ( )) 2 ( ) ( ) .t x t h t G u t                                                           (10) 

Лемма 1.  Функция h(t) является элементом гильбертова пространства H(0, T ), т. е.    0, .h t H T  
Доказательство. Учитывая представление (8), и используя неравенство Коши–Буняковского, для 
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Далее на основе следующих вычислений 
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имеем неравенство 
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из которого следует утверждение леммы.  
Лемма 2.  Оператор [ ( )]G u t  переводит пространство H(0, T ) в себя.  
Доказательство. Утверждение леммы следует из соотношения 

   

 

2

2
0 0

10 0 0

2 2 2 2 2
0 0

1 10 0 0

( ) ( , , ) ( ( )) ( , , ) ( ( )) , ( )

( , , ) ( ( )) ( , , ) ( ( )) , ( )

T T T

n n n n
n

T T T

n n n n
n n

G u t dt G T t z x T z x f u d dt

G T t z x T z x d f u d dt

        

         





 

 

 
  

 

 

  

   

 

   

2 2 2 2

2

( ) (s ) 2 ( ) 2 (s )2 2 2 2
0

0 0 0 0 0 0

2
2 0 0

2 22 2 2
2 2

0 0

( , , ) ( ( )) 2 (t,s, ) 4 (t,s, )

1 1 24 1
2 22 2

n n n n

T T T T T T
t t

n n n n

n n n
n n

T z x d e R e ds d e R ds e ds d

K T K T

K T K T

                 


     

          
       

   
   

  
     

   
  

     







 

   
 

 
 

2 2
20 0

2 22 2 (0, )2 21 1
1 0 1 0

2

2
20

2 2 (0, )2 1
1 0

1 1 1 12 1 2 1 , ( )
6 62 2

1 12 1 , ( ) ,
62

H T

H T

K T K T f t u t
K T K T

K T f t u t
K T

 
    


 

   
      

            
       

   

  
   

       
   

  

 

которое получено непосредственным вычислением. 
Лемма 3. Функция 0( t,x ( t ))  является элементом гильбертова пространства квадратично суммируе-

мых функций H(0, T ). 
Доказательство. Утверждение леммы 3, в силу линейности пространства H(0, T ), следует из лемм 1, 2. 
Равенство (7), с учетом (8)–(10), перепишем в виде 
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которое является нелинейным интегральным уравнением. Это уравнение исследуем согласно методике, 
разработанной проф. А. Керимбековым [2]. Положим: 
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Лемма 4.  Пусть для функций  ( )f t,u t  и  ( )p t,u t  выполнено условие  

 

 
 0

0,

, ( )
sup .

, ( )
u

t T u

p t u t
f t u t




 
  

 

 

Тогда функция q(t) является элементом гильбертова пространства H(0, T ), т. е.  ( ) (0, )q t H T . 
 
Доказательство. Утверждение леммы следует из неравенства 
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Равенство (12), в силу условия [1]  
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однозначно разрешается относительно u(t) (см. теорему о неявно заданной функции [3]), т. е. существует 
функция φ, такая, что  
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или в операторной форме 
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Лемма 5. Оператор 0[ ]G q  отображает пространство H(0, T ) в себя. 
Доказательство. Утверждение леммы 5 следует из леммы 2. 
Лемма 6. Пусть функции f ( t,u( t ))  и ( t,q( t ), )     удовлетворяют условиям Липшица: 
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Тогда при выполнении условия 

 
2

0
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  
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оператор  G q  является сжимающим. 
Доказательство.  
Поскольку  

   
 

           0 0 0 00, 0,0,
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то утверждение леммы 6 следует из неравенства 
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которое доказывается непосредственными вычислениями (см. доказательство леммы 2). 
Теорема. При выполнении условий Лемм 4–6 операторное уравнение (14) имеет единственное реше-

ние в гильбертовом пространстве квадратично суммируемых функций H(0, T ). 
Доказательство. Пусть выполнены условия лемм 4–6. Тогда оператор [ ]G   переводит полное метри-

ческое пространство H(0, T ) в себя, и является сжимающим. Поэтому оператор [ ]G  , согласно известной 



Вестник КРСУ. 2017. Том 17. № 1 75

А.Т. Эрмекбаева 

теореме [3] о принципе сжимающих отображений, имеет единственную неподвижную точку, которая яв-
ляется решением операторного уравнения (14). 

Решение операторного уравнения (14) строится методом последовательных приближений по следу-
ющей схеме: 

   01 1( ) ( ) ( ) ( )n n nq t G q t h t G q t      n = 1,2,3,…, 
и точное решение определяется по формуле 
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Эта оценка позволяет определить номер приближения, обеспечивающего заданную точность ε, т. е. 
номер приближения может быть определен из неравенства  

   0 0 0 0,
( ) ( ) .

1

n

H T
G q t q t 


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Подставляя найденное решение q0(t) в (13), находим оптимальное управление  

   0 0, , ,u t t q t    
 

которое является решением нелинейного интегрального уравнения (11). 
3. Построение решения нелинейной задачи оптимизации. После определения оптимального 

управления, соответствующего оптимальному управлению u0(t) , решение краевой задачи находим по 
формуле (см. [1]): 

         0 0 0

1 0

, , , ,
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где 
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Это решение называется оптимальным процессом.  
После определения оптимального управления и оптимального процесса, минимальное значение 

функционала (1) вычислим по формуле 

       
1

20 0 2 0

0 0

, , .
T

I u t v T x x p t u t dt                

Найденная тройка       0 0 0, , ,u t v t x I u  определяет полное решение задачи нелинейной оптимизации 
(1)–(6). 
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