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Обозначим R+ = [0,). Пусть t – произволь-
ное кардинальное число. Обозначим через R+

t – 
тихоновское произведение t штук копий про-
странств R+ (с естественной топологией). В про-
странстве R+

t естественным образом (покоорди-
натно) определены операции сложения « » 
и умножения на скаляр, а также естественная ча-
стичная упорядоченность « » (по координатам). 

Определение 1. Пусть X – непустое множе-
ство. Отображение rt:XX R+

t  называется  
t–метрикой на X, а пара (X,rt ) – t–метрическим 
пространством, если выполняются следующие 
известные аксиомы: 

1. rt(x,y) =  тогда и только тогда, когда x = 

y, где  – точка пространства R+
t
, все ко-

ординаты которой состоят из нулей; 
2. rt(x,y) = rt(y,x) для всех x,yX; 
3. rt(x,y) rt(x,z)+rt(z,y) для всех x,y,zX. 

Как известно, понятие метрического и полно-
го метрического пространства в 1905 году ввел 
и изучил М. Фреше [1]. 

Пусть {(X,r):A} – произвольное семей-
ство метрических пространств и пусть t =|A|. То-

гда rt(x,y)={r(x,y):A}  является t-метрикой 
на X, где x={x:A}, y={y:A}, x,y X для 
каждого A. 

Отсюда следуют обильные примеры t-метри-
ческих пространств. 

Всякая t-метрика rt на множестве X следую-

щим образом порождает топологию 
tr

T

и равномерностьU
tr

. 

Окрестностями произвольной точки xX 
объявим множества вида  {yX: rt(x,y)O( )}, 
где O( ) – окрестность точки   в пространстве 

R+
t. Они порождают топологию

tr
T на X, причем 

),(
tr

TX будет тихоновским пространством. 

Положим VO() = {(x,y): rt(x,y)O( )}. Тогда 
семейство  

{VO(): O() пробегает фундаментальную си-
стему окрестностей точки  в пространстве R+

t } – 
образует базу (мощности t) некоторой равномер-

ности U
tr

. 

Наиболее общие метрики над топологиче-
скими полуполями рассмотрены в работах, 
например [2] и др. Но они для наших целей не 
пригодны. 
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Обозначим через  – фильтр с базой  в то-
пологическом пространстве (X,T). Говорят, что 
xX называется пределом фильтра 

 
(соответ-

ственно базы  фильтра ), если каждая окрест-
ность точки x есть элемент фильтра . 

В этом случае говорят также фильтр 
 
(соот-

ветственно база   фильтра ) сходится к точке x.  
Пусть  – фильтр в t–метрическом простран-

стве (X,rt ). Фильтр   называется фильтром Ко-
ши в (X,rt), если для любой окрестности ( )O   

точки   в пространстве R+
t найдется A   такой, 

что rt(x,y)O( ) для всех  x,yA. 
Определение 2. Пусть (X,rt) – t–метри-

ческое пространство и 0t. Будем говорить, 
что t–метрическое пространство (X,rt)  называ-
ется  –полным, если всякий фильтр Коши  

с базой  мощностью   сходится в rt
. Если 

=t, то t-метрическое пространство (X,rt) 
называется полным, а если =0, то t – метри-
ческое пространство (X,rt) 

называется секвенциально полным. 
-полное t-метрическое пространство 

(X,rt) называется –пополнением t–метри-
ческого пространства (X,rt), если 1)XX, 
2)[X]=X  и rt=rt |XX. 

Изометричность t-метрических пространств 
определяется по аналогии с изометричностью 
метрических пространств.  

Теорема 1. Всякое t-метрическое простран-
ство (X,rt) имеет единственное с точностью до 
изометрии –пополнение, где 0t. 

Отображение f:(X,rt)(X,rt) называется 
сжимающим, если существует c(0,1), такое, что 
rt(fx,fy) crt(x,y) для всех x,yX. 

Теорема 2. Пусть (X,rt) – секвенциально полное 
t-метрическое пространство, а f:(X,rt)(X,rt) – 
сжимающее отображение. Тогда существует та-
кая единственная точка xX, что fx=x. 

Эта теорема обобщает известную теорему 
С. Банаха [3] о неподвижной точке. 

Замечание 1. Пусть (X,rt) – t-метрическое 

пространство. Если 0t  , то существует 

обычная метрика r на X, порождающая ту же 

топологию
0

T , порожденную 0 – метрикой
0r . 

Топологические и равномерные простран-
ства, топологии и равномерности которых порож-
дены некоторыми t-метриками, называются  
t-метризуемыми. 

В силу замечания 1 0-метризуемые тополо-
гические и равномерные пространства совпадают 
с метризуемыми топологическими пространства-
ми соответственно. 

Теорема 3. Равномерное пространство (X,  
является t-метризуемым тогда и только тогда, 
когда равномерность   имеет вес w(  t. 

Из этой теоремы при t=0 следует известная 
теорема А. Вейля [4] о метризуемости равномер-
ных пространств. 

Из теоремы 3 следует широта класса t-метри-
ческих пространств: топология всякого тихонов-
ского пространства порождается некоторой  
t-метрикой при некотором кардинале t. 

Теорема 4. Тихоновское пространство (X,T) 
является t–метризуемым, тогда и только тогда, 
когда в (X,T) существует измельчающая система  
открытых покрытий, распадающаяся на t штук 
нормальных последовательностей открытых по-
крытий, где t=|A|. 

При t = 0 получим критерий метризуемо-
сти, близкий к теореме П. С. Александрова 
и П. Урысона [5] о метризуемости пространств. 

Определение 3. Топологическое простран-
ство (X,T) называется t-секвенциальным, если 
множество AX замкнуто тогда и только тогда, 
когда со всякой базой фильтра мощности t, со-
стоящей из подмножеств множества A, оно со-
держит все ее пределы. 

При t=0  получим определение секвенци-
альных пространств. 

Теорема 5. t-секвенциальные пространства 
и только они являются образами t–метрических 
пространств при факторных отображениях. 

С учетом замечания 1 при t=0 получим ха-
рактеристику секвенциальных пространств как 
факторных образов метрических пространств, 
полученную С. П. Франклином [6].  

Определение 4. Топологическое простран-
ство (X,T) называется сильно t–перистым (со-
ответственно сильно t-квазиперистым), если 
существует система  открытых покрытий, 
удовлетворяющая следующим условиям: 

1. Для любых покрытий ,  существует 
такое покрытие  , то покрытие   звездно впи-
сано в покрытие . 

2. | |t. 
3. {(x):  – компактно (соответ-

ственно счетно компактно) для любого xX. 
4. Система {(Kx):   является фундамен-

тальной системой окрестностей компакта (соот-
ветственно счетно компакта) 

 
для каждого xX.  
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Если t = 0, то сильно t-перистые простран-
ства совпадают с перистыми паракомпактными 
пространствами, а сильно t-квазиперистые про-
странства совпадают с M–пространствами [7]. 

Теорема 6. Сильно t-перистые (соответ-
ственно t-квазиперистые) пространства, и только 
они отображаются на t-метрические простран-
ства посредством совершенных (соответственно 
квазисовершенных) отображений. 

В работах Б.А. Пасынкова [8] и М.М. Чобана 
[9] введены и исследованы классы почти метризу-
емых топологических групп, а в нашей работе [7] 
введены и изучены классы почти t-метризуемых 
и проективно t-метризуемых топологических 
групп. Некоторые результаты, полученные в клас-
сах почти метризуемых и проективно метризуемых 
групп, перенесены на классы почти t-метризуемых 
и проективно t-метризуемых топологических 
групп соответственно. 

Следующая теорема обобщает классическую 
теорему Биркгофа [10], Какутани [11] о метризу-
емости топологических групп. 

Теорема 7. Топологическая группа G являет-
ся t-метризуемой тогда и только тогда, когда 
выполняется неравенство (G) t. 

Соотношение между метризуемыми и t-метри-
зуемыми группами дает следующую теорему. 

Теорема 8. t-метризуемые группы и только 
они являются пределами проективных спектров 
длиной t, составленных из метризуемых тополо-
гических групп и непрерывных гомоморфизмов. 

Определение 5 ([12]). Пусть V – окрестность 
единицы топологической группы G. Система 
{V:A} окрестностей единицы eG называется 
квазиинвариантной базой относительно окрестно-
сти V, если для каждого  gG существует такой 
индекс A, что g–1V gV. 

Топологическая группа G, в которой у каж-
дой окрестности единицы существует квазиинва-
риантная база мощности t, называется t-уравно-
вешенной. 

Фильтр F на множестве G, в котором пересе-
чение каждого подсемейства мощности t  снова 
является элементом фильтра F, называется  
t-центрированным. Всякий t-центрированный 
фильтр Коши, относительно левой равномерности 
топологической группы G называется t-фильтром 
Коши. Топологическая группа, в которой сходит-
ся каждый t-фильтр Коши, называется t-полной 
топологической группой (в работе [14] такая то-
пологическая группа называется слабо t–полной). 

Теорема 9. Для топологической группы G 
следующие условия эквивалентны: 

1. Топологическая группа G является  
t-уравновешенной и t-полной. 

2. Топологическая группа G является пределом 
проективного спектра S={G ,f

, M}, составлен-
ных из t-метризуемых топологических групп G 

 
и непрерывных гомоморфизмов f

,, M. 
3. Топологическая группа G замкнуто и изо-

морфно вкладывается в произведение {G : 
M} t-метризуемых топологических групп 
G,M. 

Для абелевых топологических групп спра-
ведлива следующая теорема. 

Теорема 10. Для абелевых топологических 
групп следующие условия эквивалентны: 

1. Абелева топологическая группа G является 
t-полной. 

2. Абелева топологическая группа G является 
пределом проективного спектра {G ,

, M}, со-
ставленных из абелевых t–метризуемых групп 
и непрерывных гомоморфизмов  

,, M. 
3. Абелева топологическая группа G замкну-

то и изоморфно вкладывается в произведение 
{G:M} t-метризуемых абелевых топологи-
ческих групп. 

Отталкиваясь от определений почти метризуе-
мых и проективно метризуемых топологических 
групп, в работе [13] мы ввели следующие понятия. 

Определение 6 ([13]). Топологическая груп-
па G называется почти t-метризуемой, если в ней 
существует такое компактное подмножество 
B G, что (B,G)t. 

Определение 7 ([13]). Топологическая груп-
па G называется проективно t-метризуемой, если 
для любой окрестности единицы группы G  суще-
ствует такой компактный нормальный делитель H 
группы G, что (H,G)t. 

Всякая t-метризуемая топологическая группа 
является проективно t-метризуемой, а всякая про-
ективно t-метризуемая топологическая группа 
является почти t-метризуемой. Обратное, вообще 
говоря, неверно. 

Предложение 1. Всякая почти t-метризуемая 
группа является t-полной. 

Обратное, вообще говоря, неверно. 
Теорема 11. Для топологической группы G 

следующие условия эквивалентны: 
1. Топологическая группа G является проек-

тивно t–метризуемой. 
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2. Топологическая группа G является преде-
лом проективного спектра S={G ,f

, M}, со-
ставленных из t–метризуемых топологических 
групп G и открытых и совершенных гомомор-
физмов f

,, M. 
При t = 0 следует теорема М.М. Чобана [9]. 
Предложение 2. Для фактор-пространства 

G/H топологической группы G по подгруппе H 
следующие требования равносильны: 

а) быть t-метризуемым; б) обладать характе-
ром t. 

При t = 0 следует предложение 1 из [8]. 
Теорема 12. Следующие условия эквивалентны: 
1. Топологическая группа G является почти 

t-метризуемой. 
2. Топологическая группа G обладает ком-

пактной подгруппой H с характером (H,G)t, 
фактор-пространство G/H по которой t-метри-
зуемо, а естественное отображение f:GG/H 
открыто и совершенно. 

3. Топологическая группа G в любой окрест-
ности своей единицы содержит компактные 
подмножества H с характером (H,G)t, фак-
тор-пространства G/H по которым метризуе-
мы, а естественные отображения f:GG/H 
открыты и совершенны. 

4. Топологическая группа G является преде-
лом проективного спектра S={G ,f

, M}, со-
ставленных из t-метризуемых пространств 
G=G/H и открытых и совершенных проекций 
f
,, M. 

5. Топологическая группа G является равно-
мерно t–перистой относительно левой равномер-
ности ([9]). 

При t = 0 отсюда следует теорема 1 
Б.А.  Пасынкова [8]. 
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