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§1. Однородные дифференциальные уравнения второго порядка 

с переменными коэффициентами 

 

Линейное однородное уравнение второго порядка с переменными 

коэффициентами  записывается в виде  

 
где a1(x) и a2(x) являются непрерывными функциями на отрезке [a,b].  

 

Линейная независимость функций. Определитель Вронского  

Функции  y1(x), y2(x), ..., yn(x) называются  линейно зависимыми  на 

отрезке [a,b], если существуют постоянные  α1, α2, ..., αn,  одновременное не 

равные нулю, такие, что для всех значений x из этого отрезка справедливо 

тождество  

 
Если же это тождество выполняется лишь при α1 = α1 = ... = αn = 0, то 

указанные функции  y1(x), y2(x), ..., yn(x) называются  линейно независимыми на 

отрезке  [a,b].  

Для случая двух функций критерий линейной независимости можно 

записать в более простом виде: Функции y1(x), y2(x)  будут линейно 

независимыми на отрезке [a,b], если их отношение на данном отрезке 

тождественно не равно постоянной:  

 

В противном случае, при , эти функции будут  линейно 

зависимыми.  

Пусть n функций y1(x), y2(x), ..., yn(x) имеют производные  (n − 1) порядка. 

Определитель  

 
Называется  определителем Вронского или вронскианом для указанной 

системы функций. 

Теорема. Если система функций  y1(x), y2(x), ..., yn(x) линейна зависима на 

отрезке [a,b], то ее определитель Вронского тождественно равен нулю на этом 

отрезке. 

Отсюда следует, что если определитель отличен от нуля хотя бы в одной 

точке отрезка [a,b], то функции y1(x), y2(x), ..., yn(x) будут линейно 

независимыми. Это свойство определителя Вронского позволяет выяснить, 

являются ли найденные решения однородного дифференциального уравнения 

линейно независимыми.  
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Фундаментальная система  решений 

Совокупность двух линейно независимых частных решений линейного 

однородного дифференциального уравнения второго порядка образует его 

фундаментальную систему решений.  

Если y1(x), y2(x) − фундаментальная система решений, то общее решение 

уравнения второго порядка представляется в виде  

 
где C1, C2 − произвольные постоянные. 

Заметим, что по заданной фундаментальной системе решений y1(x), y2(x) 

можно построить соответствующее однородное дифференциальное уравнение. 

Для случая второго порядка такое уравнение выражается через определитель в 

виде:  

 
 

 

§2. Однородные дифференциальные уравнения второго порядка  

с постоянными коэффициентами 
 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида  

 
где p, q − постоянные коэффициенты.  

Для каждого такого дифференциального уравнения можно записать так 

называемое характеристическое уравнение:  

 
Общее решение однородного дифференциального уравнения зависит от 

корней характеристического уравнения, которое в данном случае будет 

являться квадратным уравнением. Возможны следующие случаи:  

1. Дискриминант характеристического квадратного уравнения 

положителен: D > 0. Тогда корни характеристического уравнения k1 и k2 

действительны и различны. В этом случае общее решение описывается 

функцией  

 
где C1 и C2 − произвольные действительные числа.  

2. Дискриминант характеристического квадратного уравнения равен 

нулю: D = 0. Тогда корни действительны и равны. В этом случае говорят, что 

существует один корень k1 второго порядка. Общее решение однородного 

дифференциального уравнения имеет вид:  

 
3. Дискриминант характеристического квадратного уравнения 

отрицателен: D < 0. Такое уравнение имеет комплексно-сопряженные корни k1 

= α + βi, k1 = α − βi. Общее решение записывается в виде  
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Рассмотренные три случая удобно представить в виде таблицы: 

 
 

Пример 1 

Решить дифференциальное уравнение  y'' − 6y' + 5y = 0.  

 

Решение.  

Запишем сначала соответствующее характеристическое уравнение:  

 
Корни данного уравнения равны k1 = 1, k2 = 5. Поскольку корни 

действительны и различны, общее решение будет иметь вид:  

 
где C1 и C2 − произвольные постоянные. 

    

Пример 2 

Найти общее решение дифференциального уравнения  y'' − 6y' + 9y = 0.  

 

Решение.  

Вычислим корни характеристического уравнения:  

 
Как видно, характеристическое уравнение имеет один корень второго 

порядка: k1 = 3. Поэтому общее решение дифференциального уравнения 

определяется формулой  

 
где C1, C2 − произвольные действительные числа. 

 

Пример 3 

Решить дифференциальное уравнение  y'' − 4y' + 5y = 0.  

 

Решение.  

Сначала запишем соответствующее характеристическое уравнение и 

определим его корни:  
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Таким образом, характеристическое уравнение имеет пару комплексно-

сопряженных корней: k1 = 2 + i, k2 = 2 − i. В этом случае общее решение 

выражается формулой  

 
где C1, C2 − произвольные постоянные. 

 

Пример 4 

Решить уравнение  y'' + 25y = 0.  

 

Решение.  

Характеристическое уравнение имеет вид:  

 
Корни этого уравнения являются чисто мнимыми:  

 
Тогда ответ записывается в следующем виде:  

 
где C1, C2 − постоянные интегрирования. 

 

§4. Неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с 

постоянными коэффициентами 

 

Структура общего решения  

Линейное неоднородное уравнение данного типа имеет вид:  

 
где p, q − постоянные числа (которые могут быть как действительными, 

так и комплексными). Для каждого такого уравнения можно записать 

соответствующее однородное уравнение:  

 
Теорема: Общее решение неоднородного уравнения является суммой 

общего решения y0(x) соответствуюшего однородного уравнения и частного 

решения y1(x) неоднородного уравнения:  

 
Ниже мы рассмотрим два способа решения неоднородных 

дифференциальных уравнений.  

 

Метод вариации постоянных 

Если общее решение y0 ассоциированного однородного уравнения 

известно, то общее решение неоднородного уравнения можно найти, используя 

метод вариации постоянных.  

Пусть общее решение однородного дифференциального уравнения 

второго порядка имеет вид:  
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Вместо постоянных C1 и C2 будем рассматривать вспомогательные 

функции C1(x) и C2(x). Будем искать эти функции такими, чтобы решение  

 
удовлетворяло неоднородному уравнению с правой частью f(x).  

Неизвестные функции C1(x) и C2(x) определяются из системы двух 

уравнений:  

 
 

Метод неопределенных коэффициентов 

Правая часть f(x) неоднородного дифференциального уравнения часто 

представляет собой многочлен, экспоненциальную или тригонометрическую 

функцию, или некоторую комбинацию указанных функций. В этом случае 

решение удобнее искать с помощью метода неопределенных коэффициентов. 

Подчеркнем, что данный метод работает лишь для ограниченного класса 

функций в правой части, таких как  

1.  

2.  
где Pn(x) и Qm(x) − многочлены степени n и m, соответственно.  

В обоих случаях выбор частного решения должен соответствовать 

структуре правой части неоднородного дифференциального уравнения.  

В случае 1, если число α в экспоненциальной функции совпадает с 

корнем характеристического уравнения, то частное решение будет содержать 

дополнительный множитель x
s
, где s − кратность корня α в характеристическом 

уравнении. 

В случае 2, если число α + βi совпадает с корнем характеристического 

уравнения, то выражение для частного решения будет содержать 

дополнительный множитель x.  

Неизвестные коэффициенты можно определить подстановкой найденного 

выражения для частного решения в исходное неоднородное дифференциальное 

уравнение.  

 

Принцип суперпозиции 

Если правая часть неоднородного уравнения представляет собой сумму 

нескольких функций вида то частное решение дифференциального уравнения 

 
также будет являться суммой частных решений, построенных отдельно для 

каждого слагаемого в правой части. 

 

Пример 1 
Решить дифференциальное уравнение  y'' + y = sin(2x).  
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Решение.  

Сначала мы решим соответствующее однородное уравнение  y'' + y = 0. В 

данном случае корни характеристического уравнения являтся чисто мнимыми:  

 
Следовательно, общее решение однородного уравнения определяется 

выражением  

 
Вернемся снова к неоднородному уравнению. Будем искать его решение в 

виде  

 
используя метод вариации постоянных.  

Функции C1(x) и C2(x) можно найти из следующей системы уравнений:  

 
Тогда  

 
Выразим производную C1' (x) из первого уравнения:  

 
Подставляя во второе уравнение, находим производную C2' (x):  

 
Отсюда следует, что  

 
Интегрируя выражения для производных C1' (x) и C2' (x), получаем:  

 
где A1, A2 − постоянные интегрирования. 
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Теперь подставим найденные функции C1(x) и C2(x) в формулу для y1(x) и 

запишем общее решение неоднородного уравнения:  

 
 

Пример 2  
Найти общее решение уравнения  y'' + y' −6y = 36x.  

 

Решение.  

Воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. Правая часть 

заданного уравнения представляет собой линейную функцию  f(x) = ax + b. 

Поэтому будем искать частное решение в виде  

 
Производные равны:  

 
Подставляя это в дифференциальное уравнение, получаем:  

 
Последнее уравнение является тождеством, то есть справедливо для всех 

x, поэтому приравняем коэффициенты при слагаемых с одинаковыми 

степенями x в левой и правой части:  

 
Из полученной системы находим: A = −6, B = −1. В результате, частное 

решение записывается в виде  

 
Теперь найдем общее решение однородного дифференциального 

уравнения. Вычислим корни вспомогательного характеристического уравнения:  

 
Следовательно, общее решение соответствующего однородного 

уравнения имеет вид:  

 
Итак, общее решение исходного неоднородного уравнения выражается 

формулой  
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Пример 3 

Решить дифференциальное уравнение  y'' − 5y' + 4y = exp(4x).  

 

Решение.  

Сначала решим соответствующее однородное уравнение  y'' − 5y' + 4y = 0. 

Корни характеристического уравнения равны:  

 
Следовательно, общее решение однородного уравнения записывается как  

 
где C1, C2 − постоянные числа.  

Найдем теперь частное решение неоднородного дифференциального 

уравнения. Заметим, что показатель экспоненциальной функции в правой части 

совпадает с корнем k1 = 4 характеристического уравнения. Поэтому будем 

искать частное решение в виде  

 
Производные равны:  

 
Подставляя функцию y1 и ее производные в дифференциальное 

уравнение, получаем:  

 
Таким образом, частное решение имеет вид:  

 
Теперь можно записать полное решение неоднородного уравнения:  

 
Пример 4 
Найти общее решение уравнения  y'' + 9y = 2x

2
 − 5.  

 

Решение.  

Сначала определим общее решение соответствующего однородного 

уравнения. Вычислим корни характеристического уравнения:  

 
Следовательно, решение однородного уравнения записывается в виде:  
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Построим теперь частное решение. Правая часть в заданном уравнении 

является квадратичной функцией. Поэтому попробуем найти частное решение в 

аналогичной форме:  

 
где числа A, B, C можно определить методом неопределенных 

коэффициентов. В результате получаем:  

 
Подставляем это в исходное неоднородное дифференциальное уравнение:  

 
Приравнивая коэффициенты при членах с одинаковыми степенями x, 

находим:  

 
Таким образом, частное решение определяется 

формулой          

Тогда общее решение исходного неоднородного дифференциального 

уравнения выражается в виде:  

 
    

Пример 5 
Решить дифференциальное уравнение  y'' + 16y = 2cos

2
x.  

 

Решение.  

Прежде всего, решим соответствующее однородное уравнение. 

Характеристическое уравнение имеет корни:  

 
так что общее решение однородного уравнения записывается в виде:  

 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Представим 

правую часть как  

 
Отсюда следует, что частное решение определяется функцией  

 
где числа A, B и C можно вычислить, используя метод неопределенных 

коэффициентов. Первая и вторая производные функции y1 равны:  
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Подставляя это в дифференциальное уравнение, находим:  

 
Последнее выражение является тождеством. Поэтому можно записать 

следующую систему уравнений для определения коэффициентов A, B, C:  

 
Следовательно, частное решение имеет вид:  

 
Соответственно, общее решение неоднородного уравнения записывается 

как  

 
 

Задания для самостоятельной работы 
Задание 1: Проинтегрировать дифференциальные уравнения, 

допускающие понижение порядка. 

1. 
 

2

2

x

y
y


 ;                                            Ответ:    2

111

1
ln

11
C

C
x

C
x

C
y 














  

2. 13 yy ;                                               Ответ:    xCCyC  21

2

1 212  

3. yyy  2 ;             Ответ:    21

1

CxC
C

y
arctg   

4.   12
2
 yyyx ;                                   Ответ:     2

3

1

1

1
3

2
CxC

C
y   

5.   02
2

 yyy ;                                     Ответ:   21
3

2
CxCyy   

6. xxy cos ;                                        Ответ:   21

3

cos
6

CxCx
x

y   

7.   065
2

 yy ;                                  Ответ:   
 

2

3

1

125

6
C

xC
y 


  

8.   01)(1 22  yyx ;                           Ответ:     

21 CxdxeCy arctgx  

9. 
x

y
yyx


 ln ;                                         Ответ:   



1

11

C

xe
y

xC

22

1

11

C
C

xe
xC



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10. 
22 1

2

1 x
y

x

x
y





 ;                           Ответ:   2

2

1 arcsinarcsin CxxCy   

11.   12
2
 yyyx ;                                  Ответ:     2

3

1

1

1
3

2
CxC

C
y   

12.  21 yyy  ;                                      Ответ:    xCCyCyC  21

22

11 1ln  

13.   
2

1 y yy  ;                                     Ответ:    xCCCyyC  21

2

1

2

1 1ln  

14.     0232
2
 yyy ;                          Ответ:  )(232ln 21 CxCy   

15. 0)( 2  yyy ;                                     Ответ:  21 CxC
ey


  

16. 22 )(1 yya  ;                                    Ответ:  
212

2 )
1

cos(ln CCx
a

ay   

17. yyyyy ln)( 22  ;                             Ответ:   xCCyy  21

2 2lnlnln  

18. 0))(ln1()ln1( 2  yyyyy ;              Ответ:   2
11)1( Ceexy
CxCx


  

19. yyyy  2)()1( ;                             Ответ:  )(1ln 2111 CxCCyC   

20. yyy 

2

1

;                                          Ответ:  21
1 2ln
2

CxCy
C

y   

21. yyy 23  ;                                      Ответ:  21 2ln CxyC   

22. 0)1(  yxy ;                                  Ответ:  2

2

1 )1(5,0 CxCy   

23. 2)(yyy  ;                                          Ответ:  21ln CxCy   

24. yyyyy  22)( ;                                Ответ:  )(ln 21

1

CxC
Cy

y



 

25. 
x

y
4

1
4  ;                                         Ответ:  21

8
CxC

x
y   

26. 13 yy ;                                             Ответ:   2

2

1

1

12
2

1
CxyC

C
  

27. 23 yy ;                                           Ответ:  2
2

3

1 )
3

4
2(5,0 CxCy   

28. 
y

x

x

y
y







2

)( ;                                    Ответ:  
 

  2

3

1
1

5

1
)

35
(22 CCx

CCx
y 


  

29. xey  1 ;                                          Ответ:   21

25,0 CxCexy x   

30. 09  yy ;                                         Ответ:   xx eCeCy 3

2

3

1    

 

Задание 2: Найти частные решения линейных неоднородных 

дифференциальных уравнений при указанных начальных условиях. 

Использовать метод Лагранжа ( метод вариации произвольных постоянных). 

1. 
x

yy





cos

2
2  ; 0)0(,3)0(  yy          

     Ответ: xxxxxy  sincoslncoscos3    

2. 
x

x

e

e
yy

3

3

1

9
3


 ; )2ln1(3)0(,4ln)0(  yy   



14 

Ответ: xxxxx eexeeey 33333 1ln31ln16ln1   

3. xctgyy 284  ; 4)
4
(,5)

4
( 


yy                            

Ответ: tgxxxxy ln2sin22sin52cos   

4. 
xe

yyy
21

4
86


 ;  2ln6)0(,2ln21)0(  yy     

     Ответ: xxxxxxx eeeeeeey 3242224 1ln1ln    

5. 
x

x

e

e
yyy

3

3

1

9
189


 ;  0)0()0(  yy                      

     Ответ:    xxxx exeeey 3336 1ln32ln1ln2ln    

6. 
x

yy





sin

2
2  ;  

2
)
2

1
(,1)

2

1
(

2
 yy                         

     Ответ: )sinln1(sincos xxxxy    

7. 




 x
yy

cos

11

2
2

 ;  0)0(,2)0(  yy                      

     Ответ:


xxxx
y sin2coslncos 








  

8. 
x

x

e

e
yy

3

3

3

9
3






 ;  )14ln3(3)0(,4ln4)0(  yy        

     Ответ:  xx eey 33 313ln    

9. ctgxyy 4 ;  4)
2
(,4)

2
( 


yy                               

     Ответ:
2

lnsin4cos4sin4
x

tgxxxy   

10.  
xe

yyy
22

4
86


 ;  3ln10)0(,3ln31)0(  yy  

Ответ:    3ln33ln222ln 24442  xxxxx eeeeey  

11. 
x

x

e

e
yyy

2

2

2

4
86






;  3ln5)0(,3ln
2

3
)0(  yy  

 Ответ: 







  xxxx exeeey 2224 2ln

2

1
2ln  

12. 
x

yy
3sin

9
9  ; 

2

3
)
6
(;4)

6
(


 yy  

      Ответ:  xxxxy 3sinln43sin3cos3   

13.
x

yy
3cos

9
9  ;  0)0(;1)0(  yy  

Ответ:   xxxxy 3sin33cosln13cos   

14. 
x

x

e

e
yy







2

;  19ln)0(;27ln)0(  yy  

Ответ:  xx eey 212ln    
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15. xctgyy 244  ; 2)
4
(;3)

4
( 


yy  

     Ответ:   tgxxy ln32sin   

16. 
xe

yyy



3

1
23 ;  2ln14)0(;2ln81)0(  yy  

     Ответ:   133ln   xxxx eeeey  

17. 
x

x

e

e
yyy

2

2

1

4
86


 ;  2ln6)0(;2ln2)0(  yy  

    Ответ:    xxxx eeexey 2422 1ln1ln2    

18.  
x

yy
4sin

16
16  ;  


2)

8
(;

4

3
)
8
(  yy  

    Ответ:  xxxxy 4sin)
4

3
4sin(ln4cos4   

19.  
x

yy
4cos

16
16  ;  3)0( y ; 0)0( y  

    Ответ:    xxxxy 4sin44cosln34cos   

20. ;
1

4
2

2

2

x

x

e

e
yy






   24ln)0(;4ln)0(  yy  

    Ответ:  )1(1ln 22 xx eey    

21. ;
24

1

4

1 x
ctgyy    

2

1
)(;2)(   yy  

    Ответ:  )
4

ln2(
2

sin
x

tg
x

y   

22. ;
2

1
23

xe
yyy


   3ln5)0(;3ln31)0(  yy  

    Ответ:   xxxx eeeey   2ln22ln1  

23. ;
2

23
x

x

e

e
yyy






  0)0()0(  yy  

    Ответ:   xxxx eee
x

ey 







  2ln13ln2ln

2

1

2
13ln

2

1 2  

24. ;
2sin

4
4

x
yy    


 )

4
(;2)

4
( yy  

    Ответ:   xxxxy 2sinln22sin2cos2   

25. ;
2cos

4
4

x
yy    0)0(;2)0(  yy  

    Ответ:  xxxxy 2sin2)2cosln2(2cos   

26. ;
2 x

x

e

e
yy


   9ln1)0(;27ln)0(  yy  

    Ответ:  xxx eeey   2ln22ln1  

27.  ;2ctgxyy    2)
2
(;1)

2
( 


yy  
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    Ответ:  







 x

x
tgxxy cos2
2

ln21sin2sin  

28.  ;
1

1
23

xe
yyy


   2ln3)0(;2ln21)0(  yy  

    Ответ:   11ln)1ln3( 2   xxxxx eeeeey  

29. ;
1

23
x

x

e

e
yyy


   2ln3)0(;2ln2)0(  yy  

    Ответ:    xxxx eexeey  1ln1ln2ln2 2  

30. ;
sin

1

x
yy    

2
)
2
(;1)

2
(


 yy  

   Ответ:   xxxy sinln1sincos   

Задание 3: Решить линейные неоднородные дифференциальные уравнения с 

постоянными коэффициентами и специальной правой частью (найти общее 

решение).  

1.  ;1 yy            Ответ:  xeCCy x  

21  

2.  ;96 xeyyy                   Ответ:    xx eCxCey 25,021

3   

3.  ;2sin9 xxyy        Ответ:  xx
x

xCxCy 2cos
25

4
2sin

5
3sin3cos 21   

4.  ;2 xxyy                              Ответ:  2sincos 2

21  xxxCxCy  

5.  ;844 2xeyyy                      Ответ:   21

22 4 CxCxey x    

6.  ;88 xyy                                 Ответ:  
8

5,0 28

21

x
xeCCy x    

7.  ;934 3xeyyy         Ответ:  xxx eeCeCy 33

21
24

9
   

8.  ;cos xyy             Ответ:  xeCeCy xx cos5,021    

9.  xeyy x sin ;                Ответ:   xxeCeCy xx cossin5,021   

10. ;2 3xyyy         Ответ:  24186)( 23

21  xxxCxCey x  

11.  ;5sin35cos2 xxyy       Ответ:  xxxCxCy 5sin
8

1
5cos

12

1
sincos 21   

12.  ;sin xyyy                       Ответ:  xxCxCey

x

cos
2

3
sin

2

3
cos 21

2 

















 

13.  ;33 3xxeyy                         Ответ:  







 

3

1

2

33

21

x
xeeCCy xx  

14.  322 xyyy  ;        Ответ:    24186 23

21   xxxCxCey x  

15.  ;2sin844 xyyy         Ответ:    xCxCey x 2cos21

2    

16.  ;5025 5xeyy        Ответ:  xexCxCy 5

21 5sin5cos   

17.  ;2 42 xexyyy        Ответ:  







 

324

1

1818

2
42

21

xx
eeCeCy xxx  

18.  ;6cos126sin2416 xxyy       Ответ:  

xxxCxCy 6cos
5

3
6sin

5

6
4sin4cos 21   



17 

19.  ;996 3xxeyyy        Ответ:    







 

12

1

4

3

21

3 x
eCxCey xx  

20.  ;52 2 xxyyy        Ответ:  
125

12

255
4sin4cos

2

21 
xx

xCxCy  

21.  ;7cos497 xyy       Ответ:   xxeCCy x 7sin7cos
98

17

21   

22.  ;20100 10xeyy                     Ответ:  
45

10
100

21

x
x e

eCCy   

23.  ;196  yyy      Ответ:   
9

1
21

3   CxCey x  

24.  ;44  yy       Ответ:  xeCCy

x

44
21   

25.  ;5cos4 xxyy       Ответ:      xxxxeCCy x sin42cos2221    

26.  ;54 2xeyyy       Ответ:   1sincos 21

2  xCxCey x  

27.  ;1636 2  xyy      Ответ:  
324

107

216

1

18

1 2336

21  xxeCCy x  

28.  ;9cos39sin981 xxyy      Ответ:  xxeCeCy xx 9cos
54

1
9sin

18

19

2

9

1    

29.  ;1449 7xeyy       Ответ:  
21

7
49

21

x
x e

eCCy   

30.  ;22 xyyy       Ответ:  5,02

21   xeCeCy xx  
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