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Функциянын предели 

 

Ѳзгѳрүлмѳ чоңдуктун предели – учурдагы математиканын айрым бир 

ѳзгѳчѳ түшүнүгү, анда кѳптѳгѳн башка фундаменталдуу түшүнүктѳр 

(функциянын үзгүлтүксүздүгү, туунду, интервал, катарлардын суммасы ж.б.) 

негизделген. 

  

Аныктама 1. а  турактуу саны ѳзгѳрүлмѳ чоңдук х  тин предели деп 

аталат, эгерде мурунтадан берилген ар кандай кичине  оң саны үчүн 

ѳзгѳрүлмѳ х тин баардык кийинки маанилери  

 ах  

барабарсыздыгын канаатандырса.  

 Эгерде а  саны ѳзгѳрүлмѳ чоңдук х  тин предели болот, анда х  предели 

а  га умтулат жана тѳмѳнкүчѳ жазылат:  

аxжеах  lim)1  

Аныктама 2.  Ѳзгѳрүлмѳ х  чексизге умтулат, эгерде х  тин ар бир алдын 

ала берилген  М оң саны үчүн, ага берилген маанисинен баштап, баардык 

кийинки маанилери үчүн Mх   болгон барабарсыздык аткарылса. 

 Эгерде өзгөрүлмөлүү х чексиздикке карай умтулса, анда ал төмөнкүчө 

жазылат:  
 xилих lim  

 х  өзгөрүлмө чоңдугу өзүнүн пределине ар түрдүү ыкмалар менен 

умтулат: 

1. өзүнүнүн пределинен кичине боюнча калуу (символикалык түрдө 

0ах ); 

2. өзүнүнүн пределинен чоң боюнча калуу (символикалык түрдө 
0ах ); 

3. оң маанини кабыл алуу менен гана ( х ); 

4. терс маанини кабыл алуу менен гана ( х ); 

 

Ошентип, мындан ары көз карандысыз өзгөрүлмө чоңдук х  тин 

тартибине мүнөздүү пределдүү процесстери деп аталчу төмөнкү абалдарды 

бөлүп карайбыз: 

ах , 0ах , 0ах , х , х , х  

 Жогоруда белгиленген пределдүү процесстердин у = f( х ), айрым 

функциялардын тартибин карап жатып, кѳз карандысыз чоңдук үчүн окшош 

учурларды карап жатып, б.а. у чектүү ( ву ) же болбосо ( у ) умтулат. 

 у = f( х ) функциясынын айрым ах   чекитинин айланасында; ах   

чекитинин ѳзүндѳ функция болорун жана аныкталбасын карайбыз.  

---------------- 
1)

    эркин мүнөздө х     санына умтулганда ( ахжеах   болушу мүмкүн). 
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Аныктама 3.     в  саны у = f( х ) функциясынын х а чекитине (же а  

чекитинде) умтулгандагы предели деп аталат, эгерде каалагандай мурдатан 

берилген   оң саны жашаса, анда   оң саны бардык х  үчүн (1) шарты 

канаатандырылса 

                             

                                                ах0                                                 (1) 

  анда (2) барабарсыздыгы аткарылат  

                                                  вxf )( .                                            (2) 

  

Бул учурда тѳмѳнкүчѳ жазылат:  
болсоахвxfболбосожевxf

x



)()(lim  

  

Аныктама 4.  в  саны у = f( х ) функциясынын х чексизге умтулгандагы 

предели деп аталат, эгерде каалагандай 0  оң саны үчүн бардык х  тин 

маанилеринде N оң санын кѳрсѳтүүгѳ мүмкүн болсо, Nх   шарты 

канаатандырылса,  вxf )(  барабарсыздыгы аткарылат. 

  

 Эгерде х болгон f( х ) функциясынын предели в  болсо, анда 

тѳмѳнкүчѳ жазылат: 
болгондохвxfболбосожевxf

x



)()(lim  

Ошондой эле предел сол жагынан болсо      1

)(
0

)0()(lim ваfxf

аx
аx






 

                           

жана предел оң жагынан болсо                      2

)(
0

)0()(lim вxfxf

аx
аx






 

Эгерде бир жактуу пределдери барабар экендигин белгилесек,  

вxfxf
аxаx




)(lim)(lim
00

 

анда в  предели ах   чекитинде жашайт жана бир жактуу пределдери барабар 
                                    вxf

аx



)(lim  

 Эгерде бир жактуу пределдер ар түрдүү болушса  

вxfxf
аxаx




)(lim)(lim
00

т.е. 21 вв   

же болбосо, жок дегенде алардын бирѳѳсү жашабаса анда ах   чекитинде 

функциянын предели болбойт. 

 Качан гана, пределдик процесс маанилүү болбойт деген айрым 

бекемдѳѳлѳр болгондо, же болбосо бекемдѳѳлѳр ар кандай процесстерге 

салыштырмалуу туура болсо, анда тѳмѳнкүчѳ жазылат  )(lim xf . 

Бул киргизилген  аныктамалар пределдерди табуунун эрежелерин бербей 

тургандыгын эске тутуу керек. Алардын жардамы менен конкреттүү сан 
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берилген функциянын предели болотургандыгын гана текшерүүгө жана 

ошондой эле ар түрдүү теоретикалык бекемдөөлөрдү далилдөөгө болот.  

Пределдерди табуу үчүн пределдердин касиеттерин колдонуу менен, 

арифметикалык амалдарга пределдик ѳтүү эрежелери болгон пределдердин 

касиеттерин колдонуу менен пределдерди табууну колдонушат. 

      constCCC  ,lim                                           (3) 

                   )(lim)(lim xfCxCf
аxаx 

                                             (4) 

жашасаxxf
аxаx

)(lim,)(lim 


,  анда 

        )(lim)(lim)()(lim xxfxxf
аxаxаx



                                (5) 

  )(lim)(lim)()(lim xxfxxf
аxаxаx



                                    (6) 

 

                  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

x

xf

x

xf

аx

аx

аx 





 ,     эгерде  0)(lim 


x

аx
             (7) 

                   ax

x

аx

x

аx
xfxf 




)(lim)(
)(lim)(lim

                                   (8)   

  

              аx

x
x

аx
вв 



)(lim
)(lim


                                        (9) 

               
к

аx

к

аx
xfxf









)(lim)(lim                                (10) 

                  )(lim)(
)(limlog)(loglim

x

аx
в

x

в
аx

аxxfxf





                          (11) 

                

(эгерде  0)(lim 


Axf
аx

) 

 Ошондой эле биринчи сонун предел жана анын ар түрүн колдонобуз: 

1lim
0


 x

Sinx

x
      (121),      1lim

0


 Sinx

x

x
        (122) 

1lim
0


 x

tgx

x
         (123), 1lim

0


 x

arcSinx

x
       (124),  1lim

0


 x

arctgx

x
   (125)    жана  

экинчи сонун предел жана анын ар түрүн: 

e
x

x

x













1
1lim   (131),     ex x

x




/1

0
1lim     (132)          е =  2,71828… 

1
1

lim
0




 х

ех

x
    (133),       1

)1ln(
lim

0




 х

x

x
  (134). 

 х  санынын логарифмасы е негизи боюнча натуралдык логарифма деп 

атайбыз жана тѳмѳнкүчѳ белгилейбиз ln х (ln1 = 0, lne = 1). 

 Бардык функциялардын ичинен, кайсы функция нѳлгѳ умтулса, ошол 

функция кызыгууну жаратат. 
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Аныктама 5.  Эгерде 0)(lim x  болсо, анда функция )(х   чексиз 

кичине (ч/к) функция деп аталат     

 Мисалы, функция 2)2()(  хх  2х  умтулганда чексиз кичине 

функция болсо, анда 0)2(lim)(lim 2

22



xx

xx
 . 

 Функциянын предели жөнүндөгү түшүнүктөрү эске алып, чексиз кичине 
1)

 деген аныктаманы төмөнкүчө айтсак болот. 

 

Аныктама 6. Функция )(х   функциясычексиз кичине деп аталат, 

эгерде ах умтулуп, 0 , бардык х үчүн 0  саны табылып, 

 ах шарты канаатандырылса, анда  )(x  орун алат. 

 Ч/к функциясы төмөнкү касиеттерге ээ: 

1. Чексиз кичине чектелген сандардын алгебралык суммасы ч/к. 

2. Чексиз кичиненин чектелген функцияга болгон көбөйтүндүсү ч/к 

болот. 

3. Эки чексиз кичине көбөйтүндүсү чексиз кичине 

4. Чексиз кичине турактуу санга көбөйтүндүсү чексиз кичине болот 

 

Аныктама  7. )(х  функциясы чексиз чоңдук (ч/ч) деп аталат, эгерде  кээ 

бир учурда )2)(lim x  болсо 

------------ 

1)“Чексиз кичине” деген терминди жалгыз бир мааниге ээ болгон өтө 

кичинекей сан деп түшүндүрүүгө мүмкүн эмес.чексиз кичине чоңдук өзгөрмө 

чоңдук, ал пределдөө процесинде 0  оң саны карчылык кичинекей болсо, да 

модулу боюнча Ɛ  санынан кичине боло алат. Башкача айтканда эч кандай 

нөлдөн айырмаланган эң кичинекей санды чексиз кичине чоңдук деп кабыл 

алууга болбойт. 

 

2)Студенттер чексизди предел деп түшүнүшпөсү керек башкача 

айтканда предел бул сан, ал эми чексиздик сан эмес: чексиз чоң жана чексиз 

кичине деген түшүнүктөр- бул болгону чоңдуктар.   

 

Аныктама 8. )(х  функциясы ч/ч  деп аталат, эгерде каалагандай 0N  

бардык x   тин маанисинде 0  саны табылып,  ах шарты 

канаатандырылса, анда  Nx )(  барабарсыздыгы аткарылат. 

 Бул учурда төмөнкүчө жазылат: 




)(lim x
ах
   же болбсо )(х  ах  
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Мисалы, xxf alog)(   функциясы 0x  умтулганда чексиз чоң функция 

болот. Эгерде )(xf  функциясы чексизге умтулганда ax  умтулгандагы 

учурун оң жана терс маанилерин төмөнкүчө жазылат:       




)(lim,)(lim xfxf
аxаx

 

  

Эгерде )(xf функциясы чексизге умтулганда x  ге умтулган учуру 

төмөнкүчө жазылат: 




)(lim xf
x

. 

 

 Чексиз чоң функция төмөнкү касиеттерге ээ: 

 

1. Эгерде )(х  функциясы чектелген пределге ээ болсо, ал эми )(х  ч/ч 

функция болсо, анда алардын суммасы дагы ч/ч функция болот. 

2. Эки ч/ч функциялардын суммасы жана көбөйтүндүсү дагы ч/ч 

функция болушат. 

 

Теорема 1. а) Эгерде )(х  айрым процесстерде ч/ч функция болсо, анда  

)(

1

х
 чексиз кичине. 

  б) Эгерде )(х  ч/к болсо,  анда 
)(

1

х
 функциясы ч/ч. 

 

Төмөнкү мисалдарды карайлы: 

 Мисал  1. Тапкыла )432(lim 2

1



xx

x
. 

Чыгаруу. (3), (4), (5) формулаларын колдонуп, төмөнкүлөрду алабыз: 

         3413124limlim3lim2)432(lim 2

11

2

1

2

1


 xxxx
ххxx  

 

 Мисал 2. Тапкыла Sinxх

x
2

lim




. 

------------- 

 Чыгаруу. 
222

limlimlim

22

)6(

2

)1








SinSinxxSinxх

xxx

. 

 

 Мисал 3. Тапкыла 
73

92
lim

2

2

1 



 хх

xx

x
. 

 Чыгаруу. (7) формуланы колдонордун алдында бөлчөктүн бөлүмү 1х  
болгондо нөлгө барабар эместигин текшеребиз.  
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Текшерүү: (-1)
2
+3(-1)+7=5  0; 

 

2
5

10

7)1(3)1(

9)1()1(2

7limlim3lim

9limlimlim2

)73(lim

)92(lim

73

92
lim

2

2

11

2

1

11

2

1
)5()3(

2

1

2

1
)7(

2

2

1
































xxx

xxx

x

x

x хх

хх

хх

xx

хх

xx

 

 

Мисал 4. Тапкыла 
3

2
lim
2 



 х

x

x
.  

Чыгаруу. 0
5

0

3limlim

2limlim

)3(lim

)2(lim

3

2
lim

22

22
)5(),3(

2

2
)7(

2

























xx

xx

x

x

x х

х

х

х

х

x
 

Мисал 5. Тапкыла 
6

12
lim

22 



 хх

x

x
. 

Чыгаруу.  Пределдин алымы 2х  умтулган учурда: 5)12(lim
2




x
x

 

Пределдин бөлүмү: 0)6(lim 2

2



xx

x
.  

Бөлчөктүн предели жөнүндөгү (7) формуланы колдонууга болбойт.  

12

62





х

хх
 тескери бөлчөгүн карайбыз жана анын 2х  умтулгандагы предели 

0
5

0

6

12
lim

22






 хх

x

x
  (бул учурда бөлчөктүн предели жөнүндөгү (7) 

формуланы колдонууга болот, анткени бөлчөктүн бөлүмү 2х + 1 нөлгө барабар 

эмес). 
12

62





х

хх
 функциясынын предели 0 го барабар болгондуктан, 

2х умтулганда функция чексиз кичине , ал эми 
6

12
2 



хх

х
 функциясы 

2х умтулганда чексиз чоң жана анын предели 




 6

12
lim

22 хх

x

x
 (биз 

теорема 1 ди колдондук). 
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Чыгаруу үчүн көнүгүүлөр 

1.1 )27(lim 2

2



xх

x
  (жообу - 8).                   1.2 )122(lim 3

1



xх

x
  (жообу 3) 

1.3 










15

2

1
lim 2

2
xх

x
  (жообу 13).                1.4 

х

x
хе
0

lim


  (жообу 0). 

 

1.5 xх
еx

lnlim 2


  (жообу е

2
).                            1.6 tgxx

x

8lim

4




  (жообу 2 ). 

1.7 
3

1
lim
1 



 x

x

x
  (жообу 0).                                1.8 

4

23
lim

2

2

1 



 xх

xх

x
  (жообу 0). 

1.9 
12

1
lim

2

2

1 



 xх

х

x
  (жообу 1).                   1.10 

34

12
lim

2

2

2 



 xх

х

x
  (жообу 1). 

1.11 
2

1
lim

21 



 xх

x

x
  (жообу  ).                  1.12 

62

1
lim

2

2

2 



 xх

xх

x
  (жообу  ). 

1.13 
хxх

xх

x 



 23

2

14

12
lim   (жообу 

3

1
 ).         1.14 

23

14
lim

2

3

1 



 xх

xх

x
  (жообу 

3

2
). 

1.15  )2(lim 24 xx
x




          (жообу  )               1.16    
4

2
lim

2

1  х

х

x
          (жообу  ) 

1.17  
32

25
lim

1 



 x

x

x
               (жообу 2)                1.18    

12

1
lim

2

2

1 



 xх

х

x
   (жообу 1) 

1.19   
2

)3(lim
2

x

x
x


               (жообу 1296)           1.120   

1

3
lim

24

2

3 



 xх

х

x
    (жообу 0) 

1.21   
2

8

32

1
lim

x

x x










      (жообу 

64

1
)        1.22  

104

3
lim

3

2

0 



 xх

xх

x
       (жообу 0) 

1.23   x
x

arcsinlim

2

1


     (жообу 
6


)                      1.24   

73

5
lim

22 



 xх

х

x
       (жообу 

5

3
) 

1.25   x

x
x lg2

1
)2(lim


      (жообу 1) 

 

 Ч/к жана ч/ч чоңдуктардын функцияларынын касиеттерин колдонуп, 

айрым ч/к жана ч/ч функциялардын үстүнөн жүргүзүлгөн айрым 

операциялардын тартибинин мүнөзүн жана жыйынтыгын оңой эле алдын ала 

айтууга болот. Көпчүлүк учурда функциялардын тартибинин мүнөзүн алдын 

ала айтууга мүмкүн болбойт, анткени анын өзүнүн мүнөзү функциянын өзүнө 

жараша болот. Мисалы, мына, ч/к жана ч/ч функциялардын көбөйтүндүсүнө 

карата алдын ала эч нерсе айтууга мүмкүн эмес, б.а. )()( хх   болгон учурда. 

Мындай көбөйтүндү ч/к же ч/ч же болбосо чектелген функцияларды бере алат. 

Ошондуктан, айрым процесстерде каралган )()( хх   көбөйтүндүсү жөнүндө 

“аныксыздык” деп айтылат жана символикалык түрдө  0  деп белгиленет. 

 )()(lim xx   -  пределин табуу деген,  0  түрүндөгү аныксыздыкты “ачуу” 
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дегенди билдирет. Көрсөтүлгөндөн сырткары көп учурда төмөнкү 

аныксыздыктарды кароого туура келет: 

       







0

0
, 











,   ,   ,  1 ,  0 , бул аныксыздыктарды  0  түрүндөгү 

аныксыздык сыяктуу түшүнөбүз. 

 Жогорудагы каралган маселелердин чыгаруусу көрсөткөн сыяктуу 

жөнөкөй учурда пределди табуу берилген туюнтмадагы аргументтин пределдүү 

маанисине коюууга алып келет. Бирок, көп учурда пределди табуудан мурун, 

берилген туюнтамны өзгөртүп түзүүгө туура келет. 

 Өзгөртүп түзүүнү кайсы учурда жана кандай ыкманы колдонуу 

пайдаланылат? 

I. Эки көп мүчөнүн катышы менен берилген учурдагы аныксыздык  
0

0
 

болгон түрү. 

Мисал 6. 
2

8
lim

3

2 



 х

x

x
 пределин табуу. 

 

Чыгаруу. Бөлчөктүн бөлүмү х  = 2 болгондо бөлчөктүн бөлүмү нөл 

болуп кеткендиектен, 
2

8
)(

3






х

x
xf  функциясы   х  = 2 болгондо жашабайт. 

Бөлчөктүн бөлүмү нөлгө барабр болгондуктан бөлчөктүн предели жөнүндөгү 

(7) формуланы колдонууга болбойт. Бирок, функциянын пределинин 

аныктамасы өзүнө төмөнкү орчундуу белгилеп кетүүнү камтыйт: ax  

умтулганда )(xf  функциясынын пределин табуу үчүн ax   болгондо )(аf  

функциясынын маанисин карабай койсо болот. Бул аныктама )(xf  

функциясынан ax   болгондогу чекитте функциянын жашоо чөйрөсүнө 

кирүүсүн талап кылбайт. Ошондуктан ax   маанисине көңүл бурбай койсок 

деле болот.  Так айтылган бул ойлонуу маселени чыгаруу мүмкүндүк берет. 

Биздин учурда  х  2 ге умтулганда, эч качан 2 ге барабар болбойт, ошондуктан 

2

83





х

x
 функциясынын мааниси  х  = 2 болгондо бизди кызыктырбайт.. 

Эгер х  = 2 болсо бөлчөктүн алымы да, бөлүмү да нөлгө айланып кетет. Бул 

учурда биз эки ч/к жана ч/ч функциялардын катышын алабыз, андыктан алар 

жөнүндө атайын изилдөөсүз анык эч нерсе айта албайбыз. Мисалды чыгаруу 

үчүн   
2

83





х

x
  функциясынын алымын да, бөлүмүн да ( х  - 2) ге бөлөбүз. 

Мында х  = 2 болгон мааниси каралбагындыктан, 02 х  деп жазып алууга 

толук укугубуз бар.  

 Эгерде функциянын пределинин аныктамасында көрсөтүлүп кеткен 

орчундуу белгилеп кетүү болбосо, биз х  = 2 маанисин да кароого милдетүү 

болмокбуз, анда бөлчөктүн алымын да, бөлүмүн да ( х  - 2) ге бөлө албайт 

болчубуз. Анткени, мындай бөлүү бөлчөктүн алымын да, бөлүмүн да нөлгө 
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бөлүү болуп калмак. Мындай бөлүүгө мүмкүн эмес.  Берилген бөлчөктүн 

алымын көбөйтүүчүлөргө ажыратып жана ( х  - 2) ге кыскарткандан кийин 

төмөнкүгө ээ болобуз,  

42
)2(

)42)(2(

2

8 2
23










хх

х

ххх

х

x
 

Биз эми берилген функциянын пределин эмес 422  хх функциясынын 

пределин табуу керек болуп калат. Анда мындай суроо туулушу мүмкүн: 

2

83





х

x
 жана 422  хх  функциялары теңдешби деген. Бул суроо оң жоопко 

ээ: х  = 2 маанисин карабаган учурда функциялар теңдеш.  Мындан төмөнкүлөр 

келип чыгат: эки функция теңдеш болот, эгерде алар эки талапты 

канаатандырса: 

1) алардын жашоо чөйрөсү дал келишсе; 

2) функциянын жашоо чөйрөсүнөн алынган аргументтердин маанилери 

бирдей болуп, функциялардын сан маанилери барабар болгон учурда. 

Биздин учурда х  = 2 маанисин карабаганда, чындыгында бул маани 

каралбайт, бул талаптар аткарылат . Б.а.           

20442

)42(lim
2

)42)(2(
lim

0

0

2

8
lim

2

2

2

2

2

3

2






















хх

х

ххх

х

x

xxx  

 

Мисал 7. 
23

1
lim

3

23

1 



 хх

ххx

x
 пределин тапкыла. 

Чыгаруу. Мында 1x  умтулганда алымы да, бөлүмү да ч/к. Катыштын 

пределин чыгаруу үчүн бөлчөктүн алымын да, бөлүмүн да ( х - 1) бөлүп, 

( х - 1) ге кыскартабыз. ( х - 1) ге бөлүүнү төмөнкүчө жүргүзсөк болот: 

 

123  ххх    1х                         233  хх          1х  
23 хх                  12 х                    23 хх                  22  хх  

      ----------                                              ------------- 

 1 х                                               232  хх  

 1 х           хх 2  
 ----------          --------------- 

 0+0            22  х  

             22  х  
            ---------------  

       0+0 

2

1
lim

)2)(1(

)1)(1(
lim

0

0

23

1
lim

2

2

12

2

13

23

1 





















 хх

х

ххх

хх

хх

ххx

xxx
. 
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 Бөлүүдөн кийин алынган функция 1x  умтулганда кайрадан эле ч/к. 
Кайрадан ар бирин ( 1x ) ге бөлүү керек. Мындан төмөнкүнү алабыз:  

3

2

2

1
lim

)2)(1(

)1)(1(
lim

0

0

2

1
lim

112

2

1
























 х

х

хх

хх

хх

х

xxx
. 

 Эми, бул мисалды чыгаргандан кийин, берилген эки көп мүчөнүн 
катышынын алымы менен бөлүмү ч/к болгондо, б.а качан алардын пределдери 
нөлгө барабар болгон учурда, функциянын пределин аныктоо үчүн колдонулуучу 
эреже сунушталат. 
 

Эреже. Качан гана аx  умтулган учурда бөлчөктүн алымы менен 
бөлүмүнүн пределдери нөлгө барабар болушкан эки көп мүчолүү катыштар 
менен берилген функциянын пределин аныктоо үчүн бөлчөктүн бөлүмү менен 
алымын  аx   бөлүп, андан кийин пределге өтүү керек. Эгерде мындай кийин 

да аx умтулган учурда жаңы болчөктүн алымы менен бөлүмү нөлгө 

барабар болуп калса, анда дагы кайрадан  аx  га бөлүу керек. (Бул эреже 

элементардык алгебрадан белгилүу болгон Безунун теормеасынан келип 
чыккан, ага ылайык ах   болгондо көп мүчө нөлгө барабар болсо, анда ал 
калдыксыз  аx   га бөлүнөт). 

 
Чыгаруу үчүн көнүгүүлөр 

2.1 
9

96
lim

2

2

3 



 x

xx

x
   (жообу 0).                 2.2 

2

2

2 4

2
lim

x

xx

x 




   (жообу 

4

3
). 

2.3 
23

65
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
   (жообу -1).                2.4 

32

54
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
   (жообу 

2

3
).   

2.5 
2012

65
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
   (жообу 

8

1
).            2.6 

2

123
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
   (жообу 

3

4
 ). 

2.7 
352

32
lim

2

2

2

3 



 xx

xx

x

   (жообу 5).               2.8 
2

2
lim

3

3

23 



 x

x

x
   (жообу 

2

23
). 

2.9 
16

64
lim

2

3

4 



 x

x

x
   (жообу 6).                  2.10 

33

122
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
   (жообу 

4

3
). 

2.11 
1

3322
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
   (жообу 

2

5
).   2.12 

18218

935
lim

23

23

3 



 xxx

xxx

x
       

                                                                                                              (жообу 4). 

2.13   
2

23
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
       (жообу 

3

1
 )         2.14  

86

6
lim

2

2

6 



 xx

xx

x
          (жообу 

6

1
 ) 

2.15  
44

2
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
      (жообу  )            2.16  

16

45
lim

2

2

4 



 x

xx

x
           (жообу 0,375) 

2.17  
1

1
lim

2

1 



 x

x

x
            (жообу 4)              2.18  

9

27
lim

2

3

3 



 x

x

x
              (жообу -4,5) 

2.19  
7

49
lim

2

7 



 x

x

x
        (жообу 728 )        2.20   

4

)2(2
lim

22 



 x

xx

x
   (жообу 0) 
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II. Алымы да, бөлүмү да иррацианалдуу болгон аныксыздыктын 
0

0
 

болгон учуру.  

 

Мисал 8. 
3

36
lim
3 



 х

х

x
 пределин тапкыла. 

Чыгаруу. 3х  умтулганда алымынын да, бөлүмүнүн да предели 0 го 

барабар болгондуктан, алар ч/к чоңдук болушат, б.а. 
0

0
 аныксыздыгы пайда 

болот. 

0)3(lim,0)36(lim
33




хх
xx

 

Бул катышты чыгаруу үчүн алгебрадагы белгилүү 22))(( вавава   

формуласын колдонуп, бөлчөктүн алымы менен бөлүмүнө ( 36 х ) 

көбөйтүү менен иррацианалдуулукту бөлүмгө көтөрөбүз.  

Анда төмөнкүнү  

алабыз,

6

1

36

1
lim

)36)(3(

3
lim

)36)(3(

96
lim

)36)(3(

)36)(36(
lim

0

0

3

36
lim

33

333





































ххх

х

хх

х

хх

хх

х

х

xx

xxx
 

Бул мисалды чыгарууда биз 
3

36
)(






х

х
хf  функциясынын пределин 

табуунун ордуна  
36

3
)(






х

х
х  функциясынын пределин таптык. Мында 

мисал 4тө пайда болгон суроо кайрадан туулушу мүмкүн, бул эки функция 

теңдешби деген. )(х жана )(xf  функциялары жөнүндө биз 3х  болгондо 

теңдеш деп айта алабыз. Ошентип, )(xf  функциясынын пределин табууда 

)(х  функциясына алмаштыруу мыйзамдуу болот.  

Көп сандаган иррацианалдуу туюнтмаларды камтыган бөлчөктөрдүн 

пределдерин табууда көпчүлүк учурда берилген функциядан башка функцияга 

өтүүгө аргасыз болобуз. Ошондо окучуулардын өзгөртүлүп алынган функция 

берилген функцияга теңдешби деген суроо пайда болууга тийиш. Бирок биз 

мындан кийинки мисалдарды  чыгырууда бул суроону изилдөө боюнча 

иштебейбиз. 

Иррацианалдуу туюнтманы камтыган болчөктүн пределин табууда, качан 

анын алымы менен бөлүмү ч/к чондук болгон учурда, б.а. алардын пределдери 

нөл болгондо, мисалды чыгаруу үчүн эреже көсөтүлөт. 

 

Эреже.  Иррацианалдуу туюнтамны камтыган, алымынын да, 

бөлүмүнүн да пределдери нөл болгон учурда бөлчөктүн пределин табуу үчүн 
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алымдагы иррацианалдуулукту бөлүмгө же бөлүмдөгүсүн алымына 

которуп, андан кийин керектүү математикалык упражнения (окшош 

мүчөлөрду топтоо, кыскартуу ж.б.у.с) колдонуп, анан пределге өтүү керек. 
Түшүндүрмөсүз жогорку эрежени колдонуу менен чыгарыла турган 

мисалдарды карайбыз.  

Мисал 9. 
2

37
lim

2 



 х

хх

x
 пределин тапкыла. 

Чыгаруу. 

 

5

5

52

2

37

2
lim

)37)(2(

)2(2
lim

)37)(2(

37
lim

)37)(2(

)37)(37(
lim

0

0

2

37
lim

2

22

22









































хх

ххх

х

ххх

хх

ххх

хххх

х

хх

x

xx

xx

 

 Мисал 10. 
12

25
lim
1 



 x

x

x
 пределин тапкыла. 

 Чыгаруу. 

2

1

4

2

25

12
lim

)25)(1(

)12)(1(
lim

)25)(12(

)12)(45(
lim

)25)(12)(12(

)12)(25)(25(
lim

0

0

12

25
lim

111

11







































x

x

xx

xx

xx

xx

xxx

xxx

x

x

xxx

xx
 

 

Мисал 11. 
3

12
lim

3

3 



 x

x

x
 пределин тапкыла. 

Чыгаруу. Мында бөлчөктүн алымы да, бөлүмү да нөлгө барабар. 

Иррационалдуулукту алымдан бөлүмгө которобуз. Алгебрадагы белгилүү 

формуланы колдонобуз 3322 ))(( вававава  . 1,23  вха  деп алсак, 

анда алымындагы кубтардын айырмасын алуу үчүн  ( 12)2( 33 2  xx ) га 

көбөйтөбүз. Бөлүмүн да бул чоңдукка көбөйтүп, төмөнкүгө ээ болобуз:  

3

1

12)2

1
lim

)12)2)(3(

12
lim

)12)2)(3(

)12)2)(12(
lim

0

0

3

12
lim

33 2333 23

33 2

33 23

3

3

3
































xxxxx

x

xxx

xxx

x

x

xx

xx
 

 

Мисал 12. 
330 1216

7
lim

 xx

x

x
 пределин тапкыла. 
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Чыгаруу . 

 

8

21
)111(

8

7
)12()12)(16()16(

8

7
lim

8

)12()12)(16()16(7

lim

1216

)12()12)(16()16(7

lim

)12()12)(16()16(1216

)12()12)(16()16(7

lim

0

0

1216

7
lim

3 233 2

0

3 233 2

0

3 233 2

0

3 233 233

3 233 2

0

330







 








 












 











 







 
























xxxx

x

xxxxx

xx

xxxxx

xxxxxx

xxxxx

xx

x

x

x

x

x

x

 

 

Көнүгүү үчүн мисалдар 

3.1 
x

x

x 



 3

332
lim
3

  (жообу 
3

1
 )          3.2 

131
lim
0  x

x

x
    (жообу 

3

2
) 

3.3  
x

x

x 



 9

3
lim
9

       (жообу 
6

1
 )           3.4 

3

12
lim
3 



 x

x

x
      (жообу 

2

1
) 

3.5  
24

lim
0  x

x

x
    (жообу 4)             3.6 

49

32
lim

27 



 x

x

x
  (жообу 

56

1
 ) 

3.7 
21 16

43
lim

x

xx

x 




  (жообу 

64

5
 )        3.8  

x

xx

x





11
lim
0

  (жообу 1) 

3.9 
1

2
lim
1 



 x

xx

x
  (жообу 1)             3.10 

1

23
lim
1 



 x

xx

x
  (жообу 

4

3
 )  

3.11 
23 9

221
lim

x

xx

x 




  (жообу 

8

1
)   3.12 

xSin

tgxtgx

x 2

11
lim




  (ж. 

4

3
 ) 

3.13. 
12

25
lim
1 



 х

x

x
  (жообу 

2

1
)            3.14. 

22

314
lim
2 



 х

х

x
  (жообу 

3

8
) 

3.15 
37

62
lim

2 



 х

x

x
  (жообу 

2

3
)           3.16 

х

xх

x 



 1
lim

2

1
  (жообу –3) 

3.17 
416

11
lim

2

2

0 



 х

x

x
  (жообу 4)         3.18 

375

188
lim
1 



 хх

хx

x
  (жообу 

12

7
) 

3.19 
22134

10273
lim
3 



 хх

хx

x
  (жообу 

12

5
)        
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3.20 
93

377
lim

2

2

3 



 хх

хx

x
  (жообу 0)      3.21 

2

210
lim

3

2 



 х

х

x
  (жообу 

12

1
 ) 

3.22 
2

8
lim

38 



 х

x

x
  (жообу 12)                       3.23 

2

3 2

0

11
lim

х

х

x




  (жообу 

3

1
) 

х

хх

x

33

0

11
lim




  (жообу 

3

2
 )              3.25 

38 2

31
lim

х

x

x 




  (жообу -2) 

 

3.26
1

1
lim

31 



 х

x

x
  (жообу  

2

3
)                3.27

334

2312
lim

33

1 



 х

xx

x
  (жообу 

6

1
 ) 

 

III. 



 түрүндөгү аныксыздык 

Мисал 13. 
952

24
lim

2

2





 xx

xx

x
 пределин табуу. 

Чыгаруу. Бөлчөктүн предели жөнүндөгү (7) формуланы колдонуу үчүн 

бөлчөктүн алымы да, бөлүмү да пределге ээ болуп, бөлчөктүн бөлүмү нөлгө 

барабар эмес болуусу керек.  Бул мисалда (7) формуланы колдонууга болбойт, 

анткени бөлчоктүн алымынын жана бөлүмүнүн пределдери жашабайт.  х  

умтулган учурда функциянын алымы жана бөлүмү ч/ч. Демек, биз эки чексиз 

чоң чоңдуктун катышын карайбыз. Атайын изилдөөсүз бул катыш жөнүндө, 

ошондой эле эки чексиз кичине чоңдуктардын катышы жөнүндө эч нерсе 

айтууга болбойт. Бул мисалды чыгаруу үчүн, бөлчөктө 
1)

 кездешкен x  тин 

жогорку даражасына бөлүп, андан кийин пределге өтөбүз. 

Ошентип,  

2
2

4

95
2

21
4

lim
952

24
lim

).7(),5()3(

2

2

2

2























 



xx

xx

xx

xx

xx
   

2

1
,

1

xx
учурдаумтулганx   чоңдуктары нөлгө барабар болушат. 

 Алымын да, бөлүмүн да  бөлгөндөн кийин бөлчөктүн предели 

жөнүндөгү (7) формуланы колдонууга мүмкүн болуп калды. Себеби, бөлчөктүн 

алымынын да, бөлүмүнүн да предели жашайт, алар 4 жана 2, ошондой эле 

бөлчөктүн бөлүмү нөлгө барабар эмес. 

    

 Мисал 14. 
75

1
lim

2

3





 xx

xx

x
 пределин тапкыла. 

 Чыгаруу. 

























32

32

2

3

751

11
1

lim
75

1
lim

xxx

xx

xx

xx

xx
. 



17 

x умтулган учурда бирди ч/к чондукка бөлсө ч/ч чондук келип чыгат.  

 Мисал 15. 
xxx

xx

x 3

52
lim

24

2






 пределин тапкыла. 

 Чыгаруу. 0
1

0

31
1

512

lim
3

52
lim

32

434

24

2



























xx

xxx

xxx

xx

xx
. 

Мисал 16. 
3

53

1214

32
lim





 xx

xxx

x
 пределин тапкыла. 

Чыгаруу. 
2

1

4

1

91241
4

32
1

lim
1214

32
lim

6
32

10 36

3

53



























xxxx

xx

xx

xxx

xx
. 

Мисал 17. 
1

2
lim

2





 x

x

x
. 

Чыгаруу.  

1) Алач   учурун карайлы.  

 умтулганда  болгондуктан
 

2

2

2

22 2
1

2
12

x
x

x
xx 








 , биз 

тамырдын арифметикалык маанисин карап жаткандыктан xx 2  

жана
2

2 2
12
x

xx  , себеби    

1
1

1

2
1

lim
1

2
lim

22



























x

x
x

x

x

xx
 

2) x умтулган учуру. 

Дагы эле 
2

22 2
12
x
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Бөлчөктүн алымы да, бөлүмү да ч/ч функция болгон учурдагы бөлчөктүн 

пределин табуунун эрежесин көрсөтөлү. 

Эреже. 



 аныксыздыктын түрүн чечүү үчүн бөлчөктө кездешкен  

тин жогорку даражасына бөлүп, андан кийин пределге өтөбүз.  
 

Белгилей кетчү нерсе,  x  умтулганда, анда x  тен болгон эки көп 

мүчөлү функциянын катышынын предели:  

1) эгерде бул функциялардын даражалары өз ара барабар болгон учурда 

 тин жогорку даражаларынын коэффициенттеринин катыштары; 

2)  нөл болот, эгерде бөлүмүнүн даражасы алымынын даражасынан 

кичине; 

3)   болот, эгерде алымынын даражасы бөлүмүнүн даражасынан чоң. 

 

IV.   түрүндөгү аныксыздык. 
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
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Мисал 19.   11lim 22 
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Себеби,  x  болгондо бөлчөктүн бөлүмү ч/ч. 

 Мисал 20.  xxx
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1lim 2  пределин тапкыла. 
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V. Тригонометриялык функцияларды камтыган   )0(,
0

0
  жана )(   

болгон аныксыздыктын түрлөрү. 

 

 Мындай аныксыздыктарды ачуу үчүн (124)–(125) формулалары 

колдонулат (биринчи сонун предел жана анын түрлөрү). 

 Мсиал  21. 
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x 6
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 пределин тапкыла. 

 Чыгаруу. 0x  умтулганда бөлчөктүн бөлүмү менен алымы ч/к 

функциялар. Ошондуктан бөлчөктүн бөлүмүн да, алымын да x  бөлөбүз. 0x  

мааниси каралбагандыктан, мындай жасоого мүмкүн. 
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Мисал 24.   
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 Мисал  25. 
x

xCos

x  1

2lim
1



 пределин тапкыла. 
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Мисал 27. 
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Чыгаруу. 
Cosx

1
 функциясы 

2


x   умтулганда жана tgx  ч/ч функциялар; 

ошентип, предел белгисинин алдында эки ч/ч функциялардын айырмасы турат. 
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VI. 1  Аныксыздык түрү 
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VII. Логарифмаларды жана көрсөткүчтүү функцияларды камтыган 
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Аныксыздыктарды ачуунун бир нече учурларында иш оңой эмес 

экендигин байкадык. Ойдун жыйынтыктуулугу жана сөзсүз түрдө көп сандагы 

мисалдарды чыгаруунун тажрыйбасы талап кылынат. 
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жана 1  аныксыздыктын түрлөрү менен 

тааныштык.  

 Булардан башка дагы аныксыздыктар бар. Алар менен Лопиталянын 

эрежесин карагандан кийин таанышабыз. 
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