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Бул жумушта биринчи тартиптеги жекече туундулуу интегро-дифферещиалдык тецдемелерге 
коюлган тескери маселелер каралган Маселенин чечилиш шарттары аныкталган. биринчи тартиптеги 
жекече туундулуу интегро-дифференциалдык тецдемелерге коюлган тескери маселенин чечиминин 
жашашы жана жалгыздыгы жонундогу теорема далилденген.

В данной работе рассматривается обратная задача для нелинейных интегро-дифференциальных 
уравнений в частных производных первого порядка. Установлено условие разрешимости обратной задачи. 
Доказана теорема существования и единственности обратных задач для нелинейных интегро- 
дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. Аннотация

In this given work the inverse problem gor integral-differential eouations is Considered for solving the 
Inverse problem is set. The theorem o f existing and unity o f inverse problem for nonlinear integral-differential toua- 
tions is problem
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В работе [1] методом дополнительного аргумента исследована прямая задача для систем нелиней­
ных интегро-диференциальных уравнений в частных производных типа Уизема, а в [2-3-8] тем же методом 
исследованы обратные задачи для дифференциальных уравнений. В [4] методом дополнительного аргумен­
та исследована обратная задача для интегро-дифференциальных уравнений. В [5-7] методом дополнитель­
ного аргумента исследованы обратные задачи для дифференциальных, интегро-дифференциальных и систем 
дифференциальных уравнений типа Уизема. В данной работе изучаются вопрос существования и един­
ственности решения обратной задачи (1)-(3) для интегро-дифференциальных уравнений. Показано эквива­
лентность обратной задачи (1)-(3) к системе интегральных уравнений.

Рассмотрим обратную задачу:
t

ut(t,x) + u(t,x)ux(t,x) + ^K(^)a(^,u(t,x))d^ = f( t ,x) ,  x e R,t  e [0,T], (i)
0

1/(0, x ) =  (p (x \  i e i ? ,

u (t ,x 0) = g (t) ,  0 < t < T ,
(2)

(3)
где aft,и), f(t,x), (p(x), gft) - известные, a u(t,x), Kft) - неизвестные функции. Выполняется условие согласо­
вания
g(0)=<p(xa)- (4)

Предположим выполнение следующих условий:

51) g(t)<=C2[0,T], ср( х) <е ~С ( R), а(  t,u) е С0'3 ( QT), f ( t , x ) ^ C 03(G), 
причём существуют такие конечные числа L, М, A, F, что

maxj sup|g-(/)|, sup|g'(0|, sup|g"(0| \ = M,max] sup|^(/)|, sup|<//(0|, sup|</(/)| \ = L,
Lo<t <T  0 <t <T  0 <t <T J  l  x g R0 <t <T 0 <t <T x g R x g R

max<jsup|a(/,//)|, s.wp\au(t ,u)\, s.wp\auu(t ,u)\ \ = A,
t  Qt Qt Qt j

maxJ sup| f ( t ,x  )|> sup|/^(/,x)|, sup|/„(/,x)|l = F,
L a a a J

5.2) функции cp" (x), fx/i,xj, удовлетворяют условию Липшица по переменным х с теми же соответ­
ственно константами L, F, а функция auu(t,u) удовлетворяет условию Липшица по и с константой А, где 
QT={(t, и): 0 <t <Т, -N <и <N}, N  - конечная постоянная которая определяется ниже,

5.3) a(t,g(t)) > а  >0 при всех / е[0,Т].
В (1) заменяя / на р ,х  наp(p,t,x), где

t

p (p , t , x )  = x - j  и(т, p(T,t ,x))dr,  p( t , t ,x)  = х, p p ( p , t , x ) = u ( p ,  p ( p ,  t, x )) ,
P

и интегрируя по рот 0 до полагая u(s,p(s,t,x))=w(s,t,x), получим:
t s t

w(s,t,x) = (p(x-jw( T,t,x)di) + j f ( p , x -  r,x,t)dr)dp-
0 O p

S  P

- \ \ К ( £ ) a ( w ( p ,  t, x ) ) d £ d p .  (5)
о 0

В уравнении (5), берем дважды производную по /, и имеем:
t t

wt (s, t, x) = ~(f>\x -  Jw(t, t, x)dr)[g(t) + Jwt(т, t, x)dr] -
о 0
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“ Я  к (£)аЛ М р Р ,  X))wt (р , /, x)d£dp -
0 О
t t t

-  { /х (р,х -  j 'Ч  A t, x)dT)[git) + J wt (t, t, x)dr]dp,
O p  p

t Г  t f t

wtt (s, t, x) = (p"(x -  J w(t, t, x)dt) g2(t) + 2g(t)J wt (t, t, x)dт +/ J wt (t, t, x)dт
о L о Lo J

г Г  t t

-<p'(x- jw(t,t,x)dt) 2g'(t) -  f( t ,x) + ^K(g)a(g,gifpdE, + Jwtt(r,t,x)dr]

i i
\ fxx(P’X ~ \ W(Zd ,X)d p g 2(t) + 2g(t) J wt (r,t,x)dT + { j  wt (t, t, x)d  r}

P P

t t

j f x ip,-x -  j w(z, t, x)dr) 2g'(t) -  fit, X) + J К i f p i f  g(t))d£ + J wtt (t, t, x)dx]
0 p  L 0 0

) [ к  <4 Ч а  t, 4 ) 4  (A t, x)d£dp -

d p -

0 0
 ̂ P

-  Я K ^ u  <4 Ч  А  о x)wtt ip, t, x)d£dp.
0 0

В уравнении (5), полагая s=t, получим:
t S t

u(t,x) = tp(x-jw(T,t,x )dr) + | f ( p ,  x - 1 w(t, t, x )dr )dp -

s  p
-  J J K (  f ) a (  f ,  w ( p ,  t, x ) )d fd p .

о 0
В уравнении (6), полагая x=x0 и, взяв производную по /, имеем:

t t
g'(0  = -<р'(x0~ j w(z’t, x0)dr)[g(t)  + j wt(t, t, x j d r ]  + f( t ,  x0) -

s P

j  j  K(Z)ax (£, 4 p, t,x0))wfp, t ,x0 )d%dp -  J K(£)ci(%, g(t))d£ -
0 0 0

t t t

\ f J p , xo ~ \ w( zd,x0)d r ) [  g(t)  + Jwt(r,t,x0 )d T]dp.
O p  p

В (5), полагая x=x0,берем производную no t, затем, полагая s=t, имеем:
t t

\ ( t, t, x0) = -<p' ( x 0 -  j V z’t, x0)dr)[g(t)  +j wt(T, t, x j d r ]  + f(t, x0) -
0 0

s p  t

\ \ K ( ( Z M p d , x 0))wt ( p, t,x0)d%dp -J  f x( p,x0 -
0 0 0
t t

^w(z,t,x0) d z ) [  g( t )  + j w t( z, t ,x0)dz  ]dp.
p p

Из уравнений (7), (8) следует:

(6)

(7)

(8)

22 MA ТЕМА ТИКА, МА ТЕМА ТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И  ФИЗИКА



Известия КГТУ им. И.Раззакова 32/2014

wt(t,t,x0) = g ' ( t ) - f ( t , x 0) + ^K( (%,g( t ) )d f
0

В уравнении (7), взяв производную по t, имеем:
t t f t

g"( t) = -(pn( x0- j w (  T, t, x0)dr)[  g2( t) + 2g( t)j  wt( T, t, x0)dr]  + \\w(r,t, x0)dr j
0 0 {o

t t t

-  (p’(x0 -  Jw(T,t,X0)dr)[2g'(t) + f(t,x0) + jK(£)a(fg(t))d£ -jwjr, t ,x0)dr] +
0 0 0

t t t

+ ft( t,x0) - \ K (  £)a( f g (  t))w( T,t,x0)d^-j j  K( t p a j  fw(  p,t,x0))w2( p,t,x0)d£dp -
0 Op

t t t t

+ j f J P ’xo~\ MT, t, X0)dr)[g2(t) + 2g(t)j wt(T, t, x f k  + { \  wt(t, t, x0)dr}2]dp -

(9)

i i i
■ j L (  P,x0~ \  M  t, t, x0)dr)[  2g'( t) + f (  t, x0) + \ K (  £)a( f  g( t))d£ +
O p  0

t

+ ! wtt(T, t, X0 )dr]dp  - f j t ,  x0 )g(t).
p

Уравнение (10) разрешая относительно K(t), имеем:
1 Г t Г t

к  (0 = — \ ф \ хо -  j W(T’ о x0 )d  t) g \ t )  + 2 g( t ) j  wt(T,t,x0)dz  +

+ \jwt(T,t,x0)dr\
L

<p'(xо - jw (r ,  t, x0 )dr)[2g'(t) -  f ( t , x0) +

+
i i
\K(£)a{£,g{t))d£ + \w tt(T,t,x0)dT + fiOx0) + g" {t)-

- \ K  ( M ,  g ( 0 H  (f, *,x0 )d % -^ K if )a uuipwiP, t, x0 ))w(2 ip, t, x0 )d%dp
0 0 0

t t t

- \ f x( P d o ~ \ w( T, t, x 0 )dr)[2g'( t) - f ( t , x 0)+ jK (g)a(g ,  g(  t))d£ +
O p  0
t t Г  t

+ \ f « ( P * o  -§w(T,t,x0)dT) g 2(t) + 2g(t)$wt(T,t,x0)dT +

'Awt(T,t,x0)dr\
t p

( 1 0 )

( 1 1 )

dp + f t(t,x0) - \ \ K (  %)au (£,w(p,t, x0 ))wtt ( p, t, x0 )d%dp j
L 0 J 0 0

В уравнении (5), полагая x=x0, имеем:
t S t

w(s,t,x0) = (p(x0 - jw(T,t ,x0)d T )+ j f (p ,x 0 - jw ( r , t ,x 0)d r )d p -

MA ТЕМА ТИКА, MA ТЕМА ТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И  ФИЗИКА 23



Известия КГТУ им. И.Раззакова 32/2014

*  Р

- \ \ к (  f ) a (  w( р, t, х0 ))dfdp.
о о

В уравнении (12), берем дважды производную по /, и имеем:
t t

wt(s, t, xg) = ~(f> (xg -  J w(t, t, x0)dz)[g(t) +J wt(t, t, x0)dz]  -
о о

S  P

- \ \ K ( (Z, w( P> t, x 0 ) )wt ( P, t, x 0 )d£dp -
0 0

t t t

- \ f x(p ,x0-\yv(r,  t, x0 )d r ) [  g(t)  + j w t( r, t, x0 )dr]dp,
O p  p

t Г  t f t

wtt(s,t,x) = (p"(x 0  —  J * w(t, t, x0)dT) g2(t)  +  2g(t) j wt(z,t,x0)dz+\  J wt(r,t,x0)dz\ 
о L о [o

г Г  t t

-(p\x0-^w (z , t ,x0)dz) 2g'(t) -  f ( t ,х0) + ^Щ)а(%,g(t))d% + \ ^ tt( jd ,x„ )d r ]

( 12)

(13)

i i
+ \fxx (,P ’ X0 - \ W(Zd , Xo)dz) g

l l
1 ( 0  + 2 g ( 0  J wt (t , t, x 0 ) d  z  + { J wt (t , t, x 0 ) d  z }2 d p -

\ fA P ,xo - \ w(jd,xo)d^) 2 g ' ( t ) ~ +  + ]wtt(z,t,x0)dz]

s p

- \ \ K ( Z K  ( € , w ( p , t , x o )w u ( P> t,x)d% dp. (14)
о 0

Система уравнений (5), (6), (8), (11), (12), (13), (14), определяет замкнутую систему для нахождения 
неизвестных функций w(s,t,x), u(t,x), wt(t,t,x0), K(t), w(s,t,x0), wt(s,t,x0), wtt(s,t,xo).

ЛЕММА 1. Существует и явно определяется из исходных данных величина Т>0 такая, что при вы­
полнении условий 5Л), 5.2), 5.3), (4), система нелинейных интегральных уравнений (5), (6), (8), (11), (12), 
(13), (14), имеет единственное ограниченное решение.

Лемма доказывается методом последовательных приближений.
ЛЕММА 2, Если вектор-функция V(s,t,x) - решение системы (5), (6), (8), (11), (12), (13), (14), то 

функции u(t,x), K(t) удовлетворяют задаче (1) - (3), и наоборот.
Лемма доказывается методом последовательных приближений.
ТЕОРЕМА. Если выполняются условия 5.1), 5.2), 5.3), (5.4), то найдется Т>0 такое, что обратная за­

дача, (1) - (3) имеет единственное решение {u(t,x), K(t)j из класса С 1,1 ([0,Т]xR)хС [0,Т].
Доказательство теоремы следует из лемм.
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Во многих инженерных и практических задачах (обтекание автомобиля, движение турбины или 
крыла самолета) отрыв турбулентного потока играет существенную роль. Для моделирования такого класса 
течений в инженерных целях обычно применяются методы, основанные на усредненных по Рейнольдсу 
уравнениях Навье-Стокса. В данной работе рассматриваются 5 классических RANS-моделей турбулентно­
сти.

Цель работы и постановка задачи. Целью данной работы является оценка различных RANS-  
моделей турбулентности, основанные на линейной и нелинейной вихревой вязкости и имплементированных 
в пакет OpcnFAOM| 11. В качестве тестовых задач выбраны две задачи. Первой задачей является 
стационарное турбулентного течения в трехмерном канале с внезапным расширением и небольшим конфу- 
зорным выходом, геометрия которого соответствует работе [2]. Вторая задача взята из надежных и инфор­
мативных экспериментальных данных классической базы Европейского сообщества исследований течений, 
турбулентности и горения ERCOFTAC[3] и соответствует экспериментальной работе[4].

Математическая модель. В качестве исходных уравнений для описания стационарных турбулент­
ных течений использовалась система осредненных по Рейнольдса уравнений Навье-Стокса, которая для не­
сжимаемого течения при отсутствии массовых сил имеет вид:

д — д — д -------- г т ч  др дТу
—  (р и ,)  = 0 ; —  (р и г) + —  { р и 1 и + p u iu j ) = - —  + —  (1)
OXj Ot OXj GX. OXj

— — — f  dui dUj
где a  t -  компоненты средней скорости, p  -  плотность, p  -  среднее давление, Г. = р -------1-------

дхv J 1
-  тензор вязких напряжений, связанный с молекулярной вязкостью р  , a pu'p'j -  напряжения Рейнольдса,
требующие моделирования. При наличии внешних сил систему этих уравнений необходимо дополнить со­
ответствующими членами. Учет влияния турбулентных пульсаций на характеристики среднего течения про­
изводится на основе классических RANS-моделей турбулентности[5, с.66].
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