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Учет влияния структурных нарушений на 
распределение напряжений и деформаций в 
исследуемом объекте возможен на основании 
включения в расчетную процедуру специаль-
ного элемента. Специальный элемент должен 
влиять на напряженно-деформированное со-
стояние (НДС) исследуемого объекта. При 
этом следует учитывать: деформационные и 
прочностные свойства материала заполнителя, 
смещения берегов структурных нарушений, 
внешние и внутренние усилия, которые возни-
кают по берегам структурных нарушений. 

Американские ученые С.Крауч и 
А.Старфилд предложили для учета структур-
ного нарушения специальный контактный эле-
мент. Структурные нарушения представляются 
в виде трещины со сжимаемым заполнителем1. 
Поверхности разрыва связаны пружиной. Нор-
мальная и касательная жесткости пружины от-

1 Крауч С, Старфилд А. Метод граничных 
элементов в механике твердого тела / Пер. с англ. 
М.А. Тлеужанова; Под ред. А.М. Линькова. – М.: 
Мир, 1987.– 328 с. 

ражают свойства материала заполнителя. Эта 
модель описывает одномерные соотношения 
напряжения – деформации для сжатия и сдви-
га. Такие соотношения становятся понятными 
из рис.1 (а– сжатие, b – сдвиг). 

Контактный элемент имеет две степени сво-
боды. Толщина элемента h мала по сравнению с 
его длиной. Компоненты деформаций контакт-
ного элемента выражены через смещения:

 (1)
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The special contact element has examined for accounting of structural failure 
that suggested by American scientists S. Krauch and A.Starfild and using of 
physical conditions have cited for problem solving on mode of deformation of 
heterogeneous bodies that are in contact by the method of boundary elements.
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Рис. 1. Представление контактного элемента: 
а – сжатие, b – сдвиг.
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Смещения берегов в пределах одного эле-
мента происходят равномерно, тогда ∂uy/∂x=0. 
Конечно-разностные аналогии формулы (1) 
определены выражением:

 (2)
h эквивалентно компонентам разрыва смеще-
ний – Dy и –Dx из метода разрывных смеще-
ний. Деформации могут быть вычислены из 
выражения:

 (3)
Материал заполнителя линейно-упругий, 

компоненты напряжения через компоненты де-
формаций выразятся следующей зависимостью:

 (4)
Напряжения в локальной системе коорди-

нат n, s даются выражением:
  (5)

где Кn и Кs – нормальная и касательная жестко-
сти пружин.

Для расчета НДС неоднородных тел, на-
ходящихся в контакте, методами граничных 
элементов необходимо создавать вычислитель-
ные программы. Для создания вычислитель-
ных программ необходимо четкое понимание 
физических условий, которые возникают по 
контакту разнородных материалов. Учет раз-
нородных материалов требует модификации 
вычислительных программ в зависимости от 
числа материалов и сочетания контактных свя-
зей. Это можно отнести к недостаткам метода 
граничных элементов. Необходимо приобрете-
ние навыков в методике формирования систем 
линейных уравнений на основании выполнения 
физических условий для решения задач МГЭ. 

Приведем приемы формирования систем 
линейных уравнений на основании выполне-
ния физических условий для неоднородных 
материалов на примере откоса, сложенного 
из разнородных материалов, имеющих струк-
турные нарушения. Решение этой задачи по-
лучено С. Краучем1. На рис. 2-а представлена 

1 Крауч С, Старфилд А. Метод граничных 
элементов в механике твердого тела / Пер. с англ. 
М.А. Тлеужанова; Под ред. А.М. Линькова. – М.: 
Мир, 1987.– 328 с. 

криволинейная трещина, описанная набором 
N граничных элементов (ГЭ). Местоположе-
ние и ориентация ГЭ определяются глобальной 
системой координат (х,у), разрывы смещений 
определяются в локальной системе координат s 
и n. На рис. 2-б выделен элементарный разрыв 
смещений j-го отрезка трещины. Компоненты 
разрывов в этом элементе в направлениях s и 
n обозначены через Ds

j и Dn
j. Индексами + и – 

обозначены положительная и отрицательная 
поверхности трещины по отношению к локаль-
ной координате n. 

Рис. 2. Представление трещины с помощью 
N элементарных разрывов смещений.

Влияние отдельного элементарного разры-
ва смещений в j ГЭ на смещения и напряжения 
в ГЭ, а также в произвольной точке определя-
ется через компоненты разрыва смещения j-го 
ГЭ (рис. 2-б) следующим образом: 

 (6)

где  – граничные коэффициенты 
влияния для напряжений. Например, коэффи-
циент ijAns  дает нормальное напряжение в цен-
тре i-го ГЭ (т.е. i

nσ ), вызванное постоянным 
единичным разрывом смещения в касательном 
направлении вдоль j-го ГЭ (т.е. jDs = 1). Теперь, 
если поместить элементарный разрыв смеще-
ний на каждом из N ГЭ вдоль трещины, то для 
i-го ГЭ получим:

                                       i = 1, … N.  (7)
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Обоснование использования “контактного элемента” для описания поведения...

Если задать i
sσ  и i

nσ , для каждого ГЭ в ви-
де граничных условий по напряжениям, то 
соотношение (7) образует систему 2N линей-
ных уравнений с 2N неизвестными iDs  

и iDn  (i = 1, … N) элементарных разрывов смещений.
Найденными  и  можно, используя 

принцип суперпозиции, определить смещения 
и напряжения в произвольной точке тела. Сме-
щения вдоль трещины, показанные на рис. 2-а, 
определяются выражением:

                                        i = 1, … N12, (8)

где ,ijBss  
,  ,  ij ij ijB B Bsn ns nn  

– граничные коэффициен-
ты влияния для смещений.

Рассмотрим случай, когда откос сложен из 
трех материалов (рис. 3). 

Рис. 3. Откос, сложенный из трех материалов.

Каждый из материалов объединен в подо-
бласть. Все материалы считаем однородно изо-
тропными и линейно упругими.

Начинается обход с верха откоса (ГЭ=1) и 
заканчивается описанием основания (ГЭ=N33). 
На поверхностях контакта локальные коорди-
наты s1, n1 и s2, n2, а также s2, n2 и s3, n3 имеют 
противоположные направления.

Условие неразрывности в точке А на по-
верхности контакта 1-го и 2-го материалов 
можно записать в виде:

σs
[1](A)= σs

[2](A),   σn
[1](A)= σn

[2](A) (9)
для напряжений и в виде

us
[1](A)= –us

[2](A),  un
[1](A)= –un

[2](A) (10)
для смещений. Знак минус в (10) – следствие 
противоположности направлений локальных 
координат s1, n1 и s2, n2 на поверхности контак-
та. Условие неразрывности выполняется и по 
контакту 2-го и 3-го материалов.

Уравнение напряжений на границе подо-
бласти 1 можно записать в виде:

                                           i = 1, … N12.  (11)

Напряжения на границе подобласти 2 – в 
виде:

                                           i = N21, … N24. (12)

Напряжения на границе подобласти 3 – в 
виде:

                                           i = N31, … N33. (13)

Аналогично выражения для смещений us 
и un на границе трех подобластей представим в 
виде:

                                           i = 1, … N12,  (14)

                                                   i = N21, … N24, (15)

                                           i = N31, … N33. (16)

Выражения (11)–(16) используются для об-
разования системы 2N алгебраических уравне-
ний с 2N неизвестными разрывами смещений 
( ,  j jD Ds n ). 
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Представим всю систему в виде:

                                            i =1, … N33.  (17)

Данная запись включает в себя полную си-
стему алгебраических уравнений и более удоб-
на для дальнейших рассуждений.

Типичный ГЭ – i при последовательном 
рассмотрении может располагаться либо на 
свободной части одного из граничных конту-
ров, либо на поверхности контакта соответ-
ствующих подобластей. В первом случае i-е 
уравнение в (17) получается, исходя из гранич-
ных условий, которые в этом случае обязатель-
но известны, тогда как во втором случае они 
находятся путем использования условий нераз-
рывности на поверхности контакта.

Составленная таким образом система алге-
браических уравнений дает решение для опре-
деления jDs , jDn . Очень важными являются 
проверки правильности решения поставленной 
задачи. К ним можно отнести:

1. По определенным значениям jDs , jDn
подсчитываются и проверяются заданные гра-
ничные условия по свободным поверхностям 
подобластей. При этом очень важным является 
тот факт, что подсчитываются граничные усло-
вия только по значениям jDs  и jDn , принадлежа-
щим только к соответствующей подобласти.

2. Проверяется выполнение всех четырех 
условий неразрывности на контактных поверх-
ностях и только на основе значений jDs  и jDn , 
принадлежащих только к соответствующим по-
добластям в отдельности.

Основой представленной методики явля-
ется выполнение физических условий на кон-
такте разнородных материалов. Выполнение 
этих условий позволяет составить численную 
процедуру для любых задач с разнородны-
ми материалами. Недостатком метода гра-
ничных элементов для решения такого типа 
задач является необходимость изменения в 
программе алгоритма составления системы 
линейных уравнений в зависимости от кон-
кретных особенностей нахождения в контакте 
материалов. 
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