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The computer modeling of the stationary thermal conditions of the cylindrical 
ceramic sample in the rectangular resonator has been made on the basis of 2D 
equations of energy balance and the reduced wave equation. The comparison 
of dependences of the sample temperature on the supplied microwave power 
for an attuned and untuned resonator was made. 

 
 
В настоящее время для производства инст-

рументальных керамических материалов ис-
пользуется и активно исследуется высокотем-
пературный микроволновый нагрев, обладаю-
щий рядом преимуществ перед традиционным 
резистивным нагревом, главным из которых яв-
ляется объемный характер выделения тепла [1]. 

Зависимость физических свойств керами-
ки от температуры и изменение их при нагреве 
приводят к возникновению в ней наблюдае-
мых на опыте температурной нестабильности 
перегретых областей, расстройки резонаторов 
и, как следствие, изменению диссипируемой в 
образце мощности СВЧ излучения [1–2].  

Нагрев керамического материала Al2O3 
различными типами волн рассматривался в 
работах [1, 3–6]. Полученные в них аналитиче-
ские и численные результаты показывают 
сложный характер зависимости стационарных 
тепловых состояний керамики от подводимой 
мощности СВЧ излучения. Так, зависимость 
температуры керамического цилиндра от под-
водимой мощности имеет характерную S-об- 
разную форму, обусловленную температур-
ным изменением физических свойств самой 
керамики, и, в наибольшей степени, изменени-
ем ее комплексной диэлектрической прони-
цаемости. В работе [4] разработана одномер-

ная модель микроволнового нагрева керамиче-
ского образца в цилиндрическом резонаторе. 
Данная работа посвящена развитию этой мо-
дели на двумерную задачу расчета стационар-
ных тепловых состояний керамического об-
разца в прямоугольном резонаторе. 

Модель. Рассматривается система микро-
волнового нагрева (рис. 1), состоящая из пря-
моугольного волновода I высотой b и шириной 
a; резонатора II длиной l и шириной h с кера-
мическим образцом III – цилиндром радиуса R 
и высотой b. СВЧ излучение подводится в ре-
зонатор H10-волной по волноводу через отвер-
стие связи 3. В результате диссипации энергии 
электромагнитного поля керамический мате-
риал нагревается. Стационарность теплового 
состояния образца обеспечивается отводом 
выделившегося в нем тепла в окружающий 
воздух. Настройка резонатора на заданной 
частоте электромагнитного поля производится 
подбором его геометрических размеров. Для 
точной подстройки системы изменяется поло-
жение ∆l короткозамыкающего поршня 2. 

Для математического описания стацио-
нарного теплового состояния керамического 
образца полагается, что все характеристики 
электромагнитного поля и керамики неизмен-
ны по высоте системы – вдоль оси y  выбран-
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Рис. 1. Схема системы микроволнового нагрева:  
I – прямоугольный волновод; II – резонатор; III – керамический образец;  

1 – входное сечение волновода; 2 – поршень для настройки системы;  
3 – отверстие связи волновода с резонатором. 

 
ной декартовой системы координат ( , ,x y z ) 
(рис. 1); конфигурация электромагнитного по-
ля в резонаторе определяется волноводной 
H10-волной ( )(0; ;0) i t kz

yE E E e ω −=
r , ( )( ;0; ) i t kz

x zB B B e ω −
r

. 
Тогда стационарное уравнение баланса энер-
гии в керамике и приведенное волновое урав-
нение запишутся в виде: 

2
0

1 0
2 i

T T E
x x z z
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ + λ + ωε ε =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;(1) 

2 2 2

2 2 2 ( ) 0r i
E E i E

x z c
∂ ∂ ω

+ + ε − ε =
∂ ∂

. (2) 

Здесь E
r

, B
r

 – напряженность электриче-
ского и индукция магнитного полей; Т – тем-
пература; 2 fω = π ; f – частота электромаг-

нитного поля; 2 2( / ) ( / )k c a= ω − π  – продоль-
ное волновое число в волноводе; λ  – 
теплопроводность; r iiε = ε − ε  – комплексная 
диэлектрическая проницаемость керамики; 

0ε – электрическая постоянная; c – скорость 
света; i – мнимая единица. 

Граничные условия. Температурное поле 
рассчитывается из уравнения (1) только в ке-
рамическом образце, на границе которого ста-
вятся условия третьего рода – теплообмен с 
окружающим воздухом заданной температуры 
Т0: 

r R=  : 0( )T T T
x

∂
−λ = α −

∂
, 

где коэффициент теплоотдачи α  цилинд-
ра с горизонтально расположенной осью для 
свободной ламинарной конвекции рассчиты-
вается по формулам [7]: 

1
4Nu 0.47(Gr Pr)= ⋅ , Nu Lα

=
λ

. 

Здесь Pr /pC= μ λ  – число Прандтля; 
2 3 2Gr /g TL= βρ Δ μ  – число Грасгофа; Nu  – 

число Нуссельта; μ , pC ,β  – динамическая 
вязкость, удельная теплоемкость, температур-
ный коэффициент объемного расширения воз-
духа; g – ускорение силы тяжести; 0T T TΔ = − ; 

2L R=  – характерный размер системы. 
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Для приведенного волнового уравнения 
(2) граничные условия ставятся по всему кон-
туру расчетной области: 

 во входном сечении одномодового прямо-
угольного волновода – суперпозиция па-
дающей с амплитудой IE  и отраженной с 
амплитудой RE  H10-волн 

[ exp( )
exp( )]sin( / )

I

R

E E ikz
E ikz x a
= − +

+ π
 (3) 

преобразуется к виду условия излучения: 

2 exp( )sin( / )I
E ikE ikE ikz x a
z

∂
− = − − π

∂
; 

 на стенках конечной проводимости резона-
тора ставятся граничные условия Леонто-
вича [8], которые в рассматриваемом слу-
чае запишутся в виде: 

0;x h= | 0;z l= : 
0

ZE B n= ×
μ

r r r
, 

где 
1/ 2

0(1 )
2

Z i
ωμ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

– поверхностный им-

педанс; σ  – электропроводность материала 
стенок резонатора; nr  – внешняя нормаль к 
границе области определения поля; 0μ  – маг-
нитная постоянная; 

 на идеально проводящих стенках волново-
да и поршня: 0E = . 
Метод решения. Дискретизация уравне-

ний (1–2) производится методом контрольных 
объемов [9]. Нелинейные дискретные аналоги 
приведенного волнового уравнения и уравне-
ния баланса энергии решаются на каждой ите-
рации последовательно методом исключения 
Гаусса. Поскольку приведенное волновое 
уравнение определяет напряженность элек-
трического поля с точностью до произвольно-
го постоянного множителя, то граничное ус-
ловие на входе волновода заменяется соотно-
шением 0z z= : sin( / )E x a= π% . Полученное 
численное решение ( ),E x z%  масштабируется 

( ) ( ), ,EE x z K E x z= %  с коэффициентом EK , оп-
ределяемым через мощность падающей волны: 

2

04
I

I
kEP ab=
μ ω

, ( )0/ / 2,E I IK E E a z= %  

или диссипируемую в керамике мощность: 
21

2
c

D
S

P b E dxdz= σ∫∫ , /c c
E D DK P P= % , 

где S – площадь сечения керамического ци-
линдра; амплитуды IE% , RE%  вычисляются по 
следующим из соотношения (3) формулам: 

( )0
// 2,

2 sin( / )
i k z

I
E z i kEE a z e
i k x a
∂ ∂ −

= −
π

% %
% ; 

( )0
// 2,

2 sin( / )
i k z

R
E z i kEE a z e
i k x a

−∂ ∂ +
= +

π

% %
% . 

Корректность численного счета контроли-
руется проверкой интегрального баланса энер-
гии в виде: 

c r
I R D DP P P P= + + , 

где принята во внимание идеальная проводи-
мость стенок волновода и поршня, а погло-
щаемая резонатором мощность вычисляется 
как поток вектора Умова−Пойнтинга сквозь 
стенки резонатора 0( / )r

DP E B ds= × μ ⋅∫
r r r . 

Результаты. Проводится расчет стацио-
нарных тепловых состояний керамического 
образца спеченной окиси алюминия Al2O3 
(плотностью 97%) для следующих значений 
внешних параметров задачи: f = 10 ГГц; а = b =  
= 20 мм; R = 8 мм. Физические свойства кера-
мического материала взяты из [4]. Материал 
стенок резонатора – медь. 

Резонатор без керамического образца. 
Для апробации численной реализации элек-
тродинамической задачи проводится расчет 
характеристик электромагнитного поля в пус-
том (без керамического образца) резонаторе, 
который можно рассматривать как прямо-
угольный волновод закороченный на обоих 
концах с условием резонанса [10]: 

0 2 2 2 2 2 2

2
/ / /m h p l q b

λ =
+ +

, (4) 

где 0 /c fλ =  – длина волны; m, p, q – число 
полуволн, укладывающихся на ширине h, дли-
не l и высоте b резонатора соответственно. 

Коэффициент поглощения резонатора оп-
ределяется как отношение поглощаемой стен-
ками резонатора мощности к подводимой по 
волноводу СВЧ мощности /r

D IP P . Для задан-
ных положения и размеров отверстия связи 
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настройка плоского прямоугольного резонато-
ра производится путем подбора его размеров h 
и l так, чтобы коэффициент поглощения резо-
натора принимал наибольшее значение. Далее 
осуществляется точная подстройка выбором 
положения ∆l короткозамыкающего поршня 
(рис. 1). В качестве примера на рис. 2 пред-
ставлены результаты расчета электромагнит-
ного поля в резонаторе с отверстием связи 
шириной 0.8⋅a и с геометрическим центром, 
совпадающим с центром стенки l резонатора. 

Видно (рис. 2а), что в настроенном резо-
наторе с параметрами системы h = 51,6 мм;  
l = 60 мм, ∆l = 9,8 мм укладывается, в соответ-
ствии с условием резонанса (4), целое число 
полуволн: m = 3 на ширине h и p = 2 на длине  
l резонатора. В ненастроенном резонаторе  
(рис. 2б) с параметрами h = 53,6 мм; l = 60 мм, 
∆l = 9,8 мм поле мало по сравнению с полем 
стоячей волны в волноводе. 

Резонатор с керамическим образцом. В 
качестве критерия настройки резонатора с 
размещенным в нем по центру цилиндриче-
ским керамическим образцом выбирается ус-
ловие минимальности значения подводимой 
СВЧ мощности IP  при фиксированной дисси-
пации СВЧ мощности r

DP  = 1 Вт в керамике. 
Перенастроить уже настроенную без ке-

рамического образца резонаторную систему 
изменением положения поршня не удалось. 
Поэтому потребовалось изменить высоту ре-
зонатора (h = 55,6 мм) и положение поршня  
∆l = –3,5 мм. Такой резонатор в дальнейшем 
рассматривается как настроенный. Затем пор-
шень был возвращен в положение, соответст-

вующее первоначальной настройке резонатора 
без керамического образца ∆l = 9,8 мм. Такой 
резонатор в дальнейшем рассматривается как 
ненастроенный. Картина распределения элек-
трического поля в настроенном и ненастроен-
ном резонаторах проиллюстрирована на рис. 3. 

Стационарные тепловые состояния ке-
рамического образца в резонаторе. Как и в [3–
6] получено, что в стационарном случае из-за 
относительно большой теплопроводности ке-
рамического материала поле температуры в ке-
рамике слабо неоднородно, несмотря на замет-
ную неоднородность источников тепловыделе-
ния (рис. 4). Поэтому тепловое состояние 
образца вполне характеризуется максимальным 
значением maxT  температуры, которая неодно-
значно определяется заданием подводимой 
СВЧ мощности IP  микроволнового излучения. 
При задании в качестве внешнего электродина-
мического параметра задачи диссипируемой в 
керамике мощности рассчитанная совокупность 
стационарных состояний в плоскости ( IP , maxT ) 
образует нелинейную зависимость max I( )T P , 
имеющую характерную S-образную форму 
(рис. 5). В определенном диапазоне каждому 
значению СВЧ мощности соответствуют не-
сколько стационарных состояний, образующих 
последовательность чередующихся между со-
бой устойчивых (на ветвях с max I/ 0dT dP > ) и 
неустойчивых ( max I/ 0dT dP < ) решений. Устой-
чивость состояний определяется из физических 
соображений по отношению к флуктуациям 
температуры.  

 
 

(а)  (б)  
 

Рис. 2. Поле модуля напряженности электрического поля в настроенном (а)  
и ненастроенном (б) резонаторе. 
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(а)  (б)  
 

Рис. 3. Поле модуля напряженности электрического поля в настроенном (а)  
и ненастроенном (б) резонаторе с керамическим образцом. 

 
 
 

(а)  (б)  
 

Рис. 4. Распределение областей тепловыделения в керамическом образце  
для настроенного (а) и ненастроенного (б) резонатора. 

 
 
 

 
Рис. 5. Зависимость максимальной температуры цилиндрического керамического образца  

97% Al2O3 от подводимой мощности (1 – ненастроенный резонатор; 2 – настроенный резонатор). 
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Видно (рис. 5), что параметры резонатор-
ной системы оказывают влияние на зависи-
мость максимальной температуры стационар-
ных состояний от подводимой мощности, но 
качественный вид кривой в рассмотренных 
случаях не изменяется. Участок кривой 1 в тем-
пературном интервале 450−1150ºС и диапазоне 
подводимой мощности 100−1100 Вт − это неус-
тойчивая относительно температурных флук-
туаций ветвь зависимости максимальной тем-
пературы от подводимой мощности. Макси-
мальная температура на этом участке не может 
быть однозначно определена заданием подво-
димой мощности. С изменением положения 
поршня ∆l (рис. 5 кривая 2) температурные гра-
ницы неустойчивой ветви изменились незначи-
тельно (450−1000ºС), а по подводимой мощно-
сти верхняя граница диапазона уменьшилась с 
1100 до 200 Вт. Наличие неустойчивой ветви 
рассматриваемой зависимости может приво-
дить к неконтролируемому увеличению темпе-
ратуры в зонах поглощения СВЧ излучения, и 
значительно усложняет управление микровол-
новым нагревом керамики. 

Проведенный расчет системы микровол-
нового нагрева, состоящей из прямоугольного 
резонатора с образцом керамики и подводяще-
го энергию электромагнитного поля волновода 
с короткозамыкающим поршнем, на основе 
двумерных уравнений баланса энергии и при-
веденного волнового уравнения подтверждает 
результаты, полученные в [4] при решении од-
номерной задачи нагрева керамического об-
разца в цилиндрическом резонаторе. Вид зави-
симости максимальной температуры стацио-
нарных состояний образца от подводимой 
мощности имеет характерную S-образную 
форму. Поле температуры в керамике слабо 
неоднородно. Области интенсивного тепловы-
деления имеют размеры близкие к длине вол-
ны СВЧ поля в керамическом образце. 

В рассмотренной системе микроволнового 
нагрева вид зависимости максимальной тем-

пературы от подводимой мощности с измене-
нием положения короткозамыкающего порш-
ня качественно не изменяется. 
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