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После  определения  uk(t)  и Vk(t, x),  согласно 
формуле  (13),  вычислим  k-е  приближение  мини-
мального значения функционала 

которое удовлетворяет оценке 

  (30)

где c1 и с2 положительные постоянные.
Как  следует  из  оценок  (28)–(30)  приближен-

ное  решение    задачи  нели-
нейной оптимизации сходится при k→∞ к точному 
решению 
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Исследованы вопросы разрешимости задачи нелинейного оптимального управления упругими колеба-
ниями, описываемыми линейными уравнениями с разрывным коэффициентом. Найдены достаточные ус-
ловия разрешимости и разработан алгоритм построения приближенного решение задачи оптимизации и 
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1.	Слабо	обобщенное	решение	краевой	зада-
чи	 управляемого	 процесса.  Пусть  управляемый 
процесс  описывается  скалярной  функцией  , 
которая  удовлетворяет  в  области   
уравнению колебания [1]:

  (1.1) 
на границе Q начальным

  (1.2)
и граничным

  (1.3) 
условиям, где 

   
  –  заданные  функции;    – 

функция  внешнего  воздействия,  которая нелиней-
но  зависит  от  функции  управления   
и является монотонной по функциональному аргу-
менту  ,  ; H  –  гильбертово  простран-
ство; T – фиксировано.

Решение  краевой  задачи  (1.1)–(1.3)  ищем  
в виде

,  (1.4) 

где  функции  ,  ,  образуют  пол-
ную  ортонормированную  систему  в  пространстве 

,  а    –  собственные  значения,  которые 
определяются  как  решение  трансцендентного 
уравнения   и обладают свойствами:
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,  .  (1.5)

Определение 1.1. Любая функция  ,  
которая  при  каждом  фиксированном  управлении 

  удовлетворяет  интегральному  урав-
нению

  (1.6)

где   – коэффициенты Фурье со-
ответственно функций  , 
называется слабо обобщенным решением краевой 
задачи (1.1)–(1.3).

Коэффициенты Фурье  , при каждом фик-
сированном  , определяются как решение 
интегрального уравнения: 

 (1.7)

Заметим, что интегральное уравнение (1.7) эк-
вивалентно дифференциальному уравнению

,

которое известно как уравнение Матье [2].
Решение  интегрального  уравнения  (1.7),  со-

гласно методам решения интегральных уравнений 
[3], находим по формуле:

 (1.8)

где 

, 

резольвента  интегрального  уравнения  (1.7),  итери-
рованные ядра   определяются по формулам

 
Подставляя (1.8) в (1.4) получим функцию 

  (1.9)

которая,  в  силу  единственности  решения  инте-
грального уравнения (1.7), является единственным 
решением краевой задачи (1.1)–(1.3).

Лемма 1.1. Решение  (1.9)  краевой  задачи 
(1.1)–(1.3) является элементом пространства  .

Доказательство: Непосредственным  вычисле-
нием получим неравенство

 
где символом   – обозначена норма в простран-
стве H; M1 – положительная постоянная, из которо-
го следует утверждение леммы.

2.	 Решение	 нелинейной	 задачи	 оптимиза-
ции.	Рассмотрим задачу оптимизации, где требует-
ся минимизировать функционал 

, (2.1)

где    заданная  функция  на  множестве 
решений краевой задачи (1.1)–(1.3).

На  основе  принципа  максимума  для  систем  
с распределенными параметрами [4] получим сле-
дующие условия оптимальности:

  (2.2) 

  (2.3)

где    –  частные  производные 
первого  и  второго  порядков  по  переменной  u; 

  –  слабо обобщенное решение сопряженной 
краевой задачи:

,  ,
,
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Решение сопряженной краевой задачи ищется 

в виде

, 

и коэффициенты Фуре   определяются по фор-
мулам:

где   – функция, сопряженная с функцией 
.

Условие оптимальности (2.3), где присутству-
ет решение сопряженной краевой задачи, является 
трудно проверяемым условием. Поэтому это усло-
вие преобразуем к виду свободного от решения со-
пряженной краевой задачи:

.  (2.4)

Таким образом, оптимальное управление  ,  
которое  минимизирует  функционал  (2.1),  долж-
но  удовлетворять  условиям  оптимальности  (2.2)  
и  (2.4). Из условия оптимальности (2.2), с учетом 
решения  сопряженной  краевой  задачи,  получим 
следующее соотношение:

  (2.5)

где

(2.6)

которое  называется  нелинейным  интегральным 
уравнением  оптимального  управления.  Таким  об-
разом, относительно оптимального управления по-
лучаем задачу нового типа, где требуется найти ре-
шение нелинейного интегрального уравнения (2.5), 
удовлетворяющее дополнительному условию (2.4). 
Поскольку уравнение (2.5) является интегральным 
уравнением  типа  Фредгольма,  то,  согласно  свой-
ствам  этого уравнения,  решением этой  задачи яв-
ляется лишь знако-определенная функция  . По-
этому при исследовании разрешимости уравнения 
(2.5) отдельно рассмотрим случаи:

 и 
Пусть   В  этом случае инте-

гральное  уравнение  (2.5)  и  дополнительное  усло-
вие (2.4) примут следующий вид: 

 (2.7)

  (2.8)

Теперь  преобразуем  интегральное  уравнение 
(2.7). Согласно методике работы [5] введем обозна-
чение (т.е. новую искомую функцию):

.  (2.9)

Отсюда,  в  силу  монотонности  функции
 по переменной u, функция   определя-

ется  однозначно,  т.е.  существует функция    та-
кая, что 

.  (2.10)
Согласно  (2.9)  и  (2.10)  интегральное  уравне-

ние (2.7) перепишем в операторной форме
,  (2.11)

где  . (2.12)

Теорема 2.1. Пусть функция   удовлет-
воряет условиям:

1.  ;

2. Выполняется условие (2.8) для любой функ-
ции  ;

3. По переменной   удовлетворяет условию 
Липшица, т.е. 

Тогда при выполнении условий 
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и 

операторное  уравнение  (2.11)  в  пространстве 
 имеет единственное решение  .

Подставляя  решение    в  (2.10),  получим 
решение

  (2.13)
нелинейного интегрального уравнения (2.7), удов-
летворяющего дополнительному условию (2.8).

Далее  согласно  формулам  (1.9)  и  (2.1)  нахо-
дим процесс   и  . 

Аналогично  исследуется  случай,  когда 

Пусть  тройка    явля-
ется  решением  задачи  оптимизации  в  случае 

  а  тройка   
–  в  случае    Тогда  решением  за-
дачи нелинейной оптимизации является та тройка, 
у которой функционал принимает меньшее значе-
ние, чем функционал у другой тройки. 

3.	 Приближенное	 решение	 задачи	 не-
линейной	 оптимизации.	 Пусть  тройка 

  является  решением  задачи 
оптимизации.  На  практике  не  всегда  удается  по-
строить  точное  решение  нелинейного  интеграль-
ного  уравнения  (2.11).  Поэтому  его  решают  при-
ближенно. Приближенное решение интегрального 
уравнения (2.11) можно найти методом последова-
тельных приближений, т.е. по схеме [3, 6]:

 
где    –  произвольный  элемент  пространства 

.  В  условиях  теоремы  (2.1)  приближен-
ное решение   уравнения (2.11) удовлетворяет 
оценке 

.  (3.1)

Зная  ,  по  изложенной  выше  схе-
ме  можно  найти  тройку  ,  
которая  является  k-тым  приближением  тройки 

.
Установлены следующие оценки: 

1) 

2) 

3)   

из которых следует сходимость приближенных ре-
шений задачи нелинейной оптимизации.
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