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Рассматривается математическая модель процесса фильтрации, которая

сформулирована некорректно. С помощью аппарата группового анализа

дифференциальных уравнений снимается некорректность. Неизвестный ко-

эффициент фильтрации представляется в параметрической форме.

Рассмотрим случай, когда водопроводимость водоносного пласта изменяется от точки к
точке в области, где исследуется процесс фильтрации. Это означает, что коэффициент фильт-
рации является функцией от координаты точек. С помощью измерений, полученных только от
опытно-фильтрационных работ (ОФР), зная значения коэффициента фильтрации на отдельных
опорных точках в области течения? нельзя удовлетворительно аппроксимировать эту функцию.
Для относительно удовлетворительного описания ее требовалось бы знать нужные значения на
достаточно многочисленных точках, что требует больших материальных затрат и много вре-
менных ресурсов.

От перечисленных неудобств исследователя освобождает только математическое моде-
лирование.  В работе мы изложим метод идентификации модели к объекту в случае,  когда ис-
комый коэффициент фильтрации зависит от координаты точек.

Итак, рассматривается математическая модель процесса, описываемая уравнениями [1]:
уравнением неразрывности
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которые называются обобщенным законом Дарси. Здесь (x,y,z) – прямоугольные координаты,
h(x,y,z) – гидравлический напор, k(x,y,z) – неизвестный коэффициент фильтрации, ,0k ¹
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 − вектор плотности потока, а функция F(x,y,z)  учитывает влияние работы верти-
кальных дрен или воздействия инфильтрации и испарения, которая также считается неизвест-
ной.

Неизвестный коэффициент фильтрации k ищем в следующем виде:
).z,y,x(kk =                         (3)

Применим групповой анализ дифференциальных уравнений к системе (1), (2). Инфините-
зимальным оператором для системы (1), (2) будет следующий оператор [2]:
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где
3321
g...,,,, xxx  − координаты инфинитезимального оператора X, и они зависят только от
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Первым продолжением оператора X будет оператор
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Согласно теории группового анализа, из (5) ( )...3,2,1i,
ii

=ms   определяются по сле-
дующим формулам:
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Воздействуя оператором
1
X  на (1), (2), приходим к системе:
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Подставляя известные значения операторов
321321

,,,,, mmmsss  в уравнения (6),  (7),  учиты-
вая (1), (2) и делая некоторые необходимые выкладки и расщепления, получим следующие оп-
ределяющие уравнения:
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С учетом (8), (9) из (7) имеем уравнения
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Решениями системы (9) будут функции [3]:
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Здесь )7,6,5,4,3,2,1j;3,2,1i(B,A ji == − произвольные постоянные.
Из (6), учитывая уравнения (1), (2), (8), (10) и используя метод неопределенных коэффициен-
тов, из полученного уравнения приходим к системе следующих определяющих уравнений:
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Из (14) имеем, что
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где М, N – пока неизвестные функции от перечисленных аргументов.
Для простоты допустим, что

1B,BM,0NCAAA 11321 =-====== .         (16)
Тогда из (11) остается линейная часть
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С учетом (16), из (15) имеем, что
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Далее, учитывая (16) подставляем (17) в (13) и получим
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Откуда имеем
kXk = .                                                         (19)

Согласно теории группового анализа, в случае когда В1=1 и Вi=0 ),0( ¹i  имеем

.z,y,x
321
=x=x=x                                                   (20)

С учетом (20) из (17) приходим к уравнению
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общим решением которого является функция
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xk  − произвольная функция, которая определяется с помощью данных, полученных

ОФР.
Учитывая (17), (18) и (20), из (12) имеем

-2×F=XF,                                 (23)
также из (10) получим
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Нетрудно убедиться, что решением уравнения (23) будет функция
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В этом случае базисными операторами будут
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Находим все инварианты оператора 1X
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Используя преобразования
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и переходя к новым переменным, имеем
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Подставляя (28) в уравнения (1) и (2), с учетом
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приходим к равенствам
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Подставляя (29) в (30), окончательно приходим к уравнению
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Поскольку 0k ¹ , то последнее уравнение переходит к следующему уравнению:
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Квазилинейное уравнение (31) неудобно для приближенного анализа. Поэтому его при-
ведем к дивергентной форме. Решая соответствующее дифференциашльное уравнение, полу-
чим
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Полученное уравнение представлено в градиентной форме, которая удобна для применения метода
конечных элементов. Обратный переход к старым переменным осуществляется с помощью сле-
дующего преобразования:
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Итак, в результате группового анализа дифференциальных уравнений недоопределенная
модель приведена к замкнутому уравнению. Коэффициент фильтрации представлен в явной
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параметрической форме.
Приводим тестовый пример.

Пусть дана краевая задача фильтрации, рассматриваемая в области
( ){ }10,21,10/,, 3 ££££££Î= zyxRzyxD .

Задача описывается дифференциальным уравнением
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с граничным условием
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Данная краевая задача имеет точное решение, удовлетворяющее уравнению (33) и граничное
условие (34)

.cos)sin(2),(h 22 d+t+t×=dt                                          (35)
В области D рассмотрим сечения

2y...yy1 n10 =<<<= .
Задача решена методом конечных элементов. Полученные  результаты сравнивались с точным
решением  (35), которые приведены табл.
Для краткости записи ограничились с сечением, когда y=1.5.
Таблица
Значения точного и приближенного решения задачи (33) − (35).

N узлов h (точн. зн.) h (приб.зн.) N узлов h (точн. зн.) h (приб.зн.)
57 2.584 2.649 67 2.388 2.421
58 1.999 2.090 68 1.775 1.830
59 1.433 1.437 69 1.189 1.251
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