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В данной статье рассмотрена задача определения теплового расширения
термоупругости при

переменных функций плотности среды и коэффициентов Ламэ.
This article deals with the problem of the definition of heat expanding of thermo-elasticity in

changing
functions of density area and Lame`s coefficient.

Динамическая обратная задача термоупругости впервые поставлена и исследована в
работах В.Г. Яхно и С.О. Апбасова [1,2].

В этих работах исследована задача определения переменных функций плотности среды
и коэффициентов Ламэ.

1. Постановка задачи

Пусть на границу x=0 полупространства +R  задается тепловой удар и при этом
температура на границе повышается  от  температуры Т0 до Т1 .

При этом математическая модель термоупругости описывается дифференциальным
уравнением в частных производных вида [3]:

( ) ( )

,,))],,(())(2)(3(

,))(2)([(,)( 2

2

++ ÎÎ++

+
¶

¶
+

¶
¶

=
¶

¶

RtRztzRzz
z

tzuzz
zt

tzuz

qml

mlr
           (1)

[

ò

ò

--=ú
û

ù
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
---

-´-==

z

s

deerfckt
kt

zerfcktz

ktzerfcTTtzdyysRгде

0

2

0
01

.21)(,
2

)exp(

))2/(()(),(,)()(

2

x
p

gggg

qa

x

Здесь T T K0 1, , ,g  − фиксированные положительные числа, q ( , )z t  − приращение

температуры, a ( )y  − тепловое расширение, к − температуропроводность, g=q/n , q -
теплоотдача, n - теплопроводность.

Физический смысл прямой задачи термоупругости заключается в определении
конвективного теплообмена u(z,t),  происходящей в среде при начальных и граничных
условиях:
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Отметим, что граничное условие (3.) при )()),0(( 01 TTtR --= gq
моделирует тепловой удар на поверхности полупространства R+, т.е. температура на границе
повышается от Т0 до Т1. При этом между границей среды х0=0 и средой происходит
конвективный теплообмен.

Обратная задача. Определить функцию a(y) − теплового расширения из (1.) -(3) при
известной дополнительной информации относительно решения прямой задачи

,0],,0[),(0),( constTTttgztzu -<Î==    (4.)

и при известных функциях r(z) − плотности среды, l(z), m(z) − коэффициентов Ламэ.
Замечание. Определение коэффициента Ламэ l(z) при известных m(z), r (z) a(y), где

они постоянны,  рассмотрено нами в  работе [4].
Рассмотрим случай, когда l(z), m(z), r (z) – переменные функции. Тогда из (1) − (4)

получим:
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)(za функция.янеизвестна-
   Относительно дополнительной информации g(t) должны выполняться:

( ) ( )RCtggztugu 4,0)0(0,0)0()0,0( Î=¢====  (7)

Введем замену переменных xxmxlxr dzzx ò += 0 ))(2)(()()(  и замену

новых функций
).())((),())((),())((),,()),(( zzxzzxzzxtzutzx rrmmllu ====

Вычислим:
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Для краткости шапочки у всех новых уравнений убираем, тогда из (5) − (7)
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 Пусть относительно искомой функции Ф(x,t) выполнены   условия:

( ) otxФMtxRRCtx LÎ>³F´+ÎF ,,0),(),(2),(     (12)

2. Конечно - разностное решение
Для численного решения введем сеточную область

),,0(:),(,,{)( TkhkhihkhtihxT kih Î===D }ihTihkh -££  где h −
сеточный шаг по z,t.  Составим разностную схему обратной задачи (8) − (11)
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Исследуем сходимость решения обратной задачи (13) − (16) к точному решению обратной

задачи (8) − (11).

Перепишем разностное уравнение (13)
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Последовательно подставляя в правую часть последнего уравнения выражения uk
i+1,  uk-1

i,
uk

i-1   и т.д., получим:
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 Приравнивая  в (17.) i=0 , получим:
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Из (18) имеем:
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Из (18) и последнего получим:
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Из (15) имеем:
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Отсюда:
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Формулы (17) − (20) при kkNiNk ,;1,1 -=-=  являются разностными аналогами
формулы Даламбера.

По методике  [3] можно показать сходимость пары ui
k+1, Ф1

k+1 решение обратной задачи
(13) − (16) к точному решению пары u(z,t), Ф(0,t) обратной задачи (8) −  (11).

Теорема. Пусть для g(t) ]),0([4 TСÎ  решение обратной задачи (5) − (6) существуют и

удовлетворяет условию (12) и пусть ))((),( 4 TCtxu DÎ .Тогда приближенное решение ,
построенное конечно-разностным методом,  обратной задачи (13) − (16) сходится к точному
решению обратной задачи (8)  − (11)  в классе С со скоростью порядка О(h) при некотором
«малом» Т.
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