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For the solution of nonlinear integrated equation of the first order the regulating operator is 
constructed in the article. The convergence of the  
approached solution to the exact solution of the initial equation is received. 

 
 
Линейное интегральное уравнение первого рода исследовано в работах [1–3]. Нелинейное инте-

гральное уравнение первого рода с симметричным ядром рассматривалось в [4] и построен регуля-
ризующий оператор для ее решения. В данной работе для слабо нелинейного интегрального урав-
нения с несимметричным ядром построен регуляризующий оператор. 

Рассмотрим интегральное уравнение I-рода  

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]∫ ∫ ∈+==
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,1,0,,,, tdsszstMtudsszstKAz δ   (1) 

где ( )stK ,  – непрерывная функция по 1,0 ≤≤ st  и удовлетворяет условию 
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,0,0, zdsdttzszstK   (2) 

( )tz  – искомая функция, ( )tu  – заданная функция, ( )( )szstM ,,  – известная непрерывная функция по 
z и удовлетворяет условию Липшица. 

Допустим, что при ( ) ( ) [ ]1,00 Ctutu ∈=  и 0=δ  уравнение (1) имеет единственное решение 
( ) ( )1,00 Ctz ∈ . Но в практических задачах вместо функции ( )tu0  задается ее приближенное значение 
( )tuδ  такое, что  

( ) ( ) ( ) δδ ≤−
1,00 C

tutu .  (3) 

Уравнение (1) с заданной функцией ( )tuδ  вообще говоря, решения не имеет, если даже имеет 
решение, то оно не является близким по норме к ( )tz0 . Наряду с уравнением (1) рассмотрим урав-
нение [2]  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ∫+=+
1

0

1

0

,,,, dsszstMtudsszstKtz δα αα
  где 0>α .  (4) 

и покажем, что при выполнении некоторых условий решение уравнения (4) является близким по 
норме пространства [ ]1,0C  к решению уравнения (1).  
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Л е м м а 1. Пусть: 1) ядро ( )stK ,  непрерывно по 1,0 ≤≤ st  и удовлетворяет условию (2); 2) 
функция ( )zstM ,,  непрерывна по 1,0 ≤≤ st  и удовлетворяет условию Липшица по z; 3) параметр 

α  удовлетворяет условию 
( ) 02 →
δα

δ  при 0→δ . Тогда при любом ( ) ( )1,0Ctu ∈  и при достаточно 

малом δ  уравнение (4) имеет единственное решение ( ) ( )1,0Ctz ∈α  и справедлива оценка 

( ) ( ) ( ) ( )1,02
0

1,0 CC
tu

A
tz

αα ≤ , где constA = .  (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем оператор 

( ) ( )∫=
1

0

* ., dssztsKzA  

Тогда операторы AA*  и *AA  являются положительными и сопряженными. Пусть ( ){ }tiψ  и 

( ){ }tiϕ  – ортонормированные собственные функции операторов AA*  и *AA , соответствующие ха-
рактеристическим числам { }2

iλ , соответственно. Используя обобщенную теорему Гильберта-
Шмидта, имеем  
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где ( ) ( )dssszz kk ∫=
1

0

ψα
, ,...2,1=k . Подставляя (6) в (4), получаем 

( ) ( ) ( ) ( )( )∑ ∫
∞

=

+−=
1

1

0

,,1
k

k
k

k dsszstMz
ttutz αα α

δ
λ
ϕ

αα
.   (7) 

В правой части (7) неизвестными являются коэффициенты kz . Обе части выражения (7) умно-
жаем на функции ( )tiψ  и интегрируем от 0 до 1. 
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Бесконечную линейную систему (8) можно выписать в операторном виде  
UB =+ ϑαϑ ,  (9) 

где  ( ) ( ) ( )∞=
∞

=
∞
= === 11,1 ,/, iikikikii UUBz λαϑ . 

Из условии (2) следует, что оператор B в пространстве 12 является положительным [3]. В силу 

свойства коэффициента Фурье ∞<⎟
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l
, т.е. 2l∈U . Отсюда следует, что при любом 

2l∈U  уравнение (9) имеет единственное решение 2l∈ϑ , т.е. оператор ( )BE +α  обратим 
( ) ,1UBE −+= αϑ   (10) 

причем для нормы обратного оператора справедлива оценка [2]  
( ) ααϑ /
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1 UUBE ≤+= −

ll
. (11) 
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Подставляя (10) в (7), получаем 
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Уравнение (12) является нелинейным интегральным уравнением относительно ( )tzα .  

Правая часть нелинейного уравнения (12) при 
( ) 0,02 →→ δ
δα

δ  является оператором сжатия в 

пространстве [ ]1,0C . В силу принципа сжимающих отображений уравнение (12) имеет единствен-
ное решение, которое обозначим через ( )tzα . 

Покажем, что при 0>α  решение ( ) ( )1,0Ctz ∈α . Из (12) имеем 
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Лемма доказана. 
Решение уравнения (4) при ( ) ( )tutu 0=  обозначим через ( )tz 0

α . Это решение в силу формулы 
(12) представимо в виде 
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Имеем, что ( )tu0  удовлетворяет тождеству  
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Подставляя это в (13), получаем 
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является нелинейным интегральным оператором. 
Обозначим через 
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Тогда (14) запишем в виде 
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Уравнение (15) является нелинейным интегральным, причем правая часть является в простран-
стве [ ]1,0C  – оператором сжатия. 

Допустим, что точное решение ( )tz0  принадлежит множеству rM : 
( ) ( ) ( ){ }rtKtzM

Lr ≤∈=
1,0000

2
, ϑϑ . 

Множество [ ]1,0rM  является компактным в пространстве [ ]1,0C . Из представления 
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получаем, что 
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Используя эти тождества, из (15) получаем 
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Используя, что ( )0
αzG  удовлетворяет условию Липшица, получаем 
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Допустим, что 
( ) 02 →
δα

δ  при 0→δ . Тогда при достаточно малых δ   
( ) 12
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q . 

К обеим частям (16), применяя оператор K, получаем 
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Тогда из (17) получаем ( ) ( )( )
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Решение ( )tz0  по предположению принадлежит множеству rM . Из (15) следует, что элемент 
( )tz 0

α  представим в виде: 
( ) ( )tKtz αα ϑ=0 ,   (18) 

где  ( ) ( )( )∑
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−+=
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Отсюда 
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где ( ) 0→δq  при 0→δ . 
Из этого и из (18) следует, что ( ) ( )δα

α rMtz ∈0 , где ( )
rr MM →δα  при 0→δ . 

В силу того, что оператор K является вполне непрерывным, множество rM  является компакт-
ным. По линейности пространства [ ]1,0C  элемент ( ) ( ) α

α rMtztz ∈− 0
0 . 

Оператор 1−K  обратный к оператору K на множестве ( )rr MKN =  является непрерывным [1]. 
Тогда из (17) следует, что 

( ) ( )
[ ]

( )( )rKtztz
C

⋅≤− 01,00
0 δαωα , (19) 

где ω  – модуль непрерывности оператора 1−K  на rN  причем ( ) 00 →rKαω  при 0→δ . 
Справедлива 
Т е о р е м а 1. Пусть:  
1) ядро ( )stK ,  непрерывно в квадрате sst ≤≤ ,0  и удовлетворяет условию (2); 
2) при ( ) ( )tutu 0= , 0=δ  уравнение (1) имеет единственное решение ( ) rMtz ∈0 ; 
3) функция ( )zstM ,,  удовлетворяет условию Липшица по z; 

4) параметр α  удовлетворяет условию 
( ) 02 →
δα

δ  при 0→δ . 

Тогда: 1) уравнение (4) при любом ( ) [ ]1,0Ctu ∈  и любом ( ) 0>δα , удовлетворяющее условию 4) 
при достаточно малых δ , имеет единственное решение ( ) [ ]1,0Ctz ∈α . 2) решение ( )tz 0

α  уравнения (4) 
при ( ) ( )tutu 0=  сходится к решению ( )tz0  уравнения (1) при 0→δ  по норме пространства [ ]1,0C . 

Решение уравнения (4) при ( ) ( )tutu δ=  обозначим через ( )tz δ
α . 

Оценим разность ( ) ( )tztz 0−δ
α , используя неравенство треугольника, получаем 
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Имеем 
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Здесь мы использовали неравенства (6) и (3). Используя неравенства (21) и (19), из неравенства 
(20) получаем 
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δδαωδ
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Пусть α  является корнем уравнения 
( ) 2

00 ααωδ rKA = .  (23) 
Используя это, из (22) получаем 

( ) ( )
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α ≤− .  (24) 
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Отсюда следует, что 
( ) ( )tztz 0→δ

α  при 0→δ  
по норме пространства [ ]1,0C . 

Доказана 
Т е о р е м а 2. Пусть: 
1) выполнены все условия теоремы 1,  
2) функция ( )tuδ  удовлетворяет неравенству (3), 
3) параметр α  удовлетворяет уравнению (23). 
Тогда решение ( )tz δ

α  уравнения (4) сходится к решению ( )tz0  уравнения (1) при 0→δ . 
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