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метод разбиения интервала в логарифмическом масштабе   

в Проблеме математического моделирования  

на Примере теПлового излучения солнца

О.Н. Федяй

Изложен метод, упрощающий численное моделирование функции планка, определена первообразная 
функция и выведена формула связи максимума первообразной  с максимумом  производной. В Релеев-
ском приближении произведена оценка влияния атмосферы Земли на приходящее от Солнца излучение.

Ключевые слова: моделирование; тепловое излучение; оптика атмосферы.

1. Метод разбиения интервала в логариф-
мическом масштабе. Логарифмическая шкала 
часто используется в графическом представле-
нии результатов расчета. Кроме того, вопрос за-
ключается в том, что существует проблема связи 
аналитического представления решения и чис-
ленным решением задачи на компьютере. Эта 
проблема вызвана техническими ограничения-
ми компьютеров, с одной стороны, и искусством 
построения алгоритма расчета – с другой.

Итак, пусть 
a – начало интервала > 0;
b – конец интервала > a ;
N – количество точек разбиения > 1;
i – переменная разбиения, принадлежит ин-

тервалу от 1 до N .
Представим экспоненциальную функцию в 

виде

)1( −= ic
i aex ,             (1)

где i  – переменная разбиения, которая является 
показателем степени (логарифм это степень…);

с – множитель, который определяется на 
конце интервала, когда

 bxN = .              (2)
После подстановки (2) в (1), исходя из усло-

вия конца интервала, когда Ni = , получим сле-
дующее выражение:

)1( −= Ncaeb .              (3)
Логарифмируя выражение (3), получим

)1(
)/( ln

−
=

N
abc .            (4)

После подстановки (4) в (1) функция раз-
биения интервала примет следующий вид:

 )1(
)1(
)/ln(

−
−=

i
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i aex
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Исключительную особенность функции (5) 
представляет ее первая производная по i :

)1(
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'
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Представим (6) в следующем виде: 

dixdx ii
'= .
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Поскольку  di  представляет собой равно-
мерный шаг разбиения, равный единице, то кор-
ректно в (7) произвести замену знака дифферен-
циала d  на знак дельта ∆ . Принимая во внима-
ние, что 1=di , получим следующую формулу 
для множителя равномерного шага разбиения:

)1(
)1(
)/ln(

)1(
)/ln( −

−
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N

ab
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N

abax .            (8)

Кроме того, физическая особенность мате-
матического выражения (7) заключается в том, 
что его правая часть относительно знака равен-
ства разделяется на два множителя '

ix  и  di , пер-
вый из которых равен ix∆  и имеет размерность 
величины x , а второй числовой, равный едини-
це, и не имеет никакой размерности (возможно, 
подобное разделение может хоть в какой-нибудь 
степени служить мерилом  интересов физиков и 
математиков, имеется в виду известный в исто-
рии случай непримиримости Ньютона и Лейб-
ница). Еще, равномерное разбиение относитель-
но i  удовлетворяет условию интегрирования 
методом Симпсона.

Исходя из представления функции раз-
биения для интервала от a  до b , с двумя конт- 
рольными точками на краях, можно обобщить 
выражение (5) для случая разбиения с двумя 
контрольными точками в середине интервала с 
условно свободными концами, для этого доста-
точно ввести два целочисленных значения:

aN – количество точек разбиения от услов-
но свободного начала интервала до контрольной 
точки a ;

abN  – количество точек разбиения в интер-
вале от a  до b  .

При этом должно выполняться условие
1≥aN ;
1≥abN ;

NNN aba ≤+ .
После подстановки в (5) целочисленных 

значений aN  и 
abN  получим следующее выра-

жение для разбиения с двумя контрольными точ-
ками a  и b :

 )()/ln(
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При этом множитель равномерного шага 
разбиения (8) примет следующий вид:

)()/ln(
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Таким образом, мы получили удобную для 
численного моделирования функцию разбиения 
в логарифмическом масштабе (9) и ее производ- 
ную (10).

2. Определение первообразной функции 
Планка и вывод формулы связи максимума пер-
вообразной с максимумом производной. Закон 
Планка [1, 2] описывает мощность излучения 
абсолютно черного тела ),( TB λ  на единицу 
площади излучающей поверхности как функ-
цию температуры � и длины волны λ:

λ
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где ),( TdB λ  – мощность излучения на единицу 
площади излучающей поверхности в диапазоне 
длин волн от λ до λ + dλ [Вт·м-2];

),( TP λ  – функция Планка, интенсивность 
излучения (спектральная плотность мощности 
излучения) на единицу площади излучающей 
поверхности в диапазоне длин волн от λ до λ + 
dλ [Вт·м-2·мкм-1];

� – эффективная температура поверхности 
излучающего тела [К];

h – постоянная Планка [=6,626 068 
96(63)×10−34 Дж·с];
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k – постоянная Больцмана [=1,380 
6504(24)×10−23 Дж·К−1].

c – скорость света в вакууме [=299 792 458 
м·с−1].

При условии ∞→λ  формула Планка при-
нимает вид Рэлея–Джинса

42),(
λ

λ
ckTTP = .           (13)

Представим (12) в следующем виде:

1
)(

5

1 −
= xe

xCxP ,           (14)

где 
kT
hcx
λ

= ;

1C – относительно длины волны λ  постоян-
ная величина, зависящая только от температуры  
�, в общем случае численного моделирования 
определяется условиями нормировки (17).

Максимум Вина определяется из уравнения 
xxee −− )1(5 x =0 .

9651,4max =Px ;

TP
2898

max =λ .

Для определения первообразной функции 
Планка можно использовать свойства гамма-
функции. В нашем случае мы применяем ме-
тод разбиения интервала в логарифмическом 
масштабе (5) и без особых проблем получаем 
первообразную функцию Планка. Определение 
максимума для первообразной функции Планка 
легко вычисляется численно, путем последова-
тельного сужения интервала разбиения в облас- 
ти максимума с последующей прогонкой до не-
обходимой точности. Аналитическое представ-
ление первообразной имеет следующий вид:

1
)(

4

2 −
= xe

xCxB ,           (15)

где 2C  – относительно длины волны λ  постоян-
ная величина, зависящая только от температуры  
�, в общем случае численного моделирования 
определяется условиями нормировки (17).

Максимум определяется из уравнения 
xxee −− )1(4 x =0 

 9207,3max =Bx

TB
3669

max =λ

Определение формулы связи максимума 
первообразной с максимумом по Вину для функ-
ции Планка следует из зависимости максимумов 
от температуры:

266,1
2898
3669

max

max ==
P

B

λ
λ .          (16)

3. Особенности программирования функции 
Планка на примере теплового излучения Солнца. 
При численном моделировании аналитического 
представления функции Планка (12) необходимо 
учитывать ограничения в начале и в конце обла-
сти определения функции. Это связано с тем, что 
в показателе степени 

kT
hcx
λ

=  при экспоненте, 
значение λ  находится в знаменателе, и в обла-
сти 0→λ  вычисление ограничивается техниче-
скими возможностями компьютера. В программе 
функции нашей математической модели расчет x   
определяется в пределах от 0,001 до 100 по форму-
ле Планка, а в интервале ниже 0,001 – по прибли-
жению Рэлея–Джинса (13). В интервале выше 100 
будем считать функцию излучения равной нулю.

На примере теплового излучения Солнца [3] 
для эффективной температуры � = 5830 K, па-
раметры функции разбиения имеют следующие 
значения:

148=N  

50=aN  

11=abN
 497,0max == Pa λ

6294,0max == Bb λ
При этом, после нормировки по условию (17) 
на величину солнечной постоянной 1370=сq   
[Вт/м2], значения функции Планка на услов-
но свободных концах области определения 
 ]06593,41738,0[ ÷=λ  равны соответственно 
 ]12,049,0[T),(Pс ÷=λ .

Условие нормировки:

∫=
λ

λλ T)d,(Pссq .          (17)

4. Оценка влияния атмосферы Земли на при-
ходящее от Солнца излучение в Релеевском при-

О.Н. Федяй
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ближении. Пусть наша физическая модель атмос-
феры будет учитывать только влияние молекуляр-
ной воды (капли воды минимального размера) в 
видимой области (без учета О3, О2 и аэрозолей), в 
качестве первого элемента, составляющего атмос-
феру. В связи с этим будем условно считать опти-
ческую толщину τ=0,01 для λ=0,5мкм. Определим 
следующие  элементы модели:

– толщина атмосферного слоя h = 10 км = 
1010мкм;

– средний радиус молекулярной воды r =  
=10-3мкм;

– показатель преломления  n = 1,33 для всех 
длин волн видимой области.

Произведем расчет сечения рассеяния, ис-
пользуя приближения Рэлея (18). Из уравнения 
(19) оценим среднюю объемную концентрацию 
молекулярной воды NV для λ=0,5 мкм и τ = 0,01.

 
4

2 210345,8)( 





⋅⋅⋅= −

λ
π

λ
rnQsca

.         (18)

hNrQ Vsca ⋅⋅⋅= 2)()( πλλτ ;         (19)

15,1=VN .

Произведем расчет приходящего от Солнца 
[1,4] излучения на закате (20), для угла над гори-
зонтом ≈3о , толщина атмосферного слоя в этом 
направлении будет равна )180/3sin(/10 π=h   
км≈200 км = 2 1011 мкм.

)(),(),( λτλλ −
ΘΘ ⋅= eTBTI .         (20)

Результаты расчета графически представле-
ны ниже.
Спектр теплового излучения Солнца, рассчитанный 
по формуле Планка теплового излучения абсолют-
но черного тела ),( TP λΘ  (для наглядной совме-
стимости с другими кривыми, умножена на λmaxP) 
при Т= 5830 К, λmaxP = 0,497 мкм (сплошная ли-
ния), ),( TB λΘ  распределение мощности излучения 
(пунктирная линия) λmax� = 0,6294 мкм и ),( TI λΘ   
распределение мощности излучения на закате с уче-
том Релеевского рассеяния на молекулярной воде 
(штрихпунктирная линия) λmax = 0,67 мкм. 

Заключение. В результате численного экс-
перимента следует, что, глядя на Солнце, мы на-
блюдаем не плотность распределения мощнос- 
ти, соответствующую функции Планка при Т= 
5830 К с максимумом излучения λmax = 0,497 
мкм, принадлежащим области длин волн зеле-
ного цвета, а мощность излучения с максиму-
мом  λmax = 0,6294 мкм, принадлежащим обла-

сти длин волн оранжевого цвета. Ослепительно 
ярко-белое видение вызвано чувствительностью 
глаза человека, которая ограничивается преде-
лом мощности восприятия [5]. Для положения 
Солнца под углом ≈3о  над горизонтом Земли 
было численно доказано влияние Релеевского 
рассеяния на смещение максимума мощности 
излучения в область длин волн красного цвета  
λmax = 0,67 мкм.

а) - общий вид;

б) - вид в интервале видимости глаза.

Метод разбиения интервала в логарифми-
ческом масштабе позволяет без особых проблем 
получить первообразную функцию Планка. Аб-
солютное значение функции определяется нор-
мировкой на заданную величину. Определение 
максимума для первообразной функции Планка 
вычисляется численно, путем последовательно-
го сужения интервала разбиения в области мак-
симума с последующей прогонкой до необходи-
мой точности.  Формула связи максимума λmaxB 
первообразной  с максимумом λmaxP  по Вину для 
функции Планка определяется следующим вы-
ражением:  

266,1
2898
3669

max

max ==
P

B

λ
λ .
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методы обработки лидарных сигналов  

обратного уПругого рассеяния

С.А. Имашев, П.В. Козлов, Л.Г. Свердлик, Б.Б. Чен

Рассмотрены два различных усовершенствованных метода восстановления профилей оптических харак-
теристик аэрозоля по лидарным сигналам обратного упругого рассеяния. 

Ключевые слова: лидарное уравнение; лидарное отношение; ослабление; обратное рассеяние; аэрозоль.

1.	Введение
Для получения надежных количественных результатов при интерпретации лидарных данных, в 

основе которой лежит решение лидарного уравнения, требуется априорное задание или эмпирическое 
определение профиля лидарного отношения (�a). Этот параметр связывает две неизвестные величи-
ны – коэффициенты ослабления (αa) и обратного рассеяния (βa). В наиболее предпочтительном и до-
ступном виде нахождение �a может быть достигнуто за счет использования сигнала обратного ком-
бинационного рассеяния (КР), позволяющего независимо определять вертикальные профили αa(z) и 
βa(z) [1]. Однако известный недостаток сигналов КР (малая интенсивность) ограничивает проведение 
лидарных измерений по времени (только в темное время суток) и диапазону высот (до 4,0–5,0 км). Как 
следствие, дневные серии зондирования атмосферы, являясь важной частью регулярных и специаль-
ных лидарных измерений, не позволяют использовать преимущества регистрации сигналов КР. 

В отсутствии данных о вертикальном распределении лидарного отношения обычно привлека-
ются независимые измерения аэрозольной оптической толщины, в частности с помощью солнечного 
радиометра CIME�, который обеспечивает наиболее точные значения аэрозольной оптической тол-CIME�, который обеспечивает наиболее точные значения аэрозольной оптической тол-, который обеспечивает наиболее точные значения аэрозольной оптической тол-
щины (AOD), использующиеся как ограничение при решении лидарного уравнения [2, 3, 4]. Инте-AOD), использующиеся как ограничение при решении лидарного уравнения [2, 3, 4]. Инте-), использующиеся как ограничение при решении лидарного уравнения [2, 3, 4]. Инте-
грал лидарного профиля ослабления, соответствующий полученной фотометром оптической толщине, 
обеспечивает привязку отношения ослабления в колонне атмосферы к обратному рассеянию. Условие 
равенства AOD, рассчитанной по лидарным данным и измеренной солнечным фотометром, позволяет 
вычислять среднее значение лидарного отношения и уточненный искомый профиль коэффициента об-
ратного аэрозольного рассеяния.

Однако даже при наличии данных о независимом от высоты лидарном отношении, остающаяся 
неопределенность коэффициента ослабления (приблизительно 20%), должна быть учтена из-за воз-
можной изменчивости лидарного отношения с высотой. Ожидаемые погрешности могут быть значи-
тельно больше, когда присутствуют приподнятые слои, например, пылевого аэрозоля [5]. Поэтому до-
полнительно для нахождения связи между коэффициентами обратного рассеяния и ослабления при 
восстановлении оптических свойств аэрозольных слоев, расположенных на высотах более 4,0 км, ис-
пользуется метод, основанный на определении эффективного лидарного отношения, которое приводит 
к нулевому коэффициенту обратного рассеяния выше и ниже слоя. Сравнение оценок значений �a, по-
лученных этим методом и применением сигнала КР, показало достаточно хорошее согласие [6]. 
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