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УДК 515.12 (575.2) (04) 

НЕКОТОРЫЕ КАРДИНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ И СЛАБОНОРМАЛЬНЫЙ ФУНКТОР 

Р.Б. Бешимов, Р.М. Жураев 

В работе доказывается, что если ковариантный функтор :F Comp Comp→  слабонормален и 

( )( ) ( )F n Xφ φ≤ , то для любого бесконечного тихоновского пространства X имеют место неравенства 

( )( ) ( )nF X Xβφ ϕ≤ , ( )( ) ( )F X Xβ
ϖφ ϕ≤ , ( )( ) ( )F X Xβφ ϕ≤ , где { }, ,k pk n wφ π= . 

Ключевые слова: слабонормальный функтор; калибр; число Шанина; π-сеть. 
 
 
На Пражском топологическом симпозиуме 1981 г. В.В. Федорчук [1] поставил следующие общие 

проблемы в теории ковариантных функторов, определившие новое направление исследований в об-
ласти топологии:  

Как ведут себя те или иные геометрические свойства пространств при воздействии на них раз-
личными ковариантными функторами? 

Ковариантный функтор :F Comp Comp→  называется нормальным, если он непрерывен, сохра-
няет вес, пересечения и прообразы, мономорфен и эпиморфен и переводит одноточечное пространст-
во в одноточечное, а пустое множество – в пустое [2]. 

Ковариантный функтор :F Comp Comp→  называется слабонормальным, если он удовлетворяет 
всем условиям нормальности, кроме сохранения прообразов [3]. 

В работе [4] А.Ч. Чигогидзе доказал, что если нормальный функтор :F Comp Comp→ , где 
Comp  – категории всех бикомпактов и их непрерывных отображений, то его можно продолжить до 

ковариантного функтора :F Tych Tychβ → , где Tych  – категории всех тихоновских пространств и их 
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непрерывных отображений, с сохранением нормальности, естественно, уже в соответствующем для 
Tych  смысле. Такое продолжение существует и оно единственно. 

Функтор :F Tych Tychβ →  будем называть нормальным [4], если он непрерывен, сохраняет вес, 
вложения, пересечения, прообразы, точку, пустое множество и k-накрывающие отображения перево-
дит в сюръекции. 

С определениями калибра, прекалибра, числа Шанина, числа предшанина и π-сети можно озно-
комиться в работах [5; 6]. Нам потребуются следующие результаты. 

Теорема 1 [6]. Если регулярный кардинал τ  является прекалибром (калибром) пространства X 
для каждого Aα ∈ , то τ  является и прекалибром (калибром) их произведения { }:X X Aα α= ∏ ∈ .  

Утверждение 1 [6]. Пустъ X – всюду плотное подпространство пространства Y. Тогда 
( ) ( )pk X pk Y=  и ( ) ( )k X k Y≥ .  

Утверждение 2 [6]. Пустъ 
1

i
i

X X
∞

=

=∪  и ( )ik X τ=  ( ( )ipk X τ= ) для каждого множества iX  и 

любого i N∈ . Тогда ( )k X τ≤  ( ( )pk X τ≤ ). 
Теорема 2 [6]. Пусть :f X Y→  – непрерывное отображение “на”. Тогда ( ) ( )k X k Y≥  

( ( ) ( )pk X pk Y≥ ).  
Утверждение 3. Если π-сеть пространства Xα  имеет 0τ ≥ℵ  для каждого ,A Aα τ∈ ≤  то π-сеть 

произведения { }:X X Aα α= ∏ ∈  не превосходит τ. 

Доказательство. Пустъ семейство { }:sE s Bα αμ = ∈  есть π-сеть пространства Xα  для  

каждого Aα ∈ . Рассмотрим всевозможные конечные произведение 

{ }1 2
1 2 1 2 1 2... : , ,..., , , ,...,n

n

ss s
n i nE E E A s s s Bα α αν α α α= × × × ∈ ∈ . Ясно, что мощность системы ν  есть τ≤ . 

Покажем, что система ν  есть π-сеть пространства X. Пусть U – произвольное непустое открытое 
множество в пространстве X. Тогда существуют непустые открытые множества 1 2, ,..., nU U U  про-

странства 
1 2
, ,...,

n
X X Xα α α  такие, что 1 2 ... nU U U U× × × ⊂ . Если система { }: ,i

i

s
i i iE A s Bαμ α= ∈ ∈  

есть π-сеть пространства iX , то существуют элементы 1 2
1 21 2, ,..., n

n

ss s
nE E Eα α αμ μ μ∈ ∈ ∈  такие, что 

i
i

s
iE Uα ⊂  для любого 1,2,...,i n= . Ясно, что 1 2

1 2
... n

n

ss sE E Eα α α× × × ⊂ 1 2 ... nU U U U× × × ⊂ . Значит, сис-

тема ν  есть π-сеть пространства X. Утверждение 3 доказано. 
Следствие 1. Если π-сеть пространства X имеет 0τ ≥ℵ , то π-сеть произведения nX  не превос-

ходит τ , т.е. ( )nn w Xπ τ≤ . 

Утверждение 4. Пустъ Y – всюду плотное подпространство пространства X. Тогда 
( ) ( )n w Y n w Xπ π≥ .  
Доказательство. Пустъ { }:E Aαμ α= ∈ , A τ=  есть π-сеть пространства Y. Покажем, что система 
{ }:E Aαμ α= ∈ , A τ=  есть π-сеть пространства X. Пусть U – произвольное непустое открытое множе-

ство в X. Тогда 1U Y U∩ =  есть непустое открытое множество Y в силу всюду плотности Y. Если система 
{ }:E Aαμ α= ∈  есть π-сеть пространства Y, то существует Eα μ∈  такое, что 1E Uα ⊂ . Следовательно. 

1E U Uα ⊂ ⊂ . Значит, система { }:E Aαμ α= ∈  есть π-сеть пространства X. Утверждение 4 доказано.  
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Утверждение 5. Пустъ 
1

i
i

X X
∞

=

=∪  и π -сеть пространства ( )in w Xπ τ=  для каждого i N∈ , где 

0τ ≥ℵ . Тогда π-сеть пространства X также не превосходит τ . 
Доказательство. Пустъ { }: ,

ii i i iE A Aαν α τ= ∈ =  есть π -сеть пространства iX , где 0τ ≥ℵ  для 

каждого i N∈ . Покажем, что { }:i i Nν ν= ∈∪  есть π-сеть пространства X. Ясно, что ν τ≤ . Пусть 
U – произвольное непустое открытое множество в X. Тогда существует такой номер n N∈ , что 

n nU X U∩ = ≠ ∅ . Если множество nU  открыто, то существует 
n nEα ν∈  такое, что 

n nE Uα ⊂  в силу 

π-сеть системы nν . Отсюда имеем, что 
n nE U Uα ⊂ ⊂ . Значит система { }:i i Nν ν= ∈∪  есть π-сеть 

пространства X. Утверждение 5 доказано. 
Утверждение 6. Пустъ :f X Y→  – непрерывное отображение “на”. Тогда ( ) ( )n w X n w Yπ π≥ . 

Доказательство. Пустъ { }: ,E A Aαν α τ= ∈ =  – π-сеть пространства X, где A τ= . Покажем, что 

( ){ }1 : ,f E A Aαν α τ= ∈ =  есть π-сеть пространства Y. Пусть U – произвольное непустое открытое 

множество в Y. В силу непрерывности отображения f имеем, что множество ( )1f U−  есть открытое 
множество в X. Если система ν  есть π-сеть пространства X, то существует Eα ν∈  такое, что 

( )1E f Uα
−⊂ . Тогда ( )f E Uα ⊂ , где ( ) 1f Eα ν∈ . Значит, система 1ν  есть π-сеть пространства Y. 

Утверждение 6 доказано. 
Утверждение 7 [8]. Пусть ковариантный функтор :F Comp Comp→  слабо нормален. Тогда 
( )F Xϖ  является всюду плотным подпространством пространства ( )F X . 
Лемма 1 [8]. Пусть ковариантный функтор :F Comp Comp→  слабо нормален. Пусть Y – биком-

пакт и тихоновское пространство X всюду плотно в Y. Тогда ( )nF X  всюду плотно в ( )nF Y , где 

( ) ( )( ),
n

n n XF X X F nβπ= ×  (см. [9]). 

Теорема 3. Пусть ковариантный функтор :F Comp Comp→  слабо нормален. Если тихоновские 
пространства X и ( )F n  удовлетворяет неравенство ( )( ) ( )F n Xφ φ≤ , n N∈ , тогда  

1) ( )( ) ( )nF X Xβϕ ϕ≤ ; 2) ( )( ) ( )F X Xβ
ϖϕ ϕ≤ ; 3) ( )( ) ( )F X Xβϕ ϕ≤ . 

Доказательство. Сначала докажем неравенство 1). Аналогично доказывается для прекалибра и 
сетевого π-веса пространства X. Пусть для тихоновского пространства X и ( )F n  выполняется нера-

венство ( )( ) ( )k F n k X≤ , n N∈ . Тогда в силу утверждения 1 для Стоун-Чеховского бикомпактного 

расширения Xβ  пространства X имеем ( ) ( )k X k Xβ≥ . В силу теоремы 1 и теоремы 2 имеем, что 

( ) ( ) ( )( )nk X k X F nβ≥ ×  и ( )( ) ( )nk F X k X≤ . Известно, что ( ) ( )n nF Z F Zβ=  для любого тихонов-

ского пространства Z. Тогда ( )( ) ( )nk F X k Xβ ≤ . Этим доказано неравенство 1). Используя утвержде-

ния 1 и 2 доказываются неравенства 2), 3). Теорема 3 доказана.  
Следствие 2. Пусть ковариантный функтор :F Comp Comp→  – слабо нормален. Если тихонов-

ские пространства X и ( )F n  удовлетворяют неравенству ( )( ) ( )F n Xφ φ≤ , n N∈ , тогда  

1) ( )( ) ( )nF X Xβφ φ≤ ; 2) ( )( ) ( )F X Xβ
ϖφ φ≤ ; 3) ( )( ) ( )F X Xβφ φ≤ , где { },sh pshφ = . 
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УДК 539.3.01 (575.2) (04) 

ОБРАТНЫЕ СПЕКТРЫ ( )AR M -ПРОСТРАНСТВ  

М. Мадиримов, А.А. Заитов 

В работе устанавливается, что предел обратной последовательности с некоторыми условиями является 
( )AR M -пространством тогда и только тогда, когда обратная последовательность состоит лишь из 

( )AR M -пространств. 

Ключевые слова: топологическая группа; абсолютный ретракт. 
 
Понятие топологической группы возникло в математике в результате исследований групп непре-

рывных преобразований. Позже выяснилось, что для решения возникающих проблем при изучении 
топологических групп нет необходимости ограничиваться лишь непрерывными преобразованиями. 
Аксиоматике и изучению топологических групп посвящено огромное количество работ, в частности, 
обстоятельная работа [1] в достаточной мере освещает свойства этого объекта. В работе [2] значи-
тельно продвинута теория топологических групп в направлении размерности и ретракции топологи-
ческих групп преобразований. Работа [3] стала новым толчком в исследовании теории топологиче-
ских групп и привела к появлению теории равномерных групп. Приведем некоторые результаты, ка-
сающиеся топологических групп. 

Пусть Y – подпространство пространства X. Y называется ретрактом X, если существует непре-
рывное отображение :f X Y→  такое, что ( )f x x=  для всякой x Y∈ . Пространство X называется 
абсолютным ретрактом для метризуемых пространств или ( )AR M -пространством, если X метри-
зуемо и для всякого гомеоморфизма h, отображающего X на замкнутое подмножество ( )h X  метри-
зуемого пространства Y, множество ( )h X  является ретрактом Y. 

Пусть G − компактная группа. Класс всех G-пространств, и класс всех их эквивариантных ото-
бражений составляют категорию, которая обозначается через KatG . Пусть ( )K G  − какой-нибудь 


