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     (1) 

в области  ( , ) :0 ,0 ( , 0)D x y x y h h     l l  (Рис. 1), где ( , ), ( , )c x y f x y   

заданные функции.  

 
 

 
 

Уравнение характеристик для уравнения (1) имеет вид [1]  
3( ) 0.dy dx   

Следовательно, прямая x const  является однократным характеристикой, а прямая 

y conts  - трёхкратным характеристикой. 

Пусть 
n mС 

 означает класс функций, обладающие непрерывными производными 

вида / ( 0,1,2,..., ; 0,1,2,..., ).r s r sx y r n s m      

 Задача 1. Требуется найти функцию ( , ),u x y  удовлетворяющее следующим 

условиям: 

1) 
3 1( , ) ( ) ( );u x y C D C D I   

2) удовлетворяет в области D  уравнению (1); 

3) удовлетворяет краевым и начальным условиям: 

1 2 3(0, ) ( ), (0, ) ( ), (0, ) ( ),0 ,x xxu y y u y y u y y y       l  (2) 

 ( ,0) ( ), 0 ,u x x x   l        (3) 

4) удовлетворяет условиям гладкости и согласования 

1 2 3

3

( ), ( ), ( ) [0, ],

( ) [0, ], ( , ) [ ],

y y y C h

x C f x y C D

  






  l
     (4) 

' ''

1 2 3(0) (0), (0) (0), (0) (0).            (5) 

Краевые задачи для уравнения (1) рассмотрены в работах [1, 2]. Аналог задачи 

Дарбу для уравнения (1) изучена в работе [3]. 

 Введем обозначение  

    
( , )

( , ),( , ) .
u x y

x y x y D
y




 


    (6) 

Тогда из уравнения (1) имеем 

   

3

3

( , )
( , ) ( , ) ( , ),( , ) ,

x y
c x y x y f x y x y D

x





  


  (7) 

а из краевых условий (2) получим следующие условия: 

Рис. 1. Область D  
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' ' '

1 2 3(0, ) ( ), (0, ) ( ), (0, ) ( ),0 .x xxy y y y y y y h           (8) 

Таким образом, для определения  функции ( , )x y , придём к задаче Коши (7), (8).  

Интегрируя трижды уравнение (7) по x от 0 до x имеем интегральное уравнение 

Вольтерра второго рода относительно неизвестной функции ( , )x y : 

1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

x

x y f x y K x y d          (9) 

где   

2 ' '

1 1 2

2 ' 2

3

0

1
( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( )

2

1 1
( ) ( ) ( , ) .

2 2

x

K x x c y f x y y x y

x y x f y d

    

   

     

  

 

Методом резольвенты получим решение уравнения (9) в виде [4] 

  
1 1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

x

x y f x y R x f y d          (10) 

где ( , )R x  - резольвента ядра ( , )К x  : 

 

1 2

1 1

2 1 1 2

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ...,
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( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) 0,
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( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) 0,...
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n n n
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K x K x s K s d K x x

K x K x s K s d K x x





   

 

  

  

    

 

 

 





 

Нетрудно заметить, что ( , ) 0,R x x  так как ( , ) 0.К x x   Отметим также, что 
1( , )f x y  

удовлетворяет следующим условиям: 

  
' ' '

1 1 1 2 1 3(0, ) ( ), (0, ) ( ), (0, ) ( ).x xxf y y f y y f y y        (11) 

Следовательно, функции ( , ),x y  определенная формулой (10), является решением задачи 

(7), (8). 

 В случае, когда ( , ) 0,с x y   из (10) получим явное решение в виде 

   
' ' 2 '

1 2 3

1
( , ) ( ) ( ) ( ).

2
x y y x y x y       

 Подставляя выражение ( , ),x y  определенная по формуле (10) в (6) и интегрируя 

по y  полученное равенства в пределах от 0 до y  имеем 

  
1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .

y yx

u x y x f x d d R x f d              (12) 

 Нетрудно заметить, что функция ( , ),u x y  определенная по формуле (12) 

удовлетворяет начальному условию (3). 
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 Проверим выполнение краевых условий (2). Из формулы (12) имеем: 

 

'

1 1

0 0

1 1 1

(0, ) (0) (0, ) (0) ( )

(0) ( ) (0) ( ).

y y

u y f d d

y y

      

   

    

   

 
  

Так как ( , ) 0R x x  , то из (12) находим: 

 
'

1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) .

y yx

x x xu x y x f x d d R x f d             

Следовательно,  
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2 2 2 2
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Аналогично имеем, что 
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1

0

'' ' ''

3 3 1 3
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Следовательно, все граничные условия (2) выполняются. Таким образом, имеет 

место следующая теорема. 

 Теорема. Пусть выполняется условия (4) и (5). Тогда решение задачи 1 существует, 

единственно и представимо в виде (12). 

 Пример 1. Требуется определить решение задачи 1, если ( , ) 0,c x y 

2( , ) 0, ( ) ,f x y x x x        
1 22
( ) , ( ) cos ,

1
y y y

y


   


 3( ) 2 ,yy e   

где , ,    - произвольные действительные числа. 

Нетрудно проверить, что условия согласования (5) выполняется, а ( , ) 0R x   . 

Функция ( , )x y , согласно формуле (10), определяется следующим образом: 

2

2 2

2
( , ) sin .

(1 )

yy
x y x y x e

y


     


   (13) 

Интегрируя равенство (6) по y  в пределах от 0  до y  и учитывая при этом 

равенство (13), находим явный вид решение задачи 1 в виде 

2

2
( , ) cos .

1

yu x y x e x y
y


   


 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что найденное решение удовлетворяет всем 

условиям задачи 1. 
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