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 Аннотация. Бул жумушта аналитикалык функциялар тарабынан жаратылган 

гармоникалык функциялардын деңгээл сызыктарына мисалдар келтирилди. Аналитикалык 

функциялар нөлдөргө, полюстарга ээ болгон учурларда деңгээл сызыктардын 

өзгөчөлүктөрү көрсөтүлдү. 
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 Аннотация. В данной работе приведены примеры линии уровня гармонических 

функций порождаемые аналитическими функциями. Показано особенность линии уровней 

при наличии у аналитичеких функций нулей и полюсов.  

 Ключевые слова. Аналитические и гармонические функции, линии уровня, нули, 

полюса. 
 

EXAMPLES OF LINE OF HARMONIC FUNCTIONS LEVELS 

Narymbetov Talantbek Kanatbekovich, senior lecturer  

Research medical and social institute,  

Jalal-Abad, KR 
talant83@mail.ru 

 

 Annotation. This paper gives examples of the level line of harmonic functions generated 

by analytical functions. The feature of the level line is shown in the presence of zeros and poles in 

analytic functions. 
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[1-3] жумуштар көрсөткөндөй, аналитикалык функциялуу сингулярдык козголгон 

теңдемелердин чечимдерин асимптотикалык изилдөөдө аналитикалык функциялар 

тарабынан жаратылган гармоникалык функциялардын деңгээл сызыктары өзгөчө 

маанилүү экендиги көрсөтүлгөн. 

Бул жумушта айрым учурлардагы гармоникалык функциялардын деңгээл 

сызыктарына мисалдарды карайбыз.  

𝐶 – комплекстик сандардын көптүгү, 

𝒟 ⊂ 𝐶 жана 𝒟 – бир байламталуу, чектелген, ачык область болсун. 

𝑄(𝒟) – 𝒟 областында аналитикалык болгон функциялардын мейкиндиги. 

𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2, 𝑡1, 𝑡2 – чыныгы өзгөрмөлөр, 𝑖 = √−1. 
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𝐴(𝑡) ∈ 𝑄(𝒟) берилсин. Мындай шартта 𝑅𝑒𝐴(𝑡), ℐ𝑚𝐴(𝑡) функциялар 𝒟 областында 

гармоникалык функциялар болушат. 

Аныктама. (𝑝) = {𝑡 ∈ 𝒟, 𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 𝑝 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡} көптүгүн 𝑅𝑒𝐴(𝑡) функциянын 𝒟 

областындагы деңгээл сызыгы деп атайлы. 

(𝑞) = {𝑡 ∈ 𝒟, ℐ𝑚𝐴(𝑡) = 𝑞 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡} көптүк ℐ𝑚𝐴(𝑡) функциянын деңгээл сызыгы деп 

аталат.  

∀𝑡 ∈ 𝒟, 𝐴′(𝑡) ≠ 0 шарт орун алса, анда 𝑅𝑒𝐴(𝑡), ℐ𝑚𝐴(𝑡) функциялар 𝒟 областында 

бутактанбаган деңгээл сызыктарга ээ болушат [4-5].  

(𝑝) жана (𝑞) сызыктар кесилиш чекитинде ортогоналдуу жана 𝒟 областы мындай 

ортогоналдуу сызыктардын торчосу менен толук капталат [4-5]. 

Төмөндө 𝐴(𝑡) функциясы өзгөчөлүктөргө ээ болгон учурлардагы 𝑅𝑒𝐴(𝑡), ℐ𝑚𝐴(𝑡) 

функциялардын деңгээл сызыктарына мисалдар келтирели.  
1. 𝐴(𝑡) = 𝑎0 (𝑡 − 𝑡0), 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝐶 берилсин. 𝑎0 = 𝑎10 + 𝑖𝑎20, мында 𝑎10, 𝑎20 ∈ 𝑅 

жана 𝑎20 > 0. 

𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 𝑎10(𝑡1 − 𝑡10) − 𝑎20(𝑡2 − 𝑡20),   
ℐ𝑚(𝑡) = 𝑎20(𝑡1 − 𝑡10) + 𝑎10(𝑡2 − 𝑡20). 

𝑅𝑒𝐴(𝑡), ℐ𝑚𝐴(𝑡) функциялардын деңгээл сызыктары Сүрөт 1а де келтирилди. 

 

 
Сүрөт 1а. Бутактанбаган деңгээл сызыктар 

 

2. 𝐴(𝑡) = 𝑙𝑛𝑡, 𝑡 ∈ 𝐶 ∖ {0}. 

Мындан  

𝑅𝑒𝐴(𝑡) =
1

2
𝑙𝑛(𝑡1

2 + 𝑡2
2),  

ℐ𝑚𝐴(𝑡) = 𝑎𝑟𝑔𝑡 + 2𝑚𝜋, 𝑚 ∈ 𝑍 

ээ болобуз. 

 
1

2
ln(𝑡1

2 + 𝑡2
2) = 𝑝𝑘 деп алсак, анда 𝑡1

2 + 𝑡2
2 = 𝑒2𝑝𝑘 болот. Демек (𝑝𝑘) деңгээл 

сызыктар борбору (0; 0) чекитинде радиусу 𝑟 = 𝑒𝑥𝑝𝑝𝑘 болгон айланалар болушат, ал эми 
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(𝑞𝑘) деңгээл сызыктар (0; 0) чекитинен чыккан 𝑡1 огу менен 𝑡𝑔𝜑 =
𝑡2

𝑡1
 болгон, 𝜑 бурчун 

түзгөн шоолалар болушат 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋 (Сүрөт 1б).  

 
Сүрөт 1б. Бутактанбаган деңгээл сызыктар 

 3. 𝐴(𝑡) = 𝑡2, 𝑡 ∈ 𝐶 берилсин. 

Мындан 

𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 𝑡1
2 − 𝑡2

2, ℐ𝑚𝐴(𝑡) = 2𝑡1𝑡2. 

{(𝑝𝑘)} деңгээл сызыктардын көптүгүн карайлы. Бул көптүктөн 

(𝑝0) = {𝑡 ∈ 𝐶, 𝑡1
2 − 𝑡2

2 = 0} 
деңгээл сызыкты бөлүп алалы. 

 (𝑝0) деңгээл сызык (0; 0) чекитинде бутактанат (𝑡1
2 − 𝑡2

2 = (𝑡1 − 𝑡2)(𝑡1 + 𝑡2) = 0) 

жана ар бир бутак 𝑡1 − 𝑡2 = 0, 𝑡1 + 𝑡2 = 0 теңдемелер аркылуу аныкталат. 

 Калган (𝑝𝑘) деңгээл сызыктар теңдемеси 𝑡1
2 − 𝑡2

2 = 𝑝𝑘 болгон гиперболалар 

болушат. 

{(𝑞𝑘)} деңгээл сызыктардын көптүгүнөн 

(𝑞0) = {𝑡 ∈ 𝐶, 2𝑡1𝑡2 = 0} 

деңгээл сызыкты карай турган болсок, бул деңгээл сызык да (0; 0) чекитинде бутактанат. 

Бутактар 𝑡1 жана 𝑡2 октору болушат. Ал эми {(𝑞𝑘)} көптүгүнүн калган деңгээл сызыктары 

2𝑡1𝑡2 = 𝑞𝑘 теңдеме аныктаган гиперболалар болушат (Сүрөт 2). 

 
Сүрөт 2. Бутактануучу деңгээл сызыктар 
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4. 𝐴(𝑡) = 𝑙𝑛
𝑡

𝑡0
, 𝑡, 𝑡0 ∈ 𝐶 ∖ {0}  

функцияны аныктайлы.  

𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2, 𝑡0 = 𝑡10 + 𝑖𝑡20 деп алсак,  

𝐴(𝑡) = 𝑙𝑛
𝑡

𝑡0
= |𝑙𝑛

𝑡

𝑡0
| + 𝑖 (𝑎𝑟𝑔

𝑡

𝑡0
+ 2𝑚𝜋) , 𝑚 ∈ 𝑍  

ээ болобуз. Мындан  

𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 𝑙𝑛 |
𝑡

𝑡0
| =

1

2
𝑙𝑛

𝑡1
2+𝑡2

2

𝑡10
2 +𝑡20

2 , 

ℐ𝑚𝐴(𝑡) = 𝑎𝑟𝑔
𝑡

𝑡0
+ 2𝑚𝜋. 

1

2
𝑙𝑛

𝑡1
2+𝑡2

2

𝑡10
2 +𝑡20

2 = 𝑝𝑘  деп алсак, 

𝑡1
2 + 𝑡2

2 = (𝑡10
2 + 𝑡20

2 )𝑒2𝑝𝑘  ээ болобуз. 

Демек (𝑝𝑘) деңгээл сызыктар борбору (0; 0) чекити, радиусу  

𝑟 = √(𝑡10
2 + 𝑡20

2 )𝑒𝑝𝑘  

болгон айланалар болушат.  

ℐ𝑚𝐴𝑘(𝑡) = 𝑞𝑘 деңгээл сызыктар (0; 0) чекитине тирелген шоолалар болушат (сүрөт 

2а). 

 
Сүрөт 2а. Өзгөчө чекиттүү деңгээл сызыктар 

5. 𝐴(𝑡) =
𝑡+𝑖

𝑡−𝑖
 , 𝑡 ∈ 𝐶\{𝑖} болсун. 

𝐴(𝑡) =
𝑡1+𝑖(𝑡2+1)

𝑡1+𝑖(𝑡2−1)
=

(𝑡1+𝑖(𝑡2+1))(𝑡1−𝑖(𝑡2−1))

𝑡1
2+(𝑡2−1)2 =  

=
𝑡1

2+(𝑡2
2−1)+𝑖𝑡1(𝑡2+1−𝑡2+1)

𝑡1
2+(𝑡2−1)2

=
𝑡1

2+(𝑡2
2−1)+2𝑖𝑡1

𝑡1
2+(𝑡2−1)2

  

болгондуктан,  

𝑅𝑒𝐴(𝑡) =
𝑡1

2+(𝑡2
2−1)

𝑡1
2+(𝑡2−1)2  

ℐ𝑚𝐴(𝑡) =
2𝑡1

𝑡1
2+(𝑡2−1)2.  

𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 0 деңгээл сызык борбору (0, 0), радиусу 𝑟 = 1 болгон, бутактары (0, 1) 

чекитине тирелген айлана түспөл болот (сүрөт 3). 

𝑅𝑒𝐴(𝑡) = 1 деңгээл сызыгы (0, 1) чекитине тирелген 𝑡2 = 1 түз сызыктын 

бутактарынан турат (сүрөт 3). 
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Сүрөт 3. Нөл жана полюс болгон учурдагы деңгээл сызыктар 

𝑝 ≠ 0 жана 𝑝 ≠ 1 болгон учурларды карайлы. 
𝑡1

2+(𝑡2
2−1)

𝑡1
2+(𝑡2−1)2 = 𝑝  

болсун. Мындан  

𝑡1
2 + (𝑡2 −

𝑝

𝑝−1
)

2

=
1

(𝑝−1)2  

теңдемеге ээ болобуз. Демек каралып жаткан учурларда деңгээл сызыктар борбору (0,
𝑝

𝑝−1
) 

чекитинде, ал эми радиусу 
1

|𝑝−1|
, бутактары (0, 1) чекитине тирелген айланалар түспөлдө 

болушат. 
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