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АЛГОРИТМ  РЕШЕНИЙ  ЗАДАЧИ  РАЗДЕЛЕНИЯ  ПЕРЕМЕННЫХ
СОСТОЯНИЙ  ЛИНЕЙНОЙ ДИСКРЕТНОЙ УПРАВЛЯЕМОЙ СИСТЕМЫ С
МАЛЫМ ШАГОМ

ALGORITHM FOR SOLUTIONS OF THE PROBLEM OF SEPARATION OF STATE
VARIABLES OF A LINEAR DISCRETE CONTROLLED SYSTEM WITH

A SMALL STEP

Объектилери илим жана техниканын ар түрдүү областтарынан болгон
оптималдык башкаруу маселелерин чыгарууда моделдердин жогорку өлчөмдүүлүгү жана
бир катар параметрлердин болушу менен шартталган татаалдыктар пайда болот.
Ошого байланыштуу баштапкы системанын абалынын өзгөрмөлөрүн толук ажыратууну
ишке ашыруу зарылдыгы келип чыгат.

 Макалада кичине кадамдуу сызыктуу дискреттик башкарылма системасынын
абалынын өзгөрмөлөрүн ажыратуу маселесинин чыгарылышынын алгоритми
сунушталган.  Абалдын өзгөрмөлөрүн толук ажыратууда алынган эквиваленттик
система баштапкы системанын бардык касиеттерине ээ болот. Алар, чыгарылышы көз
карандысыз табылуучу, а түгүл алар башкаруу функциясы менен гана байланышып
турушкан, төмөнкү тартиптеги эки камтылган системадан турат.

Өзөк сөздөр: дискреттештирүүчү кичине кадам, жөнөкөй структуранын
матрицасы, айырмалык оператор, инварианттык камтылган мейкиндиктер.

При решении задач оптимального управления объектами из различных областей
науки и техники возникают сложности, обусловленные высокой размерностью моделей и
наличием нескольких временных параметров. В связи с этим возникает необходимость
осуществить полное разделение переменных состояния исходной системы.

 В статье предложен алгоритм решений задачи разделения переменных состояния
линейной дискретной управляемой системы с малым шагом.  Эквивалентная система,
полученная при полном разделении переменных состояния обладает всеми свойствами
исходной системы. Она состоит из двух подсистем низкого порядка, решения которых
находится независимо, причем они связаны только управляющей функцией.

Ключевые слова: малый шаг дискретизации, матрица простой структуры,
разностный оператор, инвариантные подпространства.

When solving problems of optimal control of objects from various fields of science and
technology, difficulties arise due to the high dimension of the models and the presence of several
parameters. In this regard, it becomes necessary to carry out a complete separation of the state
variables of the original system.

 The article proposes an algorithm for solving the problem of separation of state variables
for a linear discrete control system with a small step. An equivalent system obtained with a
complete separation of state variables has all the properties of the original system. It consists of
two low-order subsystems, the solutions of which are found independently, and they are
connected only by the control function.
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Key words: small discretization step, simple structure matrix, difference operator,
invariant subspaces.

Введение. В работе рассматривается задача разделения переменных состояния
линейной дискретной управляемой системы с малым шагом. Одним из подходов,
позволяющих производить расщепление сложных динамических систем, является метод
асимптотической декомпозиции [1,2]. Проблема декомпозиции моделей в управляемых
объектах рассматривались и в работах [3-5]. Исследованию дискретных задач
оптимального управления на основе метода асимптотической декомпозиции велись и в
наших работах [6-9]. Данная работа является развитием исследований вышеупомянутых
работ по данной проблеме.

Постановка задачи. Рассматривается линейная дискретная управляемая система с
малым шагом

(1)

где -мерные векторы переменных состояния,

-

матрицы, -мерный вектор управления,

малый шаг дискретизации.
Начальные и конечные условия системы (1) определяются соотношениями:

(2)

(3)
Условие 1. Матрица  устойчивая, т.е. действительные части всех ее

собственных значений удовлетворяют условию
Вывод формулы задачи. При выполнении условии 1 в системе (1) введем замену

переменных [1]:
(4)

(5)
где матрицы  размера  будут определены через параметры
системы (1). Тогда из (4) и (5) будем иметь соотношения:

(6)

(7)

Введем обозначение

(8)

тогда

(9)

Так как  то соотношения (6)  и (7)  соответственно

записываются в виде
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(10)
Применив разностный оператор  и его свойства, к обеим

частям первого соотношения (10) имеем [4]
(11)

С учетом (10), (11) система (1) записывается в виде

или
(12)

Пусть матрицы и удовлетворяют уравнениям:
(13)
(14)

где
(15)

тогда уравнение (12) записывается в форме

(16)

здесь
(17)

Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы.
Теорема 1. Пусть выполняются условие 1 и матрицы ,  являются

решениями уравнений (13) и (14), тогда систему (1) можно разделить на две подсистемы
низкого порядка:

(18)
(19)

Начальные и конечные условия уравнений (18) и (19) определяются
соотношениями:

(20)
(21)

Системы (18)  и (19)  независимы друг от друга и связаны только по управляющей
функции

В случае с постоянными матрицами системы (1) уравнения (13), (14) имеют вид:
(22)
(23)

где
Можно показать, что уравнения (22), (23) имеют решения, которые могут быть

представлены в виде равномерно сходящихся степенных рядов [1,9]:
(24)

Матрицы  и  определяются путем приравнивания
коэффициентов при одинаковых степенях  в уравнениях (22), (23). В результате имеем:

(25)
(26)

где
(27)
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Построим приближенные решения уравнения (25). Пусть матрица

(28)

имеет инвариантные подпространства  всех размерностей  Тогда в подпространстве
 имеющее базисную матрицу , найдется такая квадратная матрица  размера

что выполнится равенство [10]
(29)

Представим базисную матрицу  в виде

(30)

где  матрицы размера
Теорема. 2. Пусть  Справедливы следующие утверждения:
1) матрица

(31)
является решением матричного уравнения (25);

2) подпространство  с базисной матрицей

(32)

где единичная матрица размера , является инвариантным подпространством
матрицы   Для этой базисной матрицы и для решения уравнения (25) справедлива
формула (31).

Доказательство. Докажем пункт 1 теоремы 2. Подставляя матрицы  и  в
уравнение (29) получим

(33)

(34)
Умножая каждое из уравнения (33) и (34) справа на  с учетом (31) имеем:

(35)
(36)

Теперь равенство (34) умножая слева на  и вычитая полученный результат из
(36) получаем уравнение (31).

Докажем пункт 2 теоремы 2. Считая, что решение  известным, введем
обозначение

(37)
Подставляя (37) в (25) имеем

(38)
тогда с учетом (26) и (37) из (38) получаем:

(39)
(40)

Теперь, равенства (39) и (40) записываем так

или

(41)
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Из (41) в соответствии с (29) следует, что подпространство  с базисной матрицей
(30) является инвариантным подпространством матрицы  В результате имеем
следующие следствия из теоремы 2:

Следствие 1. Каждое решение уравнения (25) определяет некоторое -мерное
инвариантное подпространство матрицы .

Следствие 2. Между решениями уравнения (25) и -мерными инвариантными
подпространствами матрицы  такими, что в любой их базисной матрице верхний блок
матрицы размера  не вырожден, установлено соответствие. Специальный выбор
базисной матрицы в виде (32) показывает, что это соответствие взаимно однозначно, т.е.
различным решениям отвечают различные инвариантные подпространства и обратно.

Следствие 3. Выбор базисной матрицы  подпространства  для поиска решения
по формуле (31) произволен. В частности, для любой диагонализируемой матрицы  в
качестве базиса может быть взята любая система из  ее собственных векторов.

Теперь построим приближенные решения уравнения (26). Известно [11], что если
матрицы  и  устойчивы, а матрица  неотрицательно определена, то решение
уравнения Ляпунова (26) можно представить в виде

(42)
Для численного решения интеграла (42) используем формулу прямоугольников

(43)
Для вычисления матричной экспоненты используем формулу из [11]

(44)

Тогда формулу (43) перепишем в виде ряда
(45)

Частичную сумму ряда (45) обозначим через  и ее можно вычислить формулой
(46)

причем
Решение уравнения Ляпунова (26) будет

(47)
Далее из уравнения   находим ,

и подставляя в ряд (24) определяем
Аналогично решается уравнения (27) при
Решения уравнения (18) и (19) с начальными условиями (20) и с постоянными

матрицами ,  при известном  представим в виде:

(48)
(49)

Алгоритм решений задачи. Алгоритм решений задачи разделения переменных
состояния линейной дискретной управляемой системы с малым шагом состоит в
следующем:

1) вводим данные матрицы системы (1): малый шаг
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дискретизации, начальные и конечные условия системы (1)

2) проверим выполнения условий 1, если выполняется условия 1, то переходим к
пункту 3, иначе к пункту 1;

3) из собственных значений матрицы  формируются матрицы  При
получаем матрицу

Проверяются выполнения равенство

(50)
и для матрицы

выполнения условий 1. Если эти условия выполняются, то переходим к пункту 4, иначе к
пункту 3;

4) из уравнения (13) при  и  находим с точностью
(51)

где
5) находим  из уравнения Ляпунова

(52)
аналогично нахождению  из уравнения Ляпунова (26);

6) из уравнения (14) при  и  находим:

(53)

где
7) получаем матрицы  при  и  по формулам
(17);
8) получаем систему (18), (19), начальные и конечные условия (20) и (21).
В случае с постоянными матрицами системы (1) алгоритм решений задачи
разделения

переменных состояния линейной дискретной управляемой системы с малым шагом
состоит в следующем:

1) вводим данные матрицы системы (1): малый шаг
дискретизации, начальные и конечные условия системы (1)

2) проверим выполнения условий 1, если выполняется условия 1, то переходим к
пункту 3, иначе к пункту 1;

3) из собственных значений матрицы  формируются матрицы  При
получаем матрицу Проверяются выполнения равенство (25)

и для матрицы  выполнения условий 1. Если эти
условия выполняются, то переходим к пункту 4, иначе к пункту 3;
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4) построим приближенные решения уравнения (26). По формулам (44) вычисляем
матричные экспоненты  и  частичную сумму ряда (45)  вычислим по
формулам (46). Решение уравнения Ляпунова (26) будет

5) аналогично находим решения уравнения Ляпунова:
,

6) аналогично находим решения уравнения Ляпунова (27);
7) получаем матрицы  и  в виде ряда (24) с точностью
8) получаем матрицы
9) получаем систему (18), (19), начальные и конечные условия (20) и (21).

Заключение. Предложенный способ декомпозиции линейной дискретной
управляемой системы с малым шагом в дальнейшем будут использованы при
исследовании управляемости, наблюдаемости и стабилизируемости дискретных систем с
малым шагом, и при построении алгоритмов решений дискретных задач оптимального
управления с малым шагом.
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