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Аннотация: Бул иште чектелбеген белумде экинчи тартиптеги дифференциалдык 
тецдеме турунде берилген локалдуу эмес интегралдан кез каранды тескери маселеси каралат. 
Белгилуу шарттарда берилген тецдеме Вольтерранын учунчу турдегу интегралдык 
тецдемесине айланат. Чыгып келуучу маселенин чыгарылышы интегралдык кайтаруу жана 
регуляризация ыкмалары аркылуу далилденет. Интегралдан кез каранды тескери 
маселесинин чыгарылышынын алгоритми тузулген. Чектелбеген белумде берилген тескери 
маселеси жардамчы функциясынын жаныртылган ыкмасы аркылуу Вольтерранын экинчи 
турдегу интегралдык тецдемесине айланат дагы, андан кийин Вольтерранын учунчу турдегу 
интегралдык тецдемеси келип чыгат. Экинчи турдегу Вольтерранын интегралдык 
тецдемесинин чыгарылышы Банахтын принциби аркылуу келип чыгат, ал эми учунчу 
турдегу Вольтерранын интегралдык тецдемесинин жетиштуу чыгарылышы системалык 
регуляризация ыкмасы менен алынат. Бул ыкманын негизинде тецдемелердин системасына 
кичине параметрлерди киргизуу жана алар менен иштее орун алат. Тескери маселелерди 
изилдееде чыгып келуучу тецдеме классикалык эмес Вольтерранын учунчу турдегу 
интегралдык тецдемеси болгону анык жана алардын кепчулугу бугунку кунде каралган эмес. 
Мындай тескери маселелери ез калыбына келтируу процесстеринде кезигет. Ошондуктан 
тескери маселелери бул тармакта иштеген окумуштууларга бир гана теориялык эмес, 
натыйжалык дагы кызыкчылыгын тузет.
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Аннотация :  В данной работе исследуется обратно-нелокальная задача с
интегральной зависимостью в неограниченной области, заданной в виде дифференциального 
уравнения в частных производных второго порядка. Данное уравнение, в определенных 
случаях сводится к уравнению Вольтерра третьего рода. Разрешимость вырожденного 
уравнения доказана с помощью методов регуляризации и интегральных преобразований. 
Построен алгоритм решения обратной задачи с интегральной зависимостью, где исходная 
задача в неограниченной области с помощью модификации метода вспомогательной 
функции редуцируется в интегральное уравнение типа Вольтерра второго рода, а затем в
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Abstract: I n  t h i s  p a p e r  w e  c o n s i d e r  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  i n v e r s e  n o n l o c a l  p r o b l e m  w i t h  

i n t e g r a l  d e p e n d e n c e  i n  a n  u n b o u n d e d  d o m a i n ,  r e p r e s e n t e d  a s  a  n o n c l a s s i c a l  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n .  T h i s  e q u a t i o n ,  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  r e d u c e s  t o  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  o f  V o l t e r r a  t y p e  o f  

t h e  t h i r d  k i n d .  T h e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  d e g e n e r a t e  e q u a t i o n  i s  p r o v e d  b y  m e a n s  o f  r e g u l a r i z a t i o n  

m e t h o d s  a n d  i n t e g r a l  t r a n s f o r m a t i o n s .  A n  a l g o r i t h m  o f  s o l v i n g  t h e  i n v e r s e  p r o b l e m  w i t h  i n t e g r a l  

d e p e n d e n c e  w h e r e  t h e  i n i t i a l  t a s k  i n  a n  u n l i m i t e d  a r e a  u s i n g  a  m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  m e t h o d  i s  c a l l e d  

i n  t h e  h e l p e r  f u n c t i o n  i s  r e d u c e d  i n  V o l t e r r a  t y p e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  o f  t h e  s e c o n d  k i n d ,  a n d  t h e n  

V o l t e r r a  t y p e  i n t e g r a l  e q u a t i o n  o f  t h e  t h i r d  k i n d .  S o l v a b i l i t y  o f  e q u a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  k i n d  o f  

V o l t a i r e  t y p e  e a s i l y  p r o v e d  w h e n  e x e c u t i n g  t h e  p r i n c i p l e  o f  B a n a c h  a n d  a d e q u a t e  s o l v a b i l i t y  o f  t h e  

e q u a t i o n  o f  V o l t e r r a  t y p e  t h i r d  k i n d  o b t a i n e d  u s i n g  m e t h o d s  o f  r e g u l a r i z a t i o n  o f  t h e  s y s t e m ,  w h e r e  

t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d  s m a l l  p a r a m e t e r  i s  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s .  I n v e r s e  p r o b l e m s  

w h e r e  d e g e n e r a t e  e q u a t i o n  i s  n o n - c l a s s i c a l  e q u a t i o n  o f  V o l t e r r a  o f  t h e  t h i r d  k i n d ,  s o  f a r  l i t t l e  

e x p l o r e d .  S u c h  i n v e r s e  p r o b l e m s  f o u n d  i n  t h e  s t u d y  o f  t h e  p r o c e s s e s  o f  r e c o v e r y ,  s o  t h e  s t u d y  o f  

s u c h  p r o b l e m s  i s  n o t  o n l y  t h e o r e t i c a l ,  b u t  a l s o  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  o f  s c i e n t i s t s  w o r k i n g  i n  t h i s  f i e l d .

Keywords: I n v e r s e  n o n l o c a l  p r o b l e m ;  n o n c l a s s i c a l  e q u a t i o n ;  r e g u l a r i z a t i o n ;  d e g e n e r a t e  

e q u a t i o n ;  u n b o u n d e d  d o m a i n .

Введение
Н а  с е г о д н я ш н и й  д е н ь  б е з  п р е у в е л и ч е н и я  м о ж н о  н а з в а т ь  в ы с о к о а к т у а л ь н о й  о б л а с т ь  

и с с л е д о в а н и й  т е о р и и  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й ,  в  ч а с т н о с т и  и н т е г р а л ь н ы е  у р а в н е н и я  т и п а  

В о л ь т е р р а  п е р в о г о  и  т р е т ь е г о  р о д о в  [ 3 , 5 ] ,  к  к о т о р ы м ,  з а ч а с т у ю ,  с в о д я т с я  м н о г и е  з а д а ч и  

о б р а т н о г о  х а р а к т е р а  [ 4 , 6 , 7 , 8 ] .  Т е о р и я  о б р а т н ы х  з а д а ч  я в л я е т с я  о т н о с и т е л ь н о  м о л о д о й  

о б л а с т ь ю  и с с л е д о в а н и й  в ы с ш е й  м а т е м а т и к и ,  а к т у а л ь н о с т ь  к о т о р о й  о б у с л о в л е н а  н е  т о л ь к о  

н о в ы м и  т е о р е т и ч е с к и м и  в ы в о д а м и ,  н о  и  з а к р е п л я е т с я  в а ж н ы м и  ф и з и ч е с к и м и  п р и л о ж е н и я м и  

[ 1 , 2 , 5 ] .  В  н а с т о я щ е е  в р е м я  у ч е н ы м и  и с с л е д о в а н  ш и р о к и й  с п е к т р  з а д а ч  т е о р и и  о б р а т н о г о  

х а р а к т е р а  [ 1 , 2 , 4 , 7 ] ,  н о  м а с ш т а б ы  п о т е н ц и а л ь н ы х  н о в ш е с т в  и  д о с т и ж е н и й  в  э т о й  о б л а с т и  

н а с т о л ь к о  в е л и к и ,  ч т о  н е в о о р у ж е н н ы м  г л а з о м ,  м о ж н о  к о н с т а т и р о в а т ь  в ы с о к у ю  в а ж н о с т ь  

ф и з и ч е с к о г о  и  м а т е м а т и ч е с к о г о  п р и л о ж е н и я  д а н н о й  т е о р и и  к  д р у г и м  н а у к а м .

Н и ж е  в  р а б о т е  п р е д с т а в л е н а  о б р а т н о - н е л о к а л ь н а я  з а д а ч а ,  в ы р о ж д а ю щ а я с я  в  

у р а в н е н и е  В о л ь т е р р а  т р е т ь е г о  р о д а ,  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  р а з р е ш е н и я  к о т о р о г о ,  б у д у т
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показаны с помощью методов интегральных преобразований и регуляризации[5,7].
I. Рассмотрим задачу вида
'Utt + U x)),

, t N(t)
(Az)(t) = 1 K  (t, s) z(s)ds + 1  K  (t, s) z(s)ds. ( 1 )

U^11=0 = (p,(x), x e ^ , (i = 0,1)
3

^  (U t (t, X,) + Л(x , )U x(t,x ,)) = ̂ (t\t G f0, T ],
'=1

3
^  = ^ аг ^  0,

( 2 )

( 3 )

( 4 )

где a  = const, f , K , N, p , g , l  - известные данные, причем 
/  G C (̂Q), Q = (0,T) X R, K, (t, s) G C°^(Di),(' = 1,2), Ki(t, t) > a>  0,

K 2 (t, N ( t ) )  = 0, Di = {(t, s):0 < s < t < T}; N(0) = 0, 0 < N(t) < t < T, g  g  C"[0,T]; где
искомыми функциями задачи являются

^  = (U, z) G WC (П) = {(U, z):U G С’ ■ (П), z G C[0, T] }, | ^ | ^  = |o||c2,. ,5 , Ч14c[,.r] .

II. Из заданной задачи видно, что она носит параболический характер. Для 
изучения разрешимости исходной задачи необходимо ее трансформировать к интегральным

уравнениям. Так как требуется восстановление неизвестных функций(U, z) , то должны 
получить систему уравнений содержащих эти функции. Отметим, что классические методы, 
такие как применение функции Римана, функции Грина и преобразования Фурье, к исходной 
задаче неприменимы. Поэтому воспользуемся модификацией метода вспомогательной 
функции, применение которой описано в [7], то есть, пусть новая функция имеет вид:

U  +  ^ ( x ' ) U ^  = и ( t , x ) ,  V ( t , x )  G 5
=  p  ( x )  +  Л ( x ) p  ( x )  =  p  ( x ) ,  V x  G R .

выражая функцию U , в соответствии с (5) , имеем
Г  t \  ^  t Л

U  = P0
x ■

V 0  

Р (x . t . s '^s.=, = x . 

P t + ^ ( t ) P x =  0 .

j  Л(р(  x, t , s' ))ds' + ^u I T, x  — j  Л (р (x, t , s))ds 
У 0  V

dT = (Bu)(t , x),

( 6 )

Замечание 1. Аналогичная обратная задача, в случае, когда Л( x) = ^ =  const, изучена
в работе [6 ], поэтому в данной работе ведется обобщение результатов.

В самом деле, чтобы убедиться в правильности действий достаточно подвергнуть 
дифференцированию функцию U , то есть выражение (6 ) соответственно по переменным t
и x ,

i=1



d r ,

dr, ( 7 )

I I I
Ut = ■ ( - ^ ( x ) - f ^ p  (p ) • x) +  J • ( -^ (x) ^ f ^ p

0 0 L
t ^  t

Ux =^0l ■ (1 -  J + J Щ, ■ (1^ ^ ^ p
0 0 L ^

t  t

l = X — J A.(p( x, t , ̂ ^^)ds', ̂  = X — J A.(p( x, t , ̂  '^^ds,
0 r

затем с помощью подстановки полученных значений U  и Ц. в (5) получим верное 
тождество. Принимая во внимание (5) и (6 ) из рассматриваемого уравнения (1) вытекает 
следующее

Ut (t, x) X ^^z)(t) + f  (t, x, (Bu)(t, x)). (8 )
Так как интегро-дифференциальное уравнение (8 ) с условием (5) является задачей 

Коши, то имеем

u(t, x) X ср̂ (x) f  J [(Az)(r) f  f  (r, x, (Bu)(r, x))]dr = (Qu)(t, x). ( 9 )

В данном уравнении (9) содержатся две неизвестные функции (и, z). Для выяснения 
разрешимости полученного уравнения имеющихся условий недостаточно, поэтому 
учитывая условия задачи (3), (5) и уравнение (9), а также задавая условие x = x., имеем

3 I t t I
g ( t )  =  ^  « , u 0 ‘ ,  x , )  =  X  ^  P 2  ( x ,- )  f  J ( A z ) ( ^ ^ ^ ^  f  J f ( r ,  x , ,  ( Bu ) ( r ,  X i ) ) d r  V.

1=1 1=1 L  0 0 J

Вследствие условия заданного в (1), вытекает необходимость выразить

( 1 0 )

J (Az)(r)dr = Qz , то есть из ( 1 0 ) следует

J ( ^  j  g (t ') -  ̂  р2 (х  ̂2 f  ^ f  (r , , ( ^^d r
n I 0

-  (B , u ) ( t (11)

а это означает, что из уравнения (9) исключается Q z, то есть подставим (11) в 
уравнение (9) и получим

I

u(t , x )  = р  (x)  f  J f  (r, x , (Bu)(r ,  x ) )d r  f  B{u(t) = (Hu)(t,  x). ( 1 2 )

Уравнение (12) содержит только неизвестную функцию и, и по классификации 
интегральных уравнений является интегральным уравнением типа Вольтерра второго рода 
по переменной t е [0 , T ].

При выполнимости условий
LH  ̂1, (13)
где ^  является коэффициентом Липшица оператора H  [9],

H : Sr(и0) ^ Sr(и0),Sr(и0) = {и е C^(Q): |u- и0\ < r = const, V(t,x) g Q}, (14)

очевидно, что уравнение ( 1 2 ) имеет одно и только одно решение в С' (q ) .

Лемма 1. При выполнении условий (13) и (14), уравнение (12) разрешимо в C' (q ) .
В самом деле, при выполнении условий (13) и (14), оператор H  сжимающий и 

отображает область определения в себя, то есть выполняются условия принципа Банаха [9],
поэтому уравнение (12) разрешимо в C' (q ) . Отметим, что если t е [0, да), то относительно
уравнения (12) не применима теория уравнений Вольтерра, следовательно, не нарушая

0

0



общности исследований интегральных уравнений второго рода, используем условия 
принципа Банаха [9]. Лемма 1 доказана.

III. Для нахождения функции z(t) правую часть уравнения ( 1 1 ) обозначим через 
функцию F(t), учитывая, что

F(0 ) = 0 , F (t ) G  С̂  [0, Г] (15)
получим

} ( = F  (t), ( 1 6 )

Далее дифференцируя (16) по переменной t, имеем (Az)(t) = F  (t), пользуясь 
данным значением оператора Az из условия задачи (1), и вновь дифференцируя по t , 
получим следующее выражение

t N(t)
K(t, t)z(t)  + (t,^^z(s)ds + J K j.(t,^)z(s)ds = F"(t)

0 0

и интегрируя по частям (17), имеем 
f p(t )0'(t) + K 0 (t ̂ ^^t) = F0(t) + 0G00(t)

(17)

J z(s)ds = 0(t),
0
0(0 ) = 0 ; z(t) = 0’(t); |0'| = |Z < r, Vt g [0 , T ],

t N (t)
(G0)(t) = (t, ^^ds + j  K^s (t,s2^^^^ds,

0 0
[p(t) ^  Ki(t, t), F0 (t) ^  F  " (t); K0 (t) ^  K,, (t, t) > a >  0.

Регуляризируем данную систему (18) в С[0, T ], введем возмущенную систему [7]:

'(е + p(t))0j(t) + K0 (t) -  ^G0 )̂(t) + F0(t),
t. (19)

^ zS (t) + K z5 (s)ds = 0s (t) + ̂ z(0), (0 e (0) = 0) ,
0

где s ,d  - малые параметры. Тогда (19) преобразуется к виду 
t 10. (t) = K^ (t, s, е )------—  (G0e (s) + F0 (s)} -  (P0)it),0 s + p (s)

zs (t) = K ̂ 0 (t, s, ̂ ) ■ ̂ ŝ (s) -  Vs (tIds + 1 W0 (t, 0 , (t) + W0 (t, 0 , ̂ )z(0 ),

(18)

( 2 0 )

где имеют место ограничения
K  0 ( t )dT f  adr

W —? s s+p(̂ ^̂ ; |w(t, s,s)| <? ss+p(̂ ^̂
( 2 1 )

W0 -  t-s',(s < t).

0

<



1̂ . ^

Проведем оценку первого уравнения системы (20)
t
J

adr
' s+ P(r)

^ \ e   ̂
a  0

f

1 Je JP(r)d I

1
s  + p  (5 ) 

adr

N  ( t)

s + p(r)

+ M.^Jl ^(5 ')ds'+ J 1^(5 ')ds'Vĉ ^̂
0 0 J

{Mo + (MiT+M jN(t)|^ T)||^s(t)|C =

<

a
1 -  e J adr

s+ P (r)
Л

’ {M, + do ||0, (t )|^} < 1  Mo + 1  do C, (t )||
( 2 2 )

Mo = sup |Fo (t) ,  M l  = sup 1^ 1, (t, s ) , M 2 = sup 1^ 2 . (t, s),
[0 ,T  ] D i D1

do = M 1T+M jN(t)|^ T,r ,  = 1 m o ,

и с учетом оценки (2 2 ), а также, полагая — ̂  = h < 1 , получим
a

(23)

(24)

\!Cs (t )| C < (1 -  h)-1/o,

IÎ 5(t)\\ < Lc ( 1  + ê ’) + |g  ̂< 2Lc + |g  ̂  ̂No = const, 

отсюда видно, что система уравнений (2 0 ) разрешима, так как функции C (t) и ^  (t) 
ограничены по норме в С [0 , T ].

Лемма 2. При выполнении условий (23) существует единственное решение 
системы (2 0 ) в указанном классе функций, причем это решение сходится равномерно к 
решению системы (18) при s  ^  0(5 ^  0 ).

Для доказательства выполним подстановку вида
\в.(. t )= c (t) + й ( '),
I.z5(t) = z(t) + V5(<). ̂ t  ̂[0,T),

далее получим
t 1

ŝ (t) = J W(t, s, s ) ------—  {(G [в + 4s ])(s) -  (GC)(s) -  se, (s)} d, ^  (04s )(t),
0 s + p( s)

n, (t) = J W,(t. s, 5) {Cs (s) -  e(s)} ds+ 1  {Cs (t) - e ( t )} + Д(5, z),
5 0 5

t

A(5, z) = -  -  J Wo (t, s, s) {z(t) -  z(s)} ds -  Wo (t, 0, 5)(z(t) -  z(0)).
5  0

Оценивая исходную систему (25), имеем

4s(t) < ^ ( M T + M 2 IINo(t t  T)||fs(' ^ 'iS,

n ,  (t)  < J '-') Cs (s) -  e (s) ds + i  Cs (t) - e ( t ) + 1A (5, z )|, (I z  < r, V( e C[0 , T)),

(25)

(26)

следовательно

0

1



и .  ( ) 1е S ( 1  -  * ) " ' - N^S.i N, = -  r.).^  a  a

1 ^ . (t) l e  ^  2 N. i г  +  | | Д ( 5 ,z)\\c .

||Д(г, z)|e < Lz ( 1  + e-')S< 2LzS, ( 0  < L, , .  ■

(27)

^̂ 0 (.^0 ) 0

Учитывая условия (24) и (27), следует
\\e.(t) - e(t 1  < Nô s0 ŝ O

1

->0,

Ic 5^0(s^0)Z5 (t) -  z(t^ c < 2N0 ^  s +  Д( ^ , z)
5

то есть
Us (t) ̂ r ^ o -^  0, v t  E C[0, T),

 ̂Л5 (t) 5-̂ 0 > . , v t  E C[0, T),
,Z5 (t) ̂ ^ 0̂  0, v t  E C[0, T ), 

а это означает
(в. (t); Z5 (t)) - — ^ ( e (ty, z(t)), v t E [0, T], 
что и требовалось доказать. Лемма 2 доказана.

0,

(28)

(29)

(30)

Теорема 1. При выполнении условий лемм 1 и 2 обратно-нелокальная задача (1)-(3) 
регуляризируема в W  (^) .

Заключение
В работе доказана достаточная разрешимость обратной задачи с интегральной 

зависимостью, которая с помощью модифицикации метода вспомогательной функции 
вырождается в интегральное уравнение Вольтерра третьего рода [8 ]. Для доказательства
разрешимости исходной задачи в W (^) применены методы интегральных преобразований и 
методы регуляризации интегральных уравнений третьего рода.
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