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Аннотация. В данной статье получено точное аналитическое решение задачи изгиба 
полубесконечной балки на двухпараметрическом упругом основании с учетом неполного 
контакта с основанием в виде траншеи, расположенной на удалении от края полубесконечной 
балки методом обобщенных решений с использованием интегральных преобразований Фурье.
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Abstract. This article discusses the exact analytical solution of the bending problem of a 
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Введение
При проектировании ленточных фундаментов зданий и сооружений, опирающихся на 

грунт в виде лессовых отложений, необходимо учитывать, что под плитой при замачивании 
этих просадочных грунтов может образоваться провал (неполный контакт основания), 
подобное явление может произойти в известняках при больших откачках из них воды. 
Расположение отверстия (неполного контакта) в основании может быть в различных местах 
конструкций фундаментов: в центре, вблизи края.

Цель исследования
Получение точного аналитического решения задачи об изгибе полубесконечной балки 

на двухпараметрическом упругом основании с учетом неполного контакта с основанием в 
виде траншеи, расположенной на удалении от края полубесконечной балки.

Метод исследования
Для получения точного аналитического решения использован метод обобщенных 

решений с применением интегральных преобразований Фурье.

Рассмотрим задачу изгиба полубесконечной балки, лежащей на двухпараметрическом 
упругом основании с учетом неполного контакта с основанием в виде траншеи, 
расположенной под балкой шириной 2 а на удлинении b от края полубесконечной балки 
(рис.1).

Рисунок 1. Полубесконечная балка на двухпараметрическом упругом основании с 
учетом неполного контакта с основанием в виде траншеи, расположенной на удалении b от

края полубесконечной балки

Дифференциальное уравнение изгиба балки в безразмерных координатах и функциях 
имеет следующий вид [1,3,4,6]:

d  ‘ ̂  ^ L 2  ,.2 d " W ( x )■ + s*W (x ) e(b -  x ) + s *W (x ) e (  x -  b -  2a ) = ^  (x ) (1)dx* dx^
На левом конце балки при x = 0 следует удовлетворить граничным условиям:

L,W  (x ) = 0 (/ = 1, 2) (2)
Для наиболее распространённого на практике свободного опирания конца балки:

г d^  ̂ d^
-̂1 = 7 2 ’ L2 = , 3 (3)dx dx

Решение уравнения (1) можно получить, используя метод обобщенных решений [6,7], 
согласно которому следует продлить функцию прогибов от края балки до да, т.е.



(-да < л <+да), а в правую часть уравнения наряду с заданной внешней нагрузкой (x )
вводятся дополнительные функции

q- ( x ) = x  ) (4)
Здесь S (x) - дельта функция,
L. - оператор граничных условий из (3),
A. - неизвестные пока коэффициенты.

Если на балку действует вертикальная нагрузка, то на дополнительной части при 
(-да < x < +0) можно предположить нагрузку, симметричную заданной. В этом случае второе 
граничное условие будет удовлетворяться автоматически и в правую часть уравнения (1) 
достаточно будет ввести одну функцию q  (x) .

Таким образом, правая часть уравнения (1) будет иметь вид:
q( x) = qo( x ) +qi( x) (5)

Для решения дифференциального уравнения (1), применим косинус-преобразование 
Фурье. В результате получим трансформанту Фурье прогиба балки в следующем виде [5,7]:

W (Л) = Qo(Л) + ̂ 1(Л) 
Л̂  + 4

b+2a

-4 I  W (x)cosЛxdx (6)

Здесь функции W(Л) и Q  (Л) представляют собой трансформанту Фурье функций 

W (x ) и qo( x) .
Применим к равенству (6) обратное косинус-преобразование Фурье, получим 

интегральное уравнение, из которого можно определить функцию прогиба балки:
b + 2 a  1

(7)

В формуле (7) W  (x) - прогиб в бесконечной балке, условно полностью лежащей на 
упругом двухпараметрическом основании и загруженной нагрузкой на заданной и 
дополнительной частях балки.

Ядро этого уравнения K  (x, t) определяется из зависимостей [2]. В уравнение (7) входит 
ещё одно слагаемое с неизвестным коэффициентом A . Для его определения можно 
использовать граничное условие на левом конце балки.

Перейдем к решению интегрального уравнения (7).
Рассмотрим сначала участок балки на котором (0 < x < b). Подставив соответствующее 

значение ядра K (x,t)  в формулу (7), перепишем её в виде:
2 1

W (х) = (х) + 2 ]  (х) -  А  (х) (8)
!=1

b+ 2 a

Здесь = I  W{t)y/^At)dt

Определим неизвестный коэффициент A  . Для этого, как уже упоминалось, используем 
граничное условие на левом конце балки:

W "(0 ) = 0

Продифференцируем дважды уравнение (8), с учетом значения функций ^,".(0) и 

у/”̂(0), в результате найдем:

А = - [ К ( 0 )  + 2С,^] (9)
Следовательно, функция прогиба может быть записана в виде:

b

b

0



W  (л) = f r j x )  + T » ' \ 0 ) iy ,J 0 ) + (х) + [<Р2̂  (х) + (х)] (10)

Для определения коэффициентов умножим обе части уравнения (10) на у/̂  ̂{х), в 
результате получим систему алгебраических уравнений:

СиФи2̂  -  (1 -  Р2<2̂  ) =
Входящие в эти уравнения функции имеют вид:

(11)

F̂  ̂ 2/> -  е cos 2 (Ь + 2 а )|

[1 -  sin 2{Ь + 2а)] -  (1 -  sin 2/>)|

(12)

= - 12 sin 2а [sin 2{Ь + 2а) -  cos 2{Ь + 2а)] + е [1 -  sin 2{Ь + 2а) + cos 2{Ь + 2а) -  3 ] -

-  e ’ (2 sin 2b + cos 2b -  3) + 4 a |

^ 2<2< = ^\^2sm2a\sm2{b + a) - cos2{b + a)^ + [2sin2(/) + 2a) + cos2(/> + 2a) - 3 ] 

» + (- e -2b .’(2sin2b + cos2b-3 )  + 4 a | ,

a функции (/ = 1,2; A: = 1,2) определяются выражениями [2] в зависимости от вида
нагрузки.

Решение системы уравнений (11) даст:
-1

С , = О г О

(13)
О = (1 -  )(1 -  F2. 2.  ) -  Фг.2.  ' ̂ 2. 1. '

где О, = Д1 -  /(,̂ 24 ) + ̂ 24 • ̂ 2̂ и

F>2 = 2̂< (1 “  Ф\<\< ) + ̂ ^  • F̂<2< ,
Таким образом, определив коэффициенты Ĉ  ̂ по формулам (13), найдем функцию 

прогиба (10) и затем, дифференцируя ее, определим значения изгибающих моментов и 
поперечных сил в балке.

Приведем эти значения для полубесконечной балки, загруженной на краю силой P  при 
(0 < л < b) (рис.2)

Рисунок 2. Полубесконечная балка на двухпараметрическом упругом основании с учетом 
неполного контакта с основанием в виде траншеи, расположенной на удалении b от края 

полубесконечной балки, загруженной на краю балки силой Р



P I 1
W(х) = ---- ^ 1 — e x cos x -e "" cos X + Cj  ̂cos xchx + |^sin xshx + e (sin x -  cos x) j |

(14)

EJP^ [ 2

P { 1 _ .
(p{x) = 0 2  I ^  ̂  ^ ̂  ^ ~ xchx) + (cos xshx + sin xchx + 2 e "" cos x)

M(x) = - 0  |e  "" sin X -  2Cj^ sin xchx + 2Ĉ _̂  |^cos xchx -  e ""(cos x + sin x) j |

Q{x) = -P  |e  "" (cos X -  sin x) -  (sin xchx + cos xshx) + 2C^  ̂(cos xshx -  sin xchx + 2e "" sin x)|

При загружении края балки длиной С{С <Ь^ равномерно распределенной нагрузкой
интенсивностью q (рис.3), прогиб балки имеет вид: 

при х < c

W (х) = q
8EJ 0^

| l  -  е (cos с cos xchx + sin с sin xshx) + cos xchx + sin xshx -
f  -C •' e sin c

-  C e ""(sinx-cosx) >.

при (C < x < b )

W(x) = -  ^ | e ( c o s  X  cos cchc + sin x  sin cshc) -  4Q^ cos xchx -  4C2^ sin xshx +
8EJ 0"

+
f  - C •' e sin c

- a e ""(sinx-cosx)

Рисунок 3. Полубесконечная балка на двухпараметрическом упругом основании с учетом 
неполного контакта с основанием в виде траншеи, расположенной на удалении b от края 

полубесконечной балки, загруженной на краю балки равномерно распределенной нагрузкой

Перейдем теперь к решению уравнения (7) на участке [(b + 2a) < х  < да]. В этом случае 
как следует из (7) и [1], прогиб балки для рассматриваемых значений х имеет вид:

2 —
W (х) = (х) + 2 ]  (х) -  -  0 1 ^ 2̂  (х) (15)

!=—
Очевидно, что значение коэффициента Д  определяется равенством (9), а для 

определения коэффициентов С-,̂  умножим обе части равенства (15) на iPj^{x), что приводит к 
системе алгебраических уравнений относительно этих коэффициентов:



Решая систему (16), найдем

(16)

О  =  (1 -  Ф 1.1 J (1 -  Ф 2.2 J  -  Ф 1.2 . • ^ 2. 1.^

01=^1Д 1-Ф 2.2.) + ̂ 2.-Ф2.1. (17)

0 2 = ^ 2 .(1 -^ 1 .iJ  + 7^1.-^1.2. .
Здесь функции F.^ выражаются через уже известные функции , определенные из 

выражений и функции Ф- ,̂ определяемые в зависимости от вида нагрузки из выражений [2]:

7 ^ .= Ф 1 .-^ 4 (Ф 2 Я .-Ф 1 Я .)  

^ 2>- ~ ^^2> ~ 2 {^^2>2> ~ ̂ \>2> )

(18)

Таким образом, значения прогибов, углов поворота, изгибающих моментов и 
поперечных сил для балки загруженной силой Р  на краю полубесконечной балки имеют вид:

P
JV(x) = ^   ̂ 3 [0,5cosx + Cj^ cosx + C2>. sinx + C2̂ (s in x -co sx )]

EJ

^( x) =
P

EJ 0^
-e-x| -[ -  (0,5 + Cj^) (cos X + sin x) + (cos x -  sin x) + cos x]

P
M(x) = -  —e [(l + 2Cj^)sinx-2C2^ cosx-2C2^(cosx + sinx)]

(19)

Q{x) = -Pe "" [ ( l-2 C j^ ) (c o s x -s in x )  + 2C2^(cosx + sinx) + 4C2  ̂sinx 

При действии равномерно распределенной нагрузки на участке балки С(С -< />) прогиб 
балки имеет вид:

W(x) = -  р 4 ''(coscc/zccosx + sinc5/zcsinx)-4Cj^e cos

-4С2^е "" sin X + (0,5 е sin с -  С2_, )е "" (sin х -  cos х)

На оставшемся участке балки при (b < x < b + 2a) из (7) и [1] следует:

x -

W (x) = W. (x) + £
i=\

b+2a

j  W{t)y/0t)dt - \ A W 2 0 )̂ (20)

Для определения прогибов в различных точках этого интервала разделим его на n 
частей и заменим интегралы конечными суммами. Тогда, прогиб в точке x  ̂ имеет вид:

W (x, ) = W.  (x, ) + £
i =1

(b + 2 a) -  x
j =0

n-1

n -  , l;=k _
- ^ A w 2<i^kX (21)

Коэффициент A  определяется по формуле (9).
Давая параметру ,  различные значения, получим систему уравнений, из решения 

которой определим искомое значение прогиба W (^ ).
Приведем эту систему при n = 5.



CW = F
Здесь матрицы С и F  определяются формулами [2]. Компоненты матрицы С 

определяются формулами [7], а компоненты вектора F  определяются следующим образом:
n -  к

i=\ {Ъ + 2 а) -
>■ (/: = !, 2,3,4) (22)

Приведем выражение для определения производных функций прогиба:

W < '>( X) = W;: '>( x ) + 2
i=\

b+2a

(pA \ x)^W( t)y/^^(t)dt + j  W(t)y/^^(t)dt
1

+ Т^{х) - -АУ А > { х) (23)

Здесь p -  номер производной, а функции (x) определяются выражениями [2].

Для вычисления значений W ^̂ > (х) в различных точках делим интервал (b, b + 2a) на n 
частей. В результате, получим:

w p ( Х к ) = w : , p ' ( Х к ) + 2
i= l

n - -

) Z Ч', .(Т  W(>:, ) + (X, ) 2 (X;W(X .)
1 = 0 ^=к

1
(24)

Давая параметру к различные значения (к = 1,2,...,n - 1) , получим систему уравнений 
для определения значений прогибов W (х ). В правую часть этой системы входят функции 

W  (Хс) ,  определяемые для сосредоточенной силы по формуле [2], а для распределенной 
нагрузки также по формулам [2] в зависимости от положения точки х  ̂.

Выводы: Итак, получено точное аналитическое решение задачи об изгибе 
полубесконечной балки на двухпараметрическом упругом основании в виде траншеи, 
расположенной на удалении от края полубесконечной балки.
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