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Аннотация. В данной статье рассмотрена двумерная прямая задача телеграфного 
уравнения, указанными в теме статье, источниками. Прямая задача построена таким образом, 
чтобы можно было исследовать соответствующую обратную задачу.

В данной статье исследовано первое условие корректности задачи, т.е. существование 
решения, доказано, что решение существует при определенных условиях.
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Введение. Телеграфное уравнение состоит из двух дифференциальных уравнений, 
первое дифференциальное уравнение описывает распределение напряжения во времени, а 
второе-распределение тока во времени. В частном случае система уравнения Максвелла 
также сводится к телеграфному уравнению.

Распространение электрического сигнала по проводу воздушной линии также 
описывается телеграфным уравнением. Проводник линии характеризуется физическими
параметрами: C - емкость, L - индуктивность, R  -сопротивление, G = R- 1 — утечка.

Телеграфное уравнение бывает двух видов:
1) Телеграфное уравнение в линии без потерь;
2) Телеграфное уравнение в линии с потерями.
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В первом случае: R - сопротивление, G - проводимость считаются очень малыми и в 
этом случае: модель телеграфного уравнения зависит только от L- индуктивности и С -  
емкости между проводниками, а во втором случае: R  и G являются большими величинами.

В данной статье рассматривается вторая постановка задачи.
Для решения задач телеграфного уравнения применяют различные методы в 

зависимости от начальных и граничных, краевых условий, и в зависимости физических 
процессов и явлений и т.д. Приведем наиболее часто применяемые методы решений: метод 
характеристик, метод разделения переменных, метод комфортных преобразований, 
операционные методы, численные методы (сеток, Монте-Карло, итерационные методы, 
Рунге Кутта) (см. лит. [1-3,6]).

Постановка задачи. Двумерное телеграфное уравнение затухающего 
электромагнитного волнового процесса или передачи напряженности магнитного поля по 
двум пластинам выражается математической моделью следующего вида:

а {  X ,  у)
................................................ (1)H  "(х, у, t )=- с' (х, у)

■ А Н H t ( x ,  у ,  t ), X е R ^ y  Е  R ,  t е R ^

s ( x ,  у )̂(х, у) s ( x ,  у)
где АН = НХх + Нуу — оператор Лапласа, с (х, у ) — скорость распространения 

электромагнитных волн, е(х, у ) , ^(х , у ) — электрическая и магнитная проницаемость, а(х, у ) 

— проводимость среды, Н  (х, у, t) — напряженность магнитного поля.
Для нахождения среди многих решений, однозначного единственного решения задачи 

(1) необходимо задать начальное условие и граничное условие следующего вида:

Н ( x , y , t  ̂t<0 ^  0, Н 'х( x , y , 1 1 х=0 = ^ ( у )A(t) + г ( у )^ (t), у  е  [ -  D , D ], t е  [0, Т ], (2)

Условие 1 формулы (2) описывается следующим физическим процессом: 
электромагнитная среда до определенного времени t = 0 находилась в состоянии покоя, а 
начиная с этого момента начинается действовать электромагнитные волновые процессы.

Условие 2 формулы (2) означает, что на границе х = 0 будет действовать сила 
мгновенного источника с величиной h(у ), а также сила шнурового источника с величиной 
r (у). После этих сил начинаются электромагнитные волны.

Двумерная прямая задача телеграфного уравнения.
Найти обощенное решение задачи (1) — (2) Н  (х, у, t) -напряженности магнитного поля 

при известных значениях параметров С 2 (х, у), ^(х, у ), ^ (х , у ) ,^ (х , у ), и при известных 

значениях источников Н(у), r (у ).
Предположим, что относительно параметров уравнения начального и граничного 

условия выполнены следующие условия:

С ̂  (х, у  ),^(х, у  ),д(х , у  ),а (х , у  ) e A i, н ( у ), r  ( у  ) е Л  2 , (3)
A j = {̂ (х,у )е С (̂(0,d )*(-D i , )), supр { ё ( х , у)} е((0,d )*(-D ^ , )), 

где a  = ||f (х, у ^ 2 ^ M 2 , 0 < M i < ё ( х ,  у ) < M 2 },
Л 2 = { sup p  н(у ) Е ( -  D , D ), н(у ) Е C 5 ( -  D , D )},
D  = D  + T(M^ + a ), T  = 2 ^  /(M,  ̂ — a ).

Здесь T — время, порожденное возмущение магнитной напряженности функциями 
источниками r (у ), ^ (у ), которое достигает глубины d и вернется обратно на поверхность 
х = 0 для всех у.

Сведения задачи (1) — (2) к регулярной задаче. Введем новую переменную сх(х, у ) ,



которая является решением задач Эйконала следующего вида:

■x, у )  + у )  =
£{X, у) - (̂X, у)

С " ( x ,  у )

а ((x, У)\ х=о = 0 , а х(x , у)\
£ (0,  у )  - ^ (0,  у )

z=0
С ^ (о, у)

ах (X, у ) > о, lim а (х , у ) = да

и введем новые функции: ju (a ,  у )  = ju (x ,  у ) ,  s ( a ,  у )  = s ( x ,  у ) ,
С (а , у ) = С (x ,  y ), ^ ( а ,  у )  = ^ ( х ,  у ) ,  S ( a ,  у ,  t )  =  H (х ,  у ,  t ) .
Тогда учитывая результаты [4,5], получим прямую задачу с данными на 

характеристиках:

д^З д^З
d t2 д а 2

+  Li З ( а ,  у ,  t ), | а < t { T , у  G ( - D , D ),

З ( а ,  y , t )  а|=/ =  ^ ( t , y ), t  ^ t 0 , T ^ у  ^ ( - D , D ) ,

З ( а ,  y , t )  у=-D =  З ( а ,  y , t ) .у=+D = 0 .

(4)

Здесь для выделения регулярных и сингулярных частей решения, представлено 
решение задачи (4) в следующем виде:

З ( а ,  у ,  t) = S  ( а ,  t ) 3 ( t  -  Ц )  + К ( а ,  у ) в 1 (t  -  Ц )  + З  ( а ,  у ,  t ),

где i9 (а, у, t) — непрерывная функция.
Определим некоторые равенства, которые понадобятся в дальнейшем: 

дЗ
W\=t S j 'ду

дЗ
д /

дЗ
д а

L lЗ (а , у , t) =

\щ=/ t

S y ( t . у ) . t ̂ [ ° , T ]. у  ^  ( - D . D ) .

S^  ( t ,  у )  +  R ( t , у ) ,  t g [0 ,T  ], у  G ( - D ,  D ) ,

s i g n а R ( t , у ) ,  t G [0, T ], у  g  ( - D ,  D ) .

(5)

С2 ( а( а . у )
£(а, у ) ^ ( а ,  у )

д 2З д 2З
ду

л дЗ+ Д а ------ ^ а у,
д а  у даду

с>(а, у )д З  
£(а , y)д t

(6)

Обобщенным решением задачи (4) назовем функцию З(а, у, t) удовлетворяющую:
t t D r  ■

I I I  L З (а , y , t )^ (а, y , t) ̂  ̂  ̂ дт дт д а  д а0 а |-  -D­
t D

З у З а З т

= 1 1 S (т, у )^ (а , у, t )̂3уат, t G (0, T ), (*).
\Ц-D

где ф(а, у, t) g C 2 (Q(T, D)).

Q (T , D) = ^^а, у, t) :  а  G ( -T , T ), у  g (-D , D), < t < T  j;

Решение задачи (4) по формуле Даламбера имеет вид:

>

>

>

ш=/



у ,  t ) = y) S{t  -  \^)  + 1 J I y ,  t)dSdr.
o а-t+T

Подставляя значение Lj(a,y,t) в формулу Даламбера и приравнивая коэффициенты 
перед одинаковыми сингулярными частями, получим

S (t, у )  = у >^(0 ' у )  + 1 1 [а у S (г, у )  +  AOS (г, у ) ]
2 • с 2 (0 , у ) 2 1 1 ^ (г , у)м(т,  у )

S (т, у )  j d r ,  t е [0, T ], у  е  ( - D,  D) .
^ ( ^ ,  у )

(7)

R ( t , у )  = 1  I ---- с (т’у )----{ s _  —  ^  ^  + \ ,  R  +м ^ у ^ ^ у у ^ з  ^'т(т,у ) ^ „
2 1 s (т, y ) м (т, у У  ' у  м (т, у ) у м (т, у ) " ' у у ' ' '̂у^^у

+ АаЯ(т,  у )  - ^ (т1 Ау )  * r ( t , y )}dт, t е  [0, T ], у  е  ( - D ,  D).
^ (т, у )

(8)

Из равенства H  ( X , у , t ) = З (а (х , у ), у , t ) дифференцируя и приравнивая x = 0 
получим:

H x  (X, у.t) x=0 = З а  ( а ( X ,  У ) ,  У , t i  а = 0  • аХ̂ I x=0 = ( а ,  У , t̂ а=0 * аХ̂ I x=0

З а  ( а , у , t ) а=0 * ̂ ( 0 ’ 2 ! } м ( 0 ; у )  =  h ( у ) д Ц ) + г(y ) в { t ).с" (0, у)
С другой стороны,

HX (X, у, t) x=0 = [SX (0, у)  -  R(0, y)]^(t) -  S (0, у)^(1) + R 'x (0, y)в ,( t).
Отсюда

S (0,y )  = к(у), R(0,y )  = S ; ( 0 ,y ) -  г(у),  SX.(0 ,y ) = h( у) ■g(02 у ) ' ^S0. у ) , R ( 0 y) = 0 .
2 • с 2 (x, у )

Таким образом, функция r ( у )  не может быть произвольной функцией, она должна 

h (у ) • ^ С0, у ) •м (0, у )
быть равна: r( y)

2 • с ̂  (0, у )
Конечно-разностный аналог задачи.

Vf. = V\ \  + L V , (ihi, j h 2 ,кт) еП k ,

f I2J = Sj2l, i = - N , N , j  = - l Tl

yk^ = y k ^  = 0, i = -  N , N ; к  = 2i ,2 N ,

где
L ^ V i k  =

c j

M r j S j
У у у  ^ а y i j y а y  + А \ j y 0

^ i j  7

(9)

Sk, = .^2
hj M0 j^0  ̂ k

2c 0j 2 1=0
+

1 к 
1 [а.у {s y \j +(Ao )jSj

^ jrij
Sj \^t, к = 0 ,M , j  = -  L, L;

>

а

2
тij



= {xi = ihi,yj = jĥ , tk = кт : g {-T, T ), \ihi\< 2тк < T,iĥ  g ( - D , D)}, \=  - ,  = - ,  r  = — .
N L 2N

R j -- 2 - ‘j i ^ j  i i i
------}-т.

В области О  ij определим кусочно-непрерывную функцию u (a , y, t) 
внутриследующего параллелепипеда

^ т < t < (к  +  1)т, i ^  < а < (i +  l ) h , j ^  ^ y  ^ (i + 1 ) ^  }

u (a , y , t ) =  ukj
V

i +  1- a
h

+ u ■
i+ lj

V
f \ f  

a
h1 -  -

V 1 yv

j + 1 - y
h

j + 1 -

yv

y

2
к  +  1 -  - 1  +  u k.+1 

т y i2j

V
i +  1 - a

h

h2
к  +1 — 1 +  u k.

т y j + 1

V
V

j + 1 - y
hyV 2 y

к  1+

i +1 - a
h

y
hyV 2 y

к  +  1 —t  1 + 
V т

+ u .к
i+1 j+1

f

f \ f
a
h

y
h j

+ и к.+1ij+1

y v
\r

2
к + 1 —- ! + и к + 1 . 

т J 1+1J

\r
a
h j  + 1-

y
h

y v 2 т
к  1 +

i +1 — a
h

y
h

yv 2
— к  1 +  и к + 1.

У

i+1 j+1
a
h 1 i

v 1 yv

y
h2

t  — к  1. (10)

Предположим, что выполнены следующие условия:

L N  ( к л2 
max h ^  Z Z I u . I < A,
|i|< к<M ; j  = —L i = —N v 1J

L N  
max h^2  Z Z
|i|<к<M; j  = —L i = —N

(. к^  .. . — u^.  ̂
i + 1j 1J < B,2 ,

L N  
max h^2  Z Z
|i|<к<M; j  =—L i  = —N

Покажем, что 
t D

(  к  +1 к  1 u —u
1J 1J

2
L N  

< B  , m ax h h  Z Z
|i|< к<M ; j  = —L i  = — N

t D

( к к 1^   ̂ — u .. 
ij +1 1J <B3,

(11)

о  V 1-̂  ry
m a x  J J u 2 (a , y ,  t )d a d y  < A, m a x  J J u 2 (a , y ,  t )d a d y  <  B , , 

a\<t<T  — t —D  a\<t< t  — t —D  a  2
t D t D

m a x  J J u2  (a , y ,  t )d a d y  < B , m a x  J J uу  (a , y , t )d a d y  < B
a\< t<T  — t —D a < t < t  — t —D

(12)

Докажем первое неравенство (12).
При t  =  кт, i ^  < a <  (i +  1 ) h , j h 2  <  y  < { j  +  1 )h2 , вычислим следующий интеграл:

г

t
т

y

y V

t
i i

V y v y

V y y

2

h
1

>
2

hт
2

>



(?+l)h1 { j+ \ )h2

J
ih.,

J u 2 (a, y , kT)dady  = J
jh

(i+ 1)h1 ( j + 1)h2

2 ih
J

j h 2 L
u ij

ЛГ
1 ^i + 1 ------

h
yV

j +1
h2

+

+ u
i+1j

V
a

~̂1
• — i

yv
j  ^ 1—y  

h2.

f
+ u

a  — i = ^ , ^  
h 1 h2

j  = Л

ij+1

1 1  
J J  
0 0

ai +1 — ̂
h1

Л

yv
- y —j
h2 y

+ui +1 j  +1 

k

a

~̂1
— i

V

y —j  
, .h 2yv 2

2
dady  =

h1h2 J J U ĵ (1 — ^ )(1 — ^ ) +  Ui + 1j  (^(1 — ^)) +

Обозначим через a  =  u k., b =  u k  . ., c =  u k. . ,  d  =  u k. + 1.
Р j  i + ij +1 iJ

2
J o  J o  [a ( 1  — ^ ) ( 1  — ^ )  +  e(1 — Vl)-G + c(1 — G)n + dGn] dgd n =

Тогда справедлива:

J0  J0
= J1  j J  { a  2 ( 1 — ^ ) 2 ( 1 —л)'2 + b 2 ( 1 — ^ ) 2  - ^ 2 + c  2 ( 1 — ^ ) 2 ^ 2  + d  2 ^ 2 ^ 2  +
+ 2ab(1  — g) • (1 — t])2 • g  +  2ac(1  — g )2 • (1 — ^ )  • ^  +  2 a d  • (1 — g)(1 — ^ )  -gi^ +

+ 2bc(1 —1)(1 — g )g  • t  +  2 b d (1 — t ) g 2 • t  +  2 c d (1 — g )  • t 2 • g }d g d t  =  JJ 1 a 2 (1 — t ) 2 +2 1 [1 2 , 2
3

+ 1  b 2 (1 — t ) 2 +  — c2t 2 + 1  d  2 t 2 +  2ab  
3 3 3 2 3

9 1
(1 — t ) 2 +  ^  — a c  • t ( 1  — t )  +

+  2ad  

2

— — 

2 3
t ( l  —1 )+  2bc

— — 

2 3
• t  • (l —1)+ 2bd  • 1  (l — t )  • t  +  2 cd

— 1  
2 3

t 2 [ d t  ■

a 2 2 2
 ̂ J1(1 —1 )2 d t  + ̂ J 1(1 —1 )2 d t  + - y J 0 t 2 d t  + у J 0 t 2 d t  + 2ad

— — 
2 3

•Jo(1—1 )2 d t + J o t (1—t )dt + 2ad 1 —1  J 0 t (1—t )dt + 2bc 1 —1  J 0 t (1—t )dt  +3
1 1
2 3

— — 
2 3

+ 2 b d 1  J— (1 — t )  • t d t  + 2cd

2ac

1  — 
2 3

^ 9  a 2 b2 c 2 d 2
f ° t 2 d t  = =  + —  + —  +  + 2abJ0 ' ' 9 9 9 9

1  — 

2 3

1
• -  + 
3

+  -
3
2

Г1 11 Г1 11
2

Г1 11 2 2bd Г1 11 , 1 Г1 11+  2ad + 2bc +------- +  2cd —
L 2 3 J 12 3 J 12 3 J 3 12 3 J 3 12 3 J

a 2 b 2
+

c 2 d
+ ---- + ----

9 9

2 ab ac ad bc bd cd  1
+  —  +  —  +  —  +  —  +  —  +  —  < ­

9 9 18 18 9 9 9
2  2  2  2  ada +  b +  c +  d  +  ab +  ac +  —  +2

+ +  bd  +  cd 2
2 2 2 2 z, z,^ 1 Г 2 , 9  9 79 a b a c a d  b 2 c 2

^  a +  b2 + c2 + d 2 + — + — + — + — + — + — + — + — +
9 L 4 4 4 4

2 ,2 ,2  2d b c
—  + -------------+ — + —2 2 2 2

b2 d 2 c2 d 2 
+ — + -----+  — + -----2 2 2 2

< 1 9  9  9  9  a +  b +  c +  d
4 - -

y



(/+1)/1  (j+V)h2
J

_ /2 1
J г_2 (а, у, kT)dady < — hh

j h 2
'‘ k̂ ] +(! “ j+ 1  ]  “ i+ 1 / ]  “ i + i / + i

2  ■

Просуммируем на весь интервал, тогда получим желаемое неравенство:
т 1̂Т ( j  +  1 ) ^  (i +  1)hi т ÎT 9

Z  Z  I I ‘ 2 ( « ,  y , k r)d a d y  < h . h 2 Z  Z  I « / /  ] <  A.
J = -L i = -N  j ^  i h  1 2  j = -L i= -

2 ih..

(13)

Для параллелопипеда t  =  (k +  1)r, i ^  < a <  (i + 1 ) ^ ,  j ^  <  У < (J  +  1)h2 также

можно показать выше полученное неравенство.
Покажем линейность функции _  (id, y , t ) по t при кт < t < (к + \)т. Рассмотрим

аи (а, у, кт) = ик- (i +1 - а )(  j  +1 - - У-)(к + 1 -  к т ) + + 1(i +1 - а )Су +1 - - У ) •
ij h1 h2

т ij
h1 h2

т i+1 j  h h2
т ij+1

h1 h2
• (кт - к ) + и ^  д а _  i)(j j + 1 - У  )(к+1 -  кТ ) + и ^ ,  ( i+1 - а ) ^ у  -  j ) ( k +1 -  кТ ) +

+ик+1/+1( ̂  - J)(ĥ  -  Л(к+1-кТ )+ик+1 ( -  ОС/'+1 - I^T- к)+ 

+uk/+1(i+1-^  )(jy,- /)(кт -к)+и/ ( ‘0-̂ - ')(тг̂ -//)(кт -к)=
а

=ик (i + 1 - ° - ) (/ + 1 - у̂ -) +uL i i( 0  -  i)(j + 1 - у̂ -) +ij  ̂ ^ ^ ' Ui+l^’ h h2

+ик +1(i+ 1 _ 0  ')^т^-  j ) + ‘ ‘' u ■+1(0  -  ‘)(т ^- /^;

((а, y , ( к + 1) т ) = ‘ к/ ( i +1 - 0 ) (̂ +1 - У̂-) (к + 1-  ̂ к±^УТ ) + uJ + i ( i+ 1-  0 ) С/
h2 ‘j

+

+1 )(^k ± ] ) I  -  к ) + ‘ к (0 _  i) ( j  + 1 _ l . ) ( k  + 1 -  Сk+1}L ) +

h2 т i + 1 . ^  h
h2

+ u L  (i +1 - 0 ) ( : y  - / ) (к  +1 -  Сk' 1)T) + u L , ^  , ( 0 - + /) (к  + ' - - )  +
i J ^

(к + 1)т^

+ и к 2 . ( 0 - 1 ) ( / +1 ) ( ^  -  к) + ик+ 1(,'+1 - 0 ) c k L - J ) ( ^  -  к)
i + 1.^^^  ^  ^  ^  T

i+1j +1 h

0 ,  У -хХк +1

2i.j + 1 ^ "  ̂ T

T

+

+ U k ' ^ ^ c 0 - i ) ( ^ y  - /)^]кТ 1} 1  -  к) = и к ,+ \ ,+1 - 0 ) ( J + 1 ) +
i+ 1 j+ 1 ^  T ij

h1 h2

+ ‘ t i l -(0  - i ) (J + 1 - ^ ) + u / +1 (i + 1 - 0 )^y  - j ) + ‘ t I L I (0 - i )(-y  - j ) .i+1fh^ l+1j+1^\

2



(14)

Очевидно, что

~  (а ,  у ,  / )  = (k + 1  -  —) ~  (а ,  у ,  кт) +  (— -  k ) ~  (а ,  у ,  (k +  1)г) = 
т т

(1 -  1_ к т )~  (а ,  у ,  кт) + (!__к т )~  (а ,  у ,  (к +  1)т)
т т

Это означает, что функция и (а , у , t ) — линейная. Отсюда

~ 2 (а , у , —) = (1 -  ^ t J ^L  -)2 и'2 (а ,  у ,  кт) + 2(1 -  —- к т)(—- к т ) и ( а ,  у ,  кт)к(а ,  у , ( к  + 1)т) +
т

+ (t- ^ ^  )2 и'2 (а ,  у , ( к  + 1)т) < 2 
т

т т

(1 -  (—- к т ) ) ^ и ^ ( а ,  у ,  кт) + ( ^ t - ^ L  )2 и ^ ( а ,  у , ( к  + 1)т) 
т т

< (15)

< (1 -  )и'2 (а , у ,  кт) + ) и 2 (а ,  у , ( к  + 1)т)
т т

t  - т к
Тогда очевидно, что притк  < t < (к  +  1)т или 0 < --------< 1 справедливо

неравенство:

D  t ~ 2m ax  f f и 2 ( а ,  у , t )д.ас1у < m ax
а \ < —<т - D   ̂ ^   ̂ i < к < м

т

D  t
J J и 2 ( а ,  у ,  kт )dаdy  

- D  - t  
D  t
J J и 2 ( а ,  у ,  (к  +  1)т)dаdy

- D  - t

<
(16)

L  N  к 2
< m ax  у  у  (и к ) 2 < A  .i  <j,^M  1 2 j  =у- L  i =У-N  '  )

Это означает справедливость первого неравенства формулы (12).

D  t  г2,Докажем, что m ax  J J и  2  ( а ,  у ,  t ) d а d y  < В ., 
а \< t< т  - D  - t t  1

если  ̂  ̂ L  N
m a x  К  у  у

1,1 < k ,xм  1 2  J  ^ - L  i  = ' - N

и к. +  1 -  и к
и  и

2

т
<  B 1.

В t  = к т, IК  < а < (i  + \ ) ^ , г̂ 2  < у  < (Ц +1)^2  рассмотрим

nt  ( а ,  у ,  t ) =  и к. (i  + 1  -  а  )(Ц + 1  - - ^ ) ( - 1 ) +  и к.+1 (i  + 1  -  а  )(Ц + 1  - - ^ ) 1  +
,и h

1
К

h2

2

)  , и к  ,  
т ^  i] + 1

т h
1

h 2  т

+ и к + 1  ц ( О -  -  i ) u +1 — У ) ( - 1 ) + » У ,  ( i + 1  -  а ) ( у  -  ц ) ( - 1 ) +
h 1 h 2

т

+ и к  . л О -  1 ) ( . у - ц ) ( - 1 ) + и к + 1 . ( а - i ) ( n +1 - - ^ ) 1 +  

1+ 1 _ ц + 1 ( К  ) ( ^  ■и ) (  т ^  1 + 1 . И ( К  ) (  ^  т

+ и к .+ 1  ( i +1 -  а ) ( . у  -  ц ) ! + и к + 1  ^ ( О  -  1 ) ( . у  -  ц ) 1  =  

г Ц + 1 (  К  ^  ) т  i + 1 . j + 1 (  К  ) ( ^  т



i + 1 - а
h j  +1 -

 ̂ u k + 1 - u k  u k +}. - u k

h2

ij i.̂  ^ J + 1 ^ _ i + 1 j
T T

f \ f  
а

Л  -  ЛV 1 yv
j  +1 - J

h2
+

f
+ i + 1  - a  

h1

V

V y v lh-2 -  j

^uk+1 - uk. . /  /
ij+1 ij+1 ^

T
а
h1 -  -

V 1 y

J

h
- j

\  к  + 1 k 
u - u

i  +1 j  +1 i  +1 j  +1

V 2
T

Обозначим через

u k  + 1 -  u k  u k  + 1  -  u k  .
1] 1 ^ 1  i  + 1  j  i  + 1  j

^  = — --------------— , = --------- ----------------— , c .
1 T 1 T 1

u k  + 1 -  u k  .ij +1 ij +1
T

^  =
u k  + 1 . -  u k  .  . .i +  1 j  +  1 i +  1 j  +  1

T
, су ммир овав на всем  интер вале полу чим

[ J + V ] h 2  V y + 1]h i
h  ^  J  J  и г  ( a ,  J ,  t ' ) d a d y  =

1 2  J ^

( j  +  1)h2  (i +  1)h1
h 1 h 2  J

jh
J [

, a ] ( .  ,i +  1 ----- i +  1 —

2 ih V h
y

\  к +1 к
 ̂ u j -  u j

1 y V h
+

2 T

1

+

к  +1 к  /' u  , . -  u . ,
i + 1j  i + 1j

\ r
a

hV 1 JV

j  +1 -
y

2 J

(
+ i +1 - a \f  \ uk.+1 -  uk

X  -
. h2 ,V 2 y

iJ+1 iJ+1
( V

+ a -  i
V 1 yV

J

+

к +1 к
i + 1J + 1 i + 1J + 1

T

п2

d a d J  =
a
h

-  i =  ^
J

1 h
J =  b

2

'-hh 2 J J [(1 - ^)(1 -к)а 1 +^(1 - )̂b1 + (1 - )̂nc1 +^f]d1?dy in = h1h2 1

Из последнего вытекает

a f + b\ + C\ + d f  ] •

D  t
max

\a^t<T
J J u 2  (a , J, t̂ )dadJ < max S  S

D  - 1 il <к <М  1 2  j  = - L J  = - N

Можно также показать линейность функций ~  (a, J ,  t ).

D  t
Докажем теперь, что m ax  J J и 2 (a , J,t')dadJ  < ^ ,

| a < t < ^  ^  £)_   ̂ a  2

L N u ’̂ . + 1 -  п к
ij  ij

2

T < B 1.

yV y V y

н=
h h hт1 2т y y



L  N  
если m ax  Z  Z

1̂  < к  < M J  = “ L   ̂= ~ N

u k  . . — п к. 
i + 1 /

hi

п2

< В 2

Вычислим в прямоугольнике t = кт < a < { i  + 1 )^ , < y  < { /  +1)^2 следующее

выражения:

г
и ^ { а ,  y , t  ) =

лГ

/ + 1—h r  2
к + 1 —-^~  

h2 .

^ и к  . .—и к . (

i  + 1 J  iJ  +
hi

л

J + 1—h r  2

к+1 к+1 
. , и к  + 1 — и . .

— к ) ' + 1 / ^ ”  +

к
+

к  +1

y —J  1|к+ 1—t ) ' + 1/  +1 i / + 1+ (r —,/)(-^ — к ) ' + 1j +1  ̂ iJ+ 1;
h2 ,V 2 у

u k  — uk
кu кu

u ^ ( a ,y, кт) = (j  +  1 —r )■ ’+ 1/  ‘J +  ( У  — J) ’ + 1  +  1 ‘J + 1
2 h1

Проинтегрируем ~ 2  (a ,  у,к-т)

h2 h2
a

?2 (

„ к  „ кu  ̂  ̂ . - u .. -
+ _  Л ‘ + 1J  + 1 iJ + 1 Л

h2 h2

( J + 1)h2 (i + 1)h

J J
J h 2 ih

C '̂+ 1)h2 ( i+ 1)h1

J h 2 i h

кu к — u ..
/ • 1 у  Л i +1J  iJ(i + 1 — ^ —) ------------------ +

h2 h1
2 y a

H = -—  J ^ — i = ^
dady = h2 h1

dy = ^ d n  d a  = ^ d ^

1
0

. . к  „.к^  1 ^  1 1 — u . .  1
. г +1  /  I/ г +1  /  + 1  I/ +1

(1 --------7------ — +  ^

Г2

h h

о б о з н а ч а я  ^  = f н к

1 1

н^ . 1 /  h , К  = {  u k

=

2 V i + 1 j  ij у 1  2 V i + 1 j + 1 i j + 1 у 1
■uk /  h

1 r
= h^21 (1 — ̂ )2 ■a'2 + 2(1 — ̂ ) ■̂ ‘̂ 2^2 + h 2b \  

0 ^
d^ =

\ h2 1  a 2 +  2^ b . ,  
3 2 2 2

1 1

2 3 + 1  b ?3 2
<

h1h2
1 2  1 2  ^ 2  1 2  1 i2  1 i2- a t  + - a t  + - b t  —- a 2 —  b t  + - b t
3 2 2 2 2 2 3 2 3 2 3 2

= 2 h1h2
2 2

a 2 + b2
h h

<. 1 2
2

L .  к^   ̂ . — u..  
i + 1J iJ

к  12 ( к
+

.к  12
u  ̂  ̂ . 1 — u .. 1

i + 1J +1 ij +1

Суммируя последнее при i = —N ,N ,  J  = —L , L  получим 3-ое неравенство (12)

h h1 1



D  t h  L  N
m a x  f f u 2 (a , y, kT )dady < m a x  У  У

\a\mmt<T_D -^t a  ̂ ■y ) y  | / | 2  j^ _ L  i J l n

( k  k  ^ u . . . — u ..I + l j  ij

2

h1
+

(  k  ku —ui +1  j  +1  ij +  1

2

h1
< B 2

Таким же образом можно показать, что справедливость неравенство

I I  I I  ul'2 ia ,y ,{ k  + \)r)dady < mt^^ ^  1 2  '
| a <  t < T  —D   ̂ a  ^  ^  l  < k  < M  2

L
■ S  

J = —L

N
s

i = N

u k +1. — u k +1 u k +1 — u k  .
l+ 1 j lJ _ + _ l J + 1  ij+1

2

h h
< B 2

1 1

Покажем линейность функции ~  {a, y, t) в параллелопипеде

k r  < t <{k + 1)r, < a < { i + < y  < { j + 1 )h2 .

^  f  \  .  f  \

u a {a, У, {k + 1) ^ ) = —u k + 1 —

— u k-+ 1 r ij +1 h

ij  h1 j +1—yhV 2 .
+ u k +1. -1 -

i+1j h j +1—yh 2
f

^ —j
+  u ■k+1 1

i+1j  + 1 h1

f

u a { a ,y ,k T )= —u k  ^
1J h j + 1—h r  h2 .

^ —J

'  +  u ^ - 1 - 'i+1j h J + 1 -  h r  h2

u k ., -1 
i j+ l h1

y
h j
2

+ u .k
1 r

i+1J + 1 h
y

h j
2

Отсюда следует:

u a { a ,y , t ) =  | k  +1 — ^  I l a { a , y , k r ) + |  ^  — k  | u a {a ,y ,{ k  + 1)r) =
r r

1 — t  1 u a  {a, y ,  k r )  — I t  — k 1 u a  {a, y ,  {k + 1)r)

Отсюда следует, что функция u a {a , y , t ) линейная функция.

D  tt
I I u a  {a, y ,t^ )d a d y  <

-D —t

(

t —k  n1 —V V r JJ
— k  11 L f  ~ a  {a , y ,  k r ) d a d y  +

D —t

+I -  — k
D  t

k 1 I I u"*2 {a, y ,  {k + 1 )r)dady <
—D —t

<
1 — I z  k

Л m ax

i  < k  < M  —D  - t
I I uOa {a, y , z k ) d a d y + [ — k

(18)

(19)

V J \ J

*



m ax D  t j  m ax D t  ..
, f f u^{a,yAk + \)T)dady<,,  f f u^{a,y,Tk)dady <

m ax h.h^ L N
X X\ i \ < k < M  2 j = _ i  j=_j^

,,k+\  ,.k+\ ,.k+\ _,.k+\tA' • Л • tA ' ' tA tA • •
^+l7 ?/ _  + J_+ l^+ l ?/+l

2t
a

п2

h h
<B -

T.o. доказана теорема.
Теорема. Пусть выполнены условия (3).П1) и функция ^ (a ,y , t )  непрерывна и имеет 

непрерывные частные производные первого порядка в Q(T", D) и пусть S{t, у )  G ^2 (П(Г, D)) .

Тогда существует обобщенное решение задачи (9) в пространстве 1̂ 2 (Г2(Г, Z))).
Заключение. В данной статье мы рассматривали существования обобщенного 

решения двумерной задачи для телеграфного уравнения. В ходе решения задачи нами 
применены методы: выделения особенностей, выпрямления характеристики и конечно­
разностной.
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