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Исследования закономерностей деформирования конструкционных материалов 
(металлов и их сплавов) при сложном нагружении имеют принципиальное значение как с 
точки зрения фундаментальных основ теории упругости, так и в плане практических 
приложений, связанных с прочностными расчётами конструкций и аппаратов новой техники, 
подверженных воздействию нагрузок. Эти задачи изучены ещё недостаточно. Численное



I CDij(y)  d y j  =  CDi j (x°)  ( X j -  Xj ° )  + 1  ( X j - y j  )  CDij ,k(y)  d y k  .
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Подставим это в предыдущее выражение и, учитывая (3), напишем полученное в виде

Ui(x)=Ui(x°)+CDij(x°)(Xj-Xj°)+| (S ik (y )+ (X j-y j)(S k ,ij(y )- S kji(y)))d yk  (4)
я

где Ui(x**), C0ij(x**) -  постоянные интегрирования. Им можно придать произвольные, в 
том числе и равные нулю, значения.

В некоторых случаях более удобно пользоваться не этой формулой, а ее 
преобразованным видом [1]. Для преобразования (4) к виду, в котором оно будет содержать 
компоненты напряжения, воспользуемся следующим представлением обобщенного закона 
Гука

Sij =  —  ( -V  5ij а  кк +  (1 +  v )  a i j ). (5)
Е

Отсюда легко определить

Sk,ij ~  Skji —  ( V (5ki C7tt,j ■ 5kj CTtt,i) (*̂ kij " <̂ kj,i))-
E

Подставляя это в выражение (4), имеем

Ui(x)= Ui(x°) + C0ij(x°) (xj- Xj °) + j -  I (-v5ikatt +(l+v)aik +(xj-yj)(-v(5ki atg - 5kj

Ott,i)+(l+v)(akij - akj,i)))dyk . (6)
В этом выражении щ(х ), соДх ), также как и (4), произвольные постоянные.
Найдем во внутренних точках прямоугольной плиты напряжения, деформации и 

создавшие их перемещения. Как видим, в трудах постановки статической краевой задачи [1] 
приводится решение

Oij = 5i2 5j2 СХ 3 . Xi G V (7)
функции перемещений можно определить, внося (7) в (6)

U, = Jc (-V 5,,Хз + (1 + v)5,38,3X3 + (х̂  -  )(-т(5ц5з  ̂-  8 8̂3,) + (1 + у)5,з (8,383̂ -  8 3̂83, )))dy,, Xi G V

Интегрируя это выражение, находим
U i(x ) = -C  (5 ilV  Хз ( x i - X i ° ) - 5 i 2 X 3  ( x 2 - X 2 ° ) + 5 i3  (X2^+V  (х з^ - x i ^ )

-X2° (2x2-X2°)-V ((X3°)^-Xi° (2xi-xi°))) / 2)/ E , Xi G V (8)
любая фиксированная точка области V. Приведем развернутый вид. о

г д е  Xi 
функций(8):

Ui(x)= - с  V Хз(х1-Х1°) /Е, Xi G V 
U2(x)= с  Хз (Х2-Х2°) /Е, Xi G V
Нз(х)= -с  ((X2 +̂V (хз^-Х1̂ ) -X2°(2x2-X2°)-v ((x3°)^-xi°(2xi- xi°))) / (2Е), Xi G V 
функции (8) удовлетворяют уравнениям равновесия в форме Навье.
Наконец, из поля перемещений (8) определим компоненты деформации и вращения
Sij = с X 3 ( - V  ( 5ii 5ji + 5i3 5j3)+ 5i2 5j2) / E. Xi g V (9)
coij =-c ( V (xi-xi°) (5ii53j-53i 5ij) -(х2-Х2°)(бд 53j -53i 52j)) / E , Xi g V (10)
По полученным здесь выражениям в любой точке находящегося в равновесии в 

области V тела можно определить компоненты напряжения, деформации и вращения. Особо 
отметим то, что во всех выражениях (7) -  (10) координаты только области V.

Расчеты напряженно- деформированного состояния конструкций.
В декартовой системе координат, оси которой обозначим через Х1,Х2,хз, 

деформированное тело занимает область V: 2 < xi >4, к/6 < Х2 > тг/З, 2тг/3 < хз > 5к/6 
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( 11)

Используя формулы Чезаро [1], находим это поле в виде
U i(x i,X 2 ,X 3 )=  U i( x i° ,  Х2°, X 3 °)+ C 0 i2 (x i°, Х2°, Х з°) (Х 2-Х 2°)+

+С013(Х 1°, Х2°, Х з°) (Х з-Х з°)+ С  XI sinX 2 COSX3 

П2(х1,Х2,Хз)= U2(xi°, Х2°, X3°)+C02l(xi°, Х2°, Хз°) (xi-Xi°)+
+С02з(х1°, Х2°, Хз°) (хз-хз°)+с xi sin Х2 sinx3 

Пз(х1,Х2,Хз)= Пз(х1° Х2°, X3°)+C03i(xi°, Х2°, Хз°) (Xi-Xi°)+
+С032(Х1°, Х2°, Х з°) (Х 2-Х 2°)+С X iCO S Х2,

где XI , Х2 , хз координаты начальной точки линии интегрирования. В качестве xi , 
Х2°, хз° можно использовать координаты любой точки области V,

/ • 0 0  0\ г о о 0\ г о о 0\
U l( x i  , Х2 , Хз ) , U2(Xi , Х2 , Хз ), Из(Х1 , Х2 , Х3 )

постоянные интегрирования, соответствующие параллельному переносу тела.
На основе предложенной математической модели рассмотрим кручение стальной 

пластины(Е=1 ЮГПа). На рисунке 1 область V показана слева. Справа показаны
преобразования области V, соответствующей с = 0.28ГПа.

Реализуем решение для максимально перемещенной точки. Это точка с координатой 
х1=1.5120е+001 х2=1.5708е+000 хЗ=3.1416е+000 

тензор деформации:

Г-2.1875е-001 
-8.5781е + 000 
-8.5781е + 000

-8.5781е + 000 
О

-1.1113е + 000

-8.5781е + 000^ 
-1.1113е + 000 

О
Тензор напряжений для этой точки:

=

Г-2.8000е-001 
-1.7145е-017 

 ̂ -6.0008е-017

-1.7145е-017 
8.3987е-033 
-1.1200е + 000

-6.0008е-017^ 
-1.1200е + 000

О У

Рис .1. Кручение при с=0.28ГПа. Слева начальное состояние



=

( о
-8.5781е + 000 

^-8.5781е + 000

Тензор вращение: 

8.5781е + 000
о

-4.0750е-003

8.5781е + 000^ 
4.0750е-003

О У

Нормальные напряжения:
(У, =-2.8000е-001 

(Уу = 8.3987е-033
сг. =  О

3 з  '^ л л  з

Касательные напряжения:

г^=-1.7145е-017,Г^ = -6.0008е-017,г^ = -1.1200е+000
Перемещение:

=-1.1120e+001,w^ = 1.3716е-016,м^ = 6.8580е-017
Расчеты напряженно- деформированного состояния стальной пластины показаны в 

таблице 1.

Таблица 1. Параметры для стали.

0

4 .7 б 1 9 е -

0 0 3

9 .3 2 3 8 е -

003

1 .4 2 8 б е -

002

1 .9 0 4 8 е -

0 0 2

2 .3 8 1 0 е -

002
2 .8 5 7 1 е -

0 0 2

З .З З З З е -

002

0
4 .7 3 9 3 е -

0 0 3

9 . 4 3 4 0  е- 

003

1 .4 0 8 5 е -

002

1 .8 б 9 2 е -

0 0 2
2.ГА56а-

002

2 .7 7 7 8 е -

0 0 2

3 .2 2 5 8 е -

002

с 0 0.01 0.02 0 .03 0 .0 4 0.05 О.Об 0.07

Сравнения полученных результатов с другими упругими материалами показана на 
рисунке 2.

График напряженно- деформированного состояния для разных материалов СУ̂ = f{s^ )



Рис.2. (1-Алюминий, 2- Медь, 3-Сталь)

Вывод: Таким образом, использование пакета Matlab позволяет реализовать
численные значения напряженно- деформированного состояния стальных и других 
металлических конструкций при кручении.
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