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ВВЕДЕНИЕ

Вопросы, рассматриваемые в настоящей книге, связаны с анали-

зом и разработкой методов оценивания характеристик случайных полей 

и процессов по экспериментальным данным, в частности, рассмотрены 

задачи фильтрации и идентификации случайных процессов. 

В работе подробно рассматриваются характеристики, способы за-

дания и классы случайных процессов (полей), а также формулируются 

задачи исследования случайных процессов и методы их решения. При-

водятся решения этих задач для многих известных классов случайных 

процессов и различных областей применения.

Одним из широко известных классов случайных процессов являются 

Марковские процессы. Марковские процессы представляют собой один 

из наиболее удобных для решения практических задач моделей реаль-

ных случайных сигналов и процессов. Поэтому теоретическим вопросам 

и практическим задачам, связанным с Марковскими процессами, посвя-

щено большое количество монографий, обзоров и т.д. Здесь надо отме-

тить работы Андерсона Б.Д.О., Дуба Дж., Казакова В.А., Куликова Е.И., 

Левина Б.Р., Пугачева В.С., Розанова Ю.А., Сарымсакова Т.А., Сини-

цына И.Н., Сосулина Ю.Г., Стратоновича Р.Л., Тихонова В.И., Хида Е. 

и многих других (см. например, [1, 3–7, 12, 13, 21, 22, 27, 29, 32–40, 

114–116, 160–162, 165, 166, 170, 174, 176, 185, 186]).

В этих работах подробно рассматриваются теоретические основы и фор-

мулируются задачи исследования Марковских процессов, приводятся при-

меры физических процессов и систем, которые наиболее удобно описывать 

с помощью Марковских моделей. Большое внимание уделяется Марков-

ским процессам, задаваемым с помощью систем стохастических уравнений. 

Здесь надо отметить, что недостаточное внимание уделяется рассмотрению 

Марковских процессов в рамках корреляционной теории случайных про-

цессов, когда Марковский процесс задается первыми двумя моментными 

функциями или только ковариационной функцией [1, 4, 8, 15].

Широкое использование разнообразных экспериментальных мето-

дов исследования вызвало появление такого научного направления как 

теория планирования эксперимента, основной задачей которого являет-

ся разработка методов повышения эффективности экспериментальных 

исследований (минимизации затрат времени и средств на эксперимент, 

повышение статистической точности и достоверности получаемых ре-

зультатов и т.п.). Основателем теории планирования эксперимента 
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считается английский статистик Р. Фишер [216]. Среди зарубежных 

ученых, внесших большой вклад в теорию планирования эксперимента 

можно назвать американских ученых Дж. Бокса и Дж. Кифера, которые 

в 50-х годах 20-го столетия опубликовали ряд основополагающих работ 

по планированию эксперимента (см. например, [169, 214, 215]). Боксу 

принадлежат результаты по планированию регрессионного эксперимен-

та для полиномиальных функций регрессии, планированию экстремаль-

ных экспериментов, выбору критериев оптимальности. Работы Кифера 

лежат в основе классической теории планирования регрессионного экс-

перимента – наиболее развитого в настоящее время раздела теории оп-

тимального эксперимента.

Важным направлением в теории планирования эксперимента явля-

ются вопросы построения оптимальных планов по оцениванию характе-

ристик случайных полей и процессов. Впервые такая постановка задачи 

планирования эксперимента была сделана в работах американских уче-

ных Сакса и Илвисейкера [181] в 1966 г. Эти работы получили широкое 

развитие (см. например, [31, 111–118, 203].

Задачи и методы оценивания случайных процессов и полей

Большинство задач математической статистики, в том числе задачи 

статистики случайных процессов (регрессионный анализ, параметриче-

ская идентификация, фильтрация случайных процессов и т.п.), сводят-

ся к нахождению оценок неизвестных характеристик (параметров, зна-

чений) случайной величины или случайного процесса по наблюдениям 

реализации случайной величины или случайного процесса в заданной 

области. Среди многих методов оценивания (метод моментов, метод мак-

симума правдоподобия, байесовский и минимаксный методы и т.д.) од-

ним из широко известных и распространенных является метод наимень-
ших квадратов (МНК) (см. например, [23–25, 47–51, 54–62, 64–68, 103]).

МНК один из старейших и широко применяемых на практике мето-

дов оценивания. Его использовал Лежандр в 1805 г., широко известно так-

же использование этого метода Гауссом в 1809 г. (по некоторым источни-

кам в 1795 г.). МНК позволяет решать задачи аппроксимации наблюдений 

моделью в виде заданной системы функций с неизвестными параметрами. 

При этом подбираются такие значения параметров, которые минимизи-

руют сумму квадратов отклонений предсказанных по модели значений от 

наблюденных. В случае независимых наблюдений с аддитивной помехой 

и равными дисперсиями оценки МНК являются наилучшими для линей-

ных по параметрам моделей в классе линейных несмещенных оценок, не-

зависимо от закона распределения наблюдений.
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Для вычисления МНК-оценок не требуется никакой априорной 

информации о статистических свойствах наблюдений. Это является од-

ним из главных преимуществ метода, обусловившим его широкое рас-

пространение в практике инженерных исследований. Это же позволяет 

использовать его для решения не только статистических, но и чисто де-

терминированных задач, например, для аппроксимации значений одной 

функции другой функцией или системой функций. В то же время, это 

важное достоинство метода является и его недостатком. Вычислитель-

ная схема метода не позволяет использовать имеющуюся априорную ин-

формацию о статистических свойствах наблюдений. Например, в случае 

коррелированных наблюдений оценки МНК оказываются неэффектив-

ными, а при определенных условиях смещенными и несостоятельными. 

В то же время метод не позволяет использовать информацию о коррели-

рованности наблюдений, если она даже известна экспериментатору.

Развитием МНК является обобщенный метод наименьших квадратов 
(ОМНК), в котором для получения оценок с заданными свойствами вво-

дится весовая матрица наблюдений. Это позволяет путем выбора соот-

ветствующей весовой матрицы получать оценки, удовлетворяющие тем 

или иным требованиям. Обычно в качестве критерия выбора весовой ма-

трицы используется точность получаемых при этом оценок. Так, напри-

мер, если наблюдения коррелированны друг с другом, ковариационная 

матрица наблюдений известна и в качестве весовой выбирается матрица, 

обратная ковариационной, то оценки ОМНК совпадают с наилучшими 

линейными несмещенными оценками в классе линейных несмещенных 

оценок и линейных моделей [23, 48, 67].

Таким образом, при решении задач статистики случайных процессов 

в рамках корреляционной теории в качестве НЛНО можно использовать 

оценки ОМНК с такой весовой матрицей для линейных задач. Оценки МНК 

являются частным случаем оценок ОМНК при единичной весовой матрице.

В книге представлены следующие результаты, исследованные автором.

1. Дано определение нового класса случайных процессов – кова-

риационно Марковских процессов (далее – КМ-процессов), для которых 

условие марковости накладывается на вид ковариационной функции 

процесса. Класс КМ-процессов в общем случае не совпадает с классом 

обычных Марковских процессов и Марковских процессов в широком 

смысле (в определении Дуба [1]). Но для нормальных процессов с ну-

левым средним понятия Марковский процесс, Марковский процесс 

в широком смысле и КМ-процесс имеют одинаковый смысл. Понятия 

КМ-процесс и Марковский процесс в широком смысле совпадают для 

процессов с нулевым средним, независимо от вида распределения.
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2. Описан и классифицирован ряд одномерных, двумерных и много-

мерных КМ-процессов, широко используемых в практике инженерных 

исследований в качестве моделей реальных случайных процессов.

3. Получен один из видов матриц, обращение которых приводит 

к трехдиагональным матрицам. Получены простые формулы вычисле-

ния элементов обратной матрицы через элементы трех центральных диа-

гоналей прямой матрицы. Показано, что подмножество положительно 

определенных матриц этого класса представляет собой класс ковариа-

ционных матриц одномерных КМ-процессов для наблюдений, упорядо-

ченных в порядке возрастания (убывания) координат точек измерений. 

Таким образом, для КМ-процессов достаточно просто решаются задачи 

фильтрации и идентификации.

4. Используя хорошо известные результаты с матрицами перестано-

вок показано, что ковариационную матрицу неупорядоченных наблюде-

ний одномерного КМ-процесса можно получить путем умножения ко-

вариационной матрицы упорядоченных наблюдений этого же процесса 

на соответствующую матрицу перестановки. При этом обратная матрица 

получается разреженной с числом ненулевых элементов не превышаю-

щим 3n – 2, где n – порядок матрицы.

5. Найден класс матриц, обращение которых приводит к ленточным 

матрицам с заданной полушириной ленты m и предложен простой ре-

куррентный алгоритм обращения матриц из этого класса, более эффек-

тивный по сравнению со стандартными процедурами обращения ма-

триц. Такие матрицы полностью определяются элементами, лежащими 

внутри ленты полушириной m. Показано, что подмножество положи-

тельно определенных матриц этого класса можно считать классом кова-

риационных упорядоченных наблюдений многосвязных КМ-процессов.

6. Рассмотрен метод дискретной аппроксимации немарковских про-

цессов m-связными КМ-процессами, который заключается в замене 

ковариационной матрицы упорядоченных наблюдений произвольного 

случайного процесса ковариационной матрицей упорядоченных наблю-

дений многосвязного КМ-процесса. Точность такой аппроксимации по-

вышается с увеличением связности m аппроксимирующего КМ-процесса 

и при m, равном n – 1, становится абсолютно точной. На практике всег-

да можно найти такое значение связности m аппроксимирующего КМ-

процесса, при котором обеспечивается заданный компромисс между 

точностью получаемых оценок и трудоемкостью их вычисления.

7. Показано, что если ковариационную матрицу наблюдений векторно-

го КМ-процесса представить в виде блочной матрицы, каждый блок которой 

есть значение матричной ковариационной функции векторного процесса 
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в заданных точках, то обратная к ней матрица будет иметь блочно-трехдиа-

гональную структуру. Получены формулы вычисления подматриц (блоков) 

обратной матрицы через подматрицы, нанизанные на три центральные диа-

гонали прямой блочной матрицы. Найден вид матрицы перестановки, с по-

мощью которой ковариационную наблюдений векторного случайного про-

цесса, разбитую на блоки указанным способом, можно привести к блочной 

матрице, блоки которой соответствуют ковариационным матрицам наблю-

дений составляющих векторного случайного процесса.

8. Получены простые рекуррентные формулы вычисления ОМНК-

оценок с ленточными весовыми матрицами, применимые для задач ли-

нейной фильтрации и идентификации КМ-процессов (для которых они 

являются НЛНО) и произвольных процессов путем их аппроксимации 

КМ-процессами соответствующей связности (при этом получаемые 

оценки будут квазиоптимальными).

9. Проанализированы особенности планирования эксперимента в зада-

чах с Марковскими процессами и предложен метод модификации извест-

ных численных процедур построения последовательных и точных планов, 

учитывающий особенности ковариационной матрицы наблюдений КМ-

процесса. При этом вычислительная сложность процедур резко снижается 

(относительно процедур для процессов общего вида). Это делает возмож-

ным синтез планов с большим числом точек и численное построение оп-

тимальных плотностей расположения точек измерений в заданной области. 

Все сказанное касается и процессов, аппроксимируемых КМ-процессами.

Области применения результатов

Результаты работы могут быть использованы в любых задачах стати-

стики случайных процессов на основе конечного множества дискретных 

наблюдений, в которых вероятностные свойства процесса полностью опре-

деляются заданием ковариационной матрицы значений процесса в точках 

наблюдений (ковариационной матрицы наблюдений). Что касается вопро-

сов внедрения результатов работы, то здесь автору хотелось бы вначале при-

вести с некоторыми сокращениями следующую цитату (см. В.С. Пугачев, 

И.Н. Синицын [4]), к которой он полностью присоединяется.

«Современная теория стохастических систем располагает мощными 

методами для исследования процессов в этих системах. Однако эти методы 

находят пока лишь ограниченное применение, так как они сложны и требу-

ют громоздких вычислений, особенно в случае систем высокой размерности. 

Впрочем, вопросы ограниченности практических применений относятся не 

только к теории стохастических систем, но и вообще ко всей математике. 

Современный прогресс в области вычислительной техники и информатики 
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делает математические методы потенциально применимыми буквально во 

всех областях человеческой деятельности. Однако для практического при-

менения математических методов необходимы глубокие знания в области 

математики, в частности, для практического применения методов теории 

стохастических систем необходима достаточно хорошая подготовка в этой 

области. Такая подготовка, естественно, отсутствует у большинства спе-

циалистов в областях науки и отраслях народного хозяйства, не связанных 

в своей практической деятельности с математикой. Предполагать, что 

какая-то часть этих специалистов может, отложив на время свою обычную 

работу, выучить соответствующие разделы математики, нельзя.

Таким образом, единственный способ обеспечить широкое применение 

математических методов во всех отраслях науки и отраслях народно-

го хозяйства – создание такого интеллектуализированного программного 

обеспечения для ЭВМ массового применения (в первую очередь, для персо-

нальных ЭВМ), которое позволит специалистам в различных областях, не 

имеющих специальной математической подготовки в области программи-

рования, пользоваться математическими методами для решения задач, 

возникающих в их практической деятельности. Только создание такого 

программного обеспечения позволит широко внедрить математические ме-

тоды теории стохастических систем в практику».

Полученные теоретические результаты были использованы для раз-

работки алгоритмов и программ, позволяющих обрабатывать наблюде-

ния случайных процессов путем их аппроксимации КМ-процессами. 

С этой целью разработан пакет подпрограмм, включающий в себя под-

программу обращения ковариационной матрицы наблюдений КМ-

процесса произвольной связности, подпрограммы работы с ленточны-

ми матрицами (вывод на печать, умножение, сложение, преобразование 

из одной формы хранения в другую и т.п.), подпрограмму вычисления 

значений типовых ковариационных функций (в том числе, компонент 

одно-, двух- и трехмерных КМ-процессов). С помощью этих подпро-

грамм модифицированная библиотека прикладных программ СТАНС 

(см. [118, 150]), предназначенная для планирования и анализа экспери-

ментов в задачах исследования стохастических объектов и полей. 

Структура и особенности изложения книги

Книга состоит из введения, 8 глав, заключения, списка исполь-

зованной литературы и 4 приложений. Формулы, рисунки, теоремы 

и т.д. имеют единую нумерации в пределах главы и приложения (пер-

вое число – номер главы, второе – порядковый номер формулы, ри-

сунка и т.д. внутри главы).
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1. Задачи анализа и планирования

В первой главе излагаются основные сведения из корреляционной те-

ории случайных процессов и теории оценивания, на которые опираются 

результаты работы. Рассматриваются аспекты применения обобщенного 

метода наименьших квадратов для решения задач статистики случайных 

процессов, связанных с оцениванием характеристик (параметров, значе-

ний) случайных процессов. Показано, что вычисление ОМНК-оценок 

для этих задач наталкивается на ряд вычислительных трудностей. На ос-

нове анализа этих трудностей ставится задача поиска класса(ов) случай-

ных процессов, для которых нахождение ОМНК-оценок существенно 

упрощается. Формулируется задача планирования эксперимента по оце-

ниванию характеристик случайных процессов и ставится задача поис-

ка эффективных процедур численного планирования эксперимента для 

найденного класса процессов.

Вторая глава посвящена Марковским процессам. Приводятся класси-

ческие определения и способы задания простых (одномерных), m-связных 

и векторных (многомерных) Марковских процессов. На основе их анали-

за делается вывод, что они не совсем удовлетворяют поставленным целям 

работы и вводятся понятия простых, m-связных и векторных ковариаци-

онно Марковских процессов (КМ-процессов). Рассматриваются Мар-

ковские процессы, определяемые стохастическими дифференциальными 

уравнениями (СДУ) и их связь с КМ-процессами. Анализируются свойства 

отдельных компонент и связей между ними для Марковского процесса, 

заданного векторным СДУ и выделяются несколько важных частных слу-

чаев векторного СДУ. Исследуются возможности использования Марков-

ских процессов в качестве моделей реальных процессов и сигналов. При-

водятся примеры физических систем, сигналы на выходе которых удобно 

интерпретировать как Марковские или компоненты векторных Марков-

ских процессов. Рассматриваются возможные способы аппроксимации 

немарковских процессов Марковскими.

Глава 3 полностью посвящена описанию Марковских и соответ-

ствующих им КМ-процессов, которые нашли широкое применение 

в практике научных и инженерных исследований, а также используются 

в примерах последующих глав. Рассматриваются Марковские процессы, 

представляющие собой решение линейного СДУ первого порядка, в част-

ности винеровский процесс, нормальный Марковский процесс и т.д. 

Большое внимание уделено двумерным Марковским процессам, опреде-

ляемым СДУ 2-го порядка. Показывается, что первые компоненты таких 

двумерных процессов, которые могут быть немарковскими, широко ис-

пользуются для описания реальных процессов в статистической теории 

связи, теории автоматического управления, в метеорологии, гидрологии 
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эксперимента при исследовании случайных полей и процессов 

и других важных приложениях. Также приводятся примеры простейших 

трехмерных и многомерных Марковских процессов.

В четвертой главе излагаются основные теоретические результаты, 

связанные с особенностями структуры ковариационной матрицы изме-

рений простых (одномерных, односвязных) КМ-процессов. Наиболее 

важные результаты формулируются в виде теорем, следствий и замеча-

ний к ним. В процессе решения основной задачи находятся новые виды 

матриц, обратные к которым являются трехдиагональными или разре-

женными матрицами. Выводятся простые формулы вычисления нену-

левых элементов обратных матриц для этих матриц. При этом для упо-

рядоченных наблюдений обратная ковариационная матрица является 

трехдиагональной, а для неупорядоченных – разреженной. Выводятся 

рекуррентные формулы вычисления оптимальных ОМНК-оценок для 

задач линейной фильтрации и параметрической идентификации случай-

ных процессов и показывается как упрощается их вычисление для про-

стых КМ-процессов. В последнем разделе главы приводятся примеры, 

иллюстрирующие справедливость полученных результатов.

В главе 5 результаты четвертой главы обобщаются на m-связные ска-

лярные КМ-процессы. Находится вид матрицы, обратная к которой яв-

ляется ленточной матрицей с заданной шириной ленты. Предлагается 

простой алгоритм рекуррентного обращения таких матриц, позволяющий 

исключить заведомо ненужные операции. Получен общий вид ковариаци-

онной матрицы наблюдений m-связного КМ-процесса. Находятся усло-

вия, которым должна удовлетворять ковариационная функция 2- и 3-связ-

ного КМ-процесса. Полученные в главе 4 формулы рекуррентного 

ОМНК-оценивания простых КМ-процессов обобщаются на m-связные 

КМ-процессы. Предлагается способ дискретной аппроксимации немар-

ковских процессов m-связными КМ-процессами, который заключается 

в замене ковариационной матрицы наблюдений немарковского процесса 

одноименной матрицей КМ-процесса заданной связности. При этом точ-

ность аппроксимации повышается с увеличением связности m аппрокси-

мирующего КМ-процесса и становится абсолютно точной при m = n – 1. 

На основе большого числа экспериментов с широко распространенными 

процессами, полиномиальными и гауссовскими моделями математиче-

ского ожидания процесса показывается возможность и эффективность та-

кой замены для снижения трудоемкости вычисления ОМНК-оценок.

В шестой главе рассматриваются задачи оценивания характеристик 

векторных процессов общего вида и КМ-процессов или отдельных их 

компонент. Подробно описываются две схемы нахождения оптималь-

ных ОМНК-оценок (другими словами – НЛНО) для задачи линейной 
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1. Задачи анализа и планирования

фильтрации векторного случайного процесса с одновременной пара-

метрической идентификацией его математического ожидания. При этом 

рассматриваются два способа формирования и разбиения на блоки кова-

риационной матрицы измерений векторного случайного процесса. Нахо-

дится вид матрицы перестановки, с помощью которой можно преобразо-

вать ковариационную матрицу из одной формы в другую. Анализируется 

влияние свойств отдельных компонент и связей между ними на структуру 

ковариационной матрицы наблюдений векторного КМ-процесса.

Находится вид ковариационной матрицы наблюдений векторного 

КМ-процесса для двух отмеченных способов ее формирования. Пока-

зывается, что в обоих случаях обратная матрица имеет блочно-трехдиа-

гональную структуру, но с различным разбиением на блоки. Выводятся 

рекуррентные оптимальные ОМНК-оценки, учитывающие блочно-трех-

диагональную структуру обратной ковариационной матрицы наблюде-

ний векторного КМ-процесса. Исследуется эффективность использова-

ния ОМНК-оценок в задачах с Марковскими процессами. В последнем 

разделе главы рассматриваются примеры двумерных Марковских про-

цессов, для которых вычисляются элементы ковариационных и обрат-

ных к ним матриц.

Седьмая глава посвящена вопросам планирования эксперимента 

в задачах оценивания Марковских случайных процессов. Анализируются 

известные численные процедуры последовательных и точных оптималь-

ных планов для задач фильтрации и параметрической идентификации 

случайных процессов. Показывается, как надо изменить эти процеду-

ры, чтобы они учитывали специфику КМ-процессов. С этой целью на-

ходятся рекуррентные алгоритмы ОМНК-оценивания для измерений 

КМ-процесса в точках плана общего вида. Модифицированные таким 

образом процедуры планирования пригодны для численного построения 

планов с большим числом точек. Предложенный подход позволяет легко 

адаптировать различные численные процедуры построения планов к за-

дачам с Марковскими процессами.

Восьмая, заключительная глава работы, посвящена вопросам практи-

ческого применения теоретических результатов. Подробно рассматри-

вается проблема автоматизации лазерной доплеровской анемометрии 

(ЛДА). Показывается, что сигнал ЛДА является сложным нестационар-

ным случайным процессом и корректный его анализ может быть выпол-

нен только статистическими методами.

На основе анализа литературы по ЛДА выявлены характерные модели 

полезного сигнала, ковариационной функции сигнала и шумов ЛДА. На 

примере выборочной ковариационной функции шумов измерительного 
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тракта ЛДА, полученной в режиме калибровки, показывается, что вы-

ходной сигнал ЛДА можно аппроксимировать КМ-процессом с неболь-

шой величиной связности.

Рассматривается задача создания АСНИ голографических экс-

периментов (ГЭ). Анализируются частные задачи, решаемые с помо-

щью АСНИ ГЭ и выявляются задачи, при решении которых можно 

использовать полученные результаты для повышения эффективности 

экспериментальных исследований. В конце главы исследуются воз-

можности применения КМ-аппроксимации при исследовании сигна-

лов на выходе хроматографов.

В заключении приводятся общие выводы, подчеркивается значимость 

полученных результатов для развития таких перспективных разделов 

математической статистики и теории случайных процессов, как теория 

оценивания и теория Марковских процессов.

В приложения вынесены многие полезные результаты в области ма-

тричной алгебры, полученные автором в процессе решения основной за-

дачи и не вошедшие в основной текст диссертации, доказательства тео-

рем, документы и материалы об использовании результатов работы при 

решении различных прикладных задач, внедрений результатов в учеб-

ный процесс в ряде вузов страны и другие материалы.

В приложении 1 приведены краткие сведения из матричной алгебры, 

на которые опираются результаты работы.

В приложении 2 приведена сводка одномерных, двумерных и трех-

мерных КМ-процессов.

В приложении 3 вынесены наиболее длинные доказательства теорем.

В приложении 4 находятся формулы рекуррентного обращения ма-

триц  и , найденных в главе 4. Приводится пример обращения ма-

трицы вида . 
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1. ЗАДАЧИ АНАЛИЗА И ПЛАНИРОВАНИЯ 
ЭКСПЕРИМЕНТА ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ 

СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ И ПРОЦЕССОВ

В главе кратко излагаются основные положения корреляционной 

теории случайных процессов (полей) и теории построения оценок, ко-

торые используются в работе. Формулируются основные задачи стати-

стики случайных процессов, сводящиеся к оцениванию тех или иных 

характеристик или значений случайного процесса. Рассматривается 

дискретный обобщенный метод наименьших квадратов (ОМНК) и воз-

можности его применения для задач статистики случайных процессов. 

Формулируется задача поиска класса(ов) процессов, для которых вычис-

ление ОМНК-оценок можно упростить за счет учета ковариационной 

структуры процесса (структуры ковариационной матрицы наблюдений 

процесса). Рассматриваются вопросы оптимальной линейной интерпо-

ляции, экстраполяции и фильтрации случайных процессов. Приводится 

постановка задачи планирования эксперимента, проводимого с целью 

оценивания статистических характеристик случайного процесса.

Ряд определений и результатов матричной алгебры, на которые опи-

раются результаты работы, приведены в приложении 1.

1.1. Некоторые сведения 
из корреляционной теории случайных процессов

Поведение большого числа экспериментально исследуемых стоха-

стических объектов (как статических, так и динамических) может быть 

описано в терминах случайных полей и процессов. Случайный характер 

функционирования таких объектов объясняется как внутренней стоха-

стичностью явлений, происходящих в объекте, так и внешним воздей-

ствием на объект случайных возмущений и наличием случайных ошибок 

измерения координат объекта. При этом экспериментальное определение 

соответствующих характеристик случайных полей и процессов позволяет 

получать математическое описание исследуемых объектов с целью даль-

нейшего прогнозирования их поведения и управления ими. Очевидно, что 

качество прогнозирования и управления в значительной мере зависит от 

точности определения характеристик случайных полей и процессов.

Под случайным полем в работе понимается случайная функция не-

скольких независимых переменных [1–17]. Если случайная функция 
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зависит только от одной переменной, интерпретируемой обычно как 

время, то ее обычно называют случайным процессом. Так как основные 

результаты, полученные в работе, относятся к скалярным и векторным 

случайным функциям скалярной независимой переменной, то в даль-

нейшем везде будет использоваться термин случайный процесс. Однако 

все, что излагается в данной главе (и в других главах, исключая результаты, 

применимые только к Марковским процессам), относится в равной мере и 

к случайным функциям векторного аргумента, т.е. случайным полям.

Можно привести множество примеров реальных физических про-

цессов, для изучения которых наиболее удобно использовать аппарат 

теории случайных процессов и полей. Некоторые из таких процессов, 

рассмотрены в последующих главах диссертации, и мы не будем на них 

здесь останавливаться. Ниже дается только краткое изложение основ-

ных положений теории вещественных случайных процессов, на которые 

опираются результаты, полученные в работе.

Наиболее полно случайный процесс может быть охарактеризован за-

данием n-мерных функций распределения его значений в произвольных 

точках t
1
, t

2
, …, t

n
 при любом n, либо соответствующих характеристиче-

ских функций или плотностей вероятностей [3–5]. Мы будем рассматри-

вать задачу в рамках корреляционной теории случайных процессов1 (см. на-

пример, [8–15]), когда случайный процесс Z(t) задается двумя первыми 

моментными функциями, чаще всего это математическое ожидание η
z
(t) 

и ковариационная функция k
z
(s, t), определяемые следующим образом:

 η
z
(t) = EZ(t) (1.1)

и  s, t  T,  (1.2)

где E – оператор математического ожидания; T – область задания слу-

чайного процесса.

При s = t выражение (1.2) определяет дисперсию процесса Z(t):

  (1.3)

Наряду с ковариационной функцией часто используют нормирован-

ную ковариационную (корреляционную) функцию процесса Z(t)

 . (1.4)

1 В работе [4] под корреляционной теорией случайных процессов понимается раздел тео-
рии случайных процессов, рассматривающий классы процессов, для которых определены опе-
рации математического анализа, основанные на понятии среднеквадратической сходимости.
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Для двух случайных процессов Z(t) и Y(t) наряду с функциями k
z
(s, t), 

k
y
(s, t), ρ

z
(s, t), ρ

y
(s, t) можно определить также взаимные ковариацион-

ные функции

 ,  (1.5)

   (1.6)

и их нормированные аналоги

 ;  (1.7)

 .  (1.8)

Нетрудно видеть, что

 k
zy

(s,t) = k
yz

(t,s);     ρ
zy

(s,t) = ρ
yz

(t,s).  (1.9)

Заметим, что с учетом (1.1) любой случайный процесс Z(t) можно 

всегда представить в виде

 Z(t) = η(t) + ξ(t),  (1.10)

где η
z
(t) – детерминированный процесс (η

z
(t) = EZ(t)); ξ(t) – центриро-

ванный (чисто случайный) процесс c kξ(s,t) = k
z
(s,t).

Ковариационная функция представляет собой центральный момент 

второго порядка случайного процесса. Нами далее будет использоваться 

также начальный момент второго порядка, определяемый выражением

 r
z
(s,t) = EZ(s)Z(t),     s, t  T  (1.11)

и взаимные начальные моменты второго порядка процессов Z(t) и Y(t):

 r
zy

(s,t) = EZ(s)Y(t);    r
yz

(s,t) = EY(s)Z(t).  (1.12)

Ковариационные функции и начальные моменты второго порядка 

(далее они будут называться моментными функциями второго порядка) 

связаны соотношениями

 r
z
(s,t) = k

z
(s,t) + η

z
(s) η

z
(t)  (1.13)

и  r
zy

(s,t) = k
zy

(s,t) + η
z
(s) η

y
(t).  (1.14)

Моментные функции второго порядка обладают многими полезны-

ми свойствами ковариационных функций, в частности

 r
zy

(s,t) = r
yz

(t,s).  (1.15)
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Из (1.13) видно, что для процессов с нулевым математическим ожи-

данием функции r(s,t) и k(s,t) совпадают.

Пусть Z(t), t  T – m-мерный случайный процесс, т.е. 

Z(t) = [Z
1
(t), …, Z

m
(t)]T. 

Ковариационной функцией векторного случайного процесса Z(t) называ-

ется матрица, элементами которой служат ковариационные и взаимные 

ковариационные функции ее компонент

 ,  (1.16)

где ; , s, t  T, 

;   EZ
i
(t) = ηi(t)   . 

Выражение (1.16) можно записать также в виде

 ,  (1.17)

где ;  

.

Матричные взаимные ковариационные функции векторных процес-

сов Z(t) и Y(t) определяются следующим образом:

 ;   . (1.17a) 

В (1.17а) размерности векторов Z(t) и Y(t) могут быть различными, 

например, m и p. При этом матрица K
zy

(s,t) будет прямоугольной матри-

цей размера m×p.

Также определяется матричная функция второго порядка для век-

торного процесса Z(t):

 R
z
(s,t) = EZ(s)ZT(t)  (1.18)

и матричные взаимные моментные функции второго порядка процес-

сов Z(t) и Y(t):

 R
zy

(s,t) = EZ(s)YT(t);     R
yz

(s,t) = EY(s)ZT(t).  (1.19)
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Моменты более высоких порядков в работе не рассматриваются.

Случайный процесс Z(t) среднеквадратически (с.к.) дифференциру-

ем тогда и только тогда, когда его моментная функция второго порядка 

r
z
(s,t) имеет непрерывную производную  при всех s, t  T:

 .  (1.20)

Можно дать определение с.к. дифференцируемого процесса в терми-

нах математического ожидания и ковариационной функции: случайный 

процесс Z(t) с.к. дифференцируем тогда и только тогда, когда существует 

непрерывная функция его математического ожидания η
z
(t) и непрерывная 

смешанная производная его ковариационной функции k
z
(s,t), s, t  T.

При этом математическое ожидание и ковариационная функция с.к. 

производной Z’(t), а также и взаимные ковариационные функции Z(t) 

и Z’(t) определяются формулами

 ,  (1.21)

 ,  (1.22)

 ;    . (1.23)

С.к. производные случайного процесса более высоких порядков 

определяются аналогично, т.е. с.к. производной порядка p случайного 

процесса Z(t) называется с.к. производная от его с.к. производной по-

рядка p – 1 (p = 2, 3, …). Из формул (1.20)–(1.23) по индукции вытекают 

следующие формулы

 ;  (1.24)

 ;  (1.25)

 . (1.26)

Векторный случайный процесс Z(t) с.к. дифференцируем тогда 

и только тогда, когда с.к. дифференцируемы все его компоненты. При 

этом справедливы все формулы (1.20)–(1.26) с заменой Z(t) на Z(t). Реа-

лизации с.к. дифференцируемой функции могут быть как дифференци-

руемыми, так и недифференцируемыми.
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Случайные процессы (поля) можно классифицировать самым раз-

личным образом, например:

– по виду случайного процесса (стационарный, нестационарный, 

Марковский, немарковский, гауссовский, негауссовский, скалярный, 

векторный, эргодический, неэргодический и т.д.);

– по способу задания (описания) процесса (косвенное задание про-

цесса с помощью n-мерных функций распределения, плотностей рас-

пределения, моментов заданного порядка и т.д.; прямое задание процесса 

с помощью систем стохастических дифференциальных уравнений, моде-

лей скользящего среднего, авторегрессии и т.д.);

– по виду и размерности аргумента t (процессы, поля, временные 

ряды (случайные последовательности), непрерывные процессы, Мар-

ковские цепи и т.д.).

В работе рассматриваются стационарные и нестационарные случай-

ные процессы (скалярные и векторные), заданные с помощью моментов 

первого и второго порядка (математических ожиданий, ковариационных 

и взаимных ковариационных функций, моментных функций второго 

порядка). В главах 2, 3 и 6 рассматриваются также процессы, заданные 

с помощью скалярных и векторных стохастических дифференциальных 

уравнений. Основное внимание уделяется ковариационно Марковским 

процессам, задаваемым в виде определенного условия на вид ковариаци-

онной функции процесса [144], а также Марковским процессам в обыч-

ном [1–13, 18–22, 33–39] и широком смыслах [1, 8]. Марковским про-

цессам в обычном, широком и ковариационным смыслах посвящены 

главы 2 и 3 работы, поэтому мы не будем здесь на них останавливаться.

В последующих главах работы широко используются понятия вине-

ровского процесса и белого шума. Поэтому ниже даются краткие опре-

деления этих процессов, взятые из [4].

Определение 1.1. Скалярный или векторный вещественный случай-

ный процесс с независимыми приращениями W(t), t > 0, называется ви-

неровским процессом, если он удовлетворяет условиям:

1) все реализации w(t) процесса W(t) непрерывны и w(0) = 0;

2) одномерное распределение W(t) нормально;

3) математическое ожидание W(t) тождественно равно нулю, а его 

ковариационная функция определяется формулой 

 ,  (1.27)

где ν(t) – неотрицательная функция, называемая интенсивностью вине-

ровского процесса.
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Из этого определения следует, что любой винеровский процесс пред-

ставляет собой нормально распределенную случайную функцию. Скаляр-

ный винеровский процесс при ν(t) ≡ 1 называется стандартным винеров-

ским процессом. Из (1.27) для стандартного винеровского процесса имеем 

 k
w
(s,t) = min(s,t). (1.28)

Определение 1.2. Случайный процесс N(t) с нулевым математическим 

ожиданием и ковариационной функцией, содержащей множителем 

δ-функцию

 EN(t) = 0; EN(s)N(t) = k
N
(s,t) = σ2(t)δ(s – t),  (1.29)

называется белым шумом. Множитель σ2(t) при δ-функции называется ин-

тенсивностью белого шума σ2(t)  0. Интенсивность векторного белого шума 

представляет собой неотрицательно определенную симметричную матрицу.

Белый шум, полученный дифференцированием процесса с незави-

симыми приращениями, называется белым шумом в строгом смысле.

Белый шум, представляющий собой производную винеровского 

процесса, называется нормально распределенным белым шумом. 

Белый шум постоянной интенсивности (σ2(t) = σ2) называется стаци-

онарным белым шумом. Спектральная плотность стационарного белого 

шума постоянна и равна σ2/2.

1.2. Задачи анализа случайных процессов 
на основе экспериментальных данных

Одними из основных задач, решаемых при экспериментальном ис-

следовании случайных процессов, являются задачи оценивания (иден-

тификации) его статистических характеристик (например, математи-

ческого ожидания, ковариационной функции, функций распределения 

или плотностей распределения), а также задачи оценивания (восстанов-

ления, предсказания) значений самого исследуемого процесса или не-

которых функционалов от него по результатам измерений (наблюдений) 

одной или нескольких реализаций исследуемого либо статистически 

связанного с ним наблюдаемого процесса. Задачи оценивания значений 

процесса в зависимости от их постановки делятся на задачи интерполя-

ции, экстраполяции и, в наиболее сложном случае, фильтрации случай-

ного процесса по данным измерений его реализации (реализаций).

Ниже мы будем называть все задачи оценивания статистических ха-

рактеристик – задачами идентификации, а задачи оценивания значений 

процесса – задачами фильтрации случайных процессов или использовать 

еще более общий термин – задачи статистики случайных процессов. 
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Задачи идентификации и фильтрации случайных процессов сводятся 

к построению оценок тех или иных характеристик процесса, отвечающих 

заданным критериям качества. Используемые при этом методы оцени-

вания можно условно разделить на параметрические, когда оцениваются 

неизвестные параметры модели оцениваемой характеристики и непараме-

трические, когда оцениваются значения ординат самой характеристики. 

Используются также гибридные методы оценивания, сочетающие в себе 

непараметрическое оценивание отдельных ординат оцениваемой характе-

ристики с дальнейшей аппроксимацией их параметрической моделью.

В работе рассматриваются методы оценивания по результатам из-

мерений одной реализации случайного процесса. В этой ситуации, как 

правило, предпочтительным, а во многих случаях, единственно возмож-

ным является применение параметрических моделей для оцениваемой ха-

рактеристики и, соответственно, параметрических методов оценивания. 

Пусть цель эксперимента состоит в определении математического 

ожидания η(t) и (или) ковариационной функции k(s,t) случайного про-

цесса Z(t) по результатам измерений одной его реализации, заданной 

в ограниченном интервале T. При этом в зависимости от уровня априор-

ной информации о функциях η(t), k(s,t) и цели эксперимента возможны 

постановки следующих задач параметрического оценивания [30, 145].

1. Функция η(t) известна с точностью до вектора неслучайных пара-

метров B = (β
1
, …, β

p
)T, т.е. η(t) = η(t,B), а функция k(s,t) известна полно-

стью. Требуется найти оценки параметров B. Наиболее исследованным 

является случай, когда η(t,B) есть линейная по параметрам B функция, т.е. 

 ,   (1.30)

где f(t) = (f
1
(t), …,f

p
(t))T – вектор известных линейно независимых в об-

ласти T функций.

2. Функция η(t) полностью известна (без ограничения общности 

можно положить η(t) = 0) и требуется оценить параметры А функции 

k(s,t) = k(s,t,A).

3. Функции η(t,B) и k(s,t,A) известны с точностью до параметров В 
и А. Необходимо найти оценки параметров А, рассматривая параметры В 
как мешающие, или оценить параметры В при мешающих А.

4. Функции η(t,B) и k(s,t,A) известны с точностью до параметров B и A. 
Необходимо найти процедуру совместного оценивания параметров B и A.

Помимо рассмотренных задач идентификации, нередко при иссле-

довании случайных процессов возникает задача фильтрации, частным 

случаем которой являются задачи интерполяции и экстраполяции.
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5. Функция k(s,t) полностью известна, а функция η(t) = η(t,B) извест-

на с точностью до параметров B. Требуется по наблюдениям реализации 

z(t) процесса Z(t) в интервале (области) T
u
 найти его значение в интерва-

ле Т
0
. Если T

0 
T

u
, то эту задачу называют задачей интерполяции, если T

0
 

и T
u
 не имеют общих точек, то иногда эту задачу называют также задачей 

экстраполяции случайного процесса.

6. Обобщением предыдущей задачи является фильтрация случайно-

го процесса Y(t). При этом предполагается, что в области T наблюдению 

доступна реализация процесса 

 Z(t) = Y(t) + V(t) = η(t) + ξ(t) + V(t),  (1.31)

где Y(t) рассматривается как полезный (информативный) процесс, 

а V(t) – шумовой процесс. При решении этой задачи обычно счита-

ют, что V(t) имеет нулевое среднее (EV(t) = 0), ковариационные и вза-

имные ковариационные функции процессов Y(t) и V(t) известны, 

а η(t) = EY(t) = η(t,B) есть функция известная с точностью до параме-

тров B. Требуется найти оценку информативного процесса Y(t) в за-

данной области T
0
. 

1.3. Методы оценивания. 
Обобщенный метод наименьших квадратов

В разделе 1.2 было отмечено, что решение задач идентификации 

и фильтрации случайных процессов сводится к построению оценок тех 

или иных характеристик процесса или его значений по данным измере-

ний его реализации (реализаций) в заданном диапазоне изменения аргу-

мента (см., также [4]).

В настоящее время известно большое количество различных методов 

и алгоритмов построения оценок [15–20, 23–25, 30, 31, 34, 42–69, 71–79]. 

Среди них можно выделить такие как метод наименьших квадратов (МНК), 

взвешенный метод наименьших квадратов (ВМНК), обобщенный метод 

наименьших квадратов (ОМНК), метод максимального правдоподобия 

(ММП), байесовские методы (БМ), метод моментов (ММ), метод макси-

мальной энтропии (ММЭ), метод максимина (МММ) и т.д. В зависимости 

от поставленной задачи исследования, вида априорной информации, ха-

рактера (дискретные или непрерывные) и количества измерений, требуе-

мой точности построения оценок выбирается тот иной метод оценивания.

Одним из основных требований при выборе метода оценивания яв-

ляется вид априорной информации о статистических характеристиках 

процесса. К немногим методам оценивания, не требующим никакой ин-

формации о статистической структуре процесса, относится МНК. Как 
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известно, для применения МНК достаточно иметь результаты измере-

ний и координаты точек, в которых эти измерения были выполнены. Это 

позволяет использовать МНК для решения не только статистических, 

но и чисто детерминированных задач, например, задач аппроксимации 

значений одной функции другой функцией. Этим же обстоятельством 

можно объяснить широкое распространение МНК в практике инже-

нерных исследований, особенно новых объектов, когда исследователь, 

как правило, не располагает априорной информацией о статистических 

свойствах исследуемого объекта. ММП, БМ, ММ, ММЭ требуют знания 

функции распределения или плотности распределения. МММ требует 

знания класса ковариационных матриц, которому принадлежит ковари-

ационная матрица оцениваемого процесса.

Простота использования МНК является одновременно и его недо-

статком, так как алгоритм метода не позволяет использовать имеющуюся 

априорную информацию о статистических свойствах объекта исследова-

ния, которая может быть у экспериментатора. В то же время известно, что 

в статистических задачах оценки МНК являются оптимальными, т.е. наи-

лучшими в смысле точности и несмещенности) только для независимых 

наблюдений с одинаковыми дисперсиями и нормальным законом распре-

деления. При других видах распределения, коррелированности и нерав-

ноточности наблюдений оптимальность МНК-оценок теряется. В этом 

случае, в зависимости от вида априорной информации необходимо при-

бегать к другим более эффективным методам оценивания. Одним из таких 

методов является ОМНК. Выбирая структуру весовой матрицы ОМНК 

в зависимости от вида априорной информации, можно построить оценки 

с заданными характеристиками. Достаточно часто, в качестве весовой вы-

бирается матрица, обратная ковариационной матрице измерений.

Ранее было отмечено, что в работе рассматриваются случайные про-

цессы в рамках корреляционной теории случайных процессов. В этом 

случае статистические свойства процесса полностью определяются за-

данием его ковариационной функции. В случае конечного числа дис-

кретных наблюдений статистические свойства процесса могут быть зада-

ны ковариационной матрицей измерений. Для таких процессов, оценки 

ОМНК, в которых в качестве весовой выбирается матрица, обратная ко-

вариационной матрице измерений являются (для линейных задач) наи-

лучшими линейными несмещенными оценками (ННЛО), независимо от 

вида распределения процесса. Ниже такие оценки еще называются опти-

мальными ОМНК-оценками.

На протяжении всей работы будут рассматриваться дискретные оцен-

ки ОМНК с обратной ковариационной матрицей в качестве весовой. Но 
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не всегда эти оценки будут совпадать с НЛНО. Так, в работе исследуются 

оценки ОМНК, в которых весовая матрица получена путем обращения 

матрицы, представляющей сумму ковариационной матрицы измерений 

исследуемого процесса с другой матрицей, такой, что результирующая ма-

трица совпадает с ковариационной матрицей измерений КМ-процесса. 

Естественно, в этом случае оценки ОМНК уже не будут НЛНО.

Рассмотрим ОМНК подробнее (см. также [23, 25, 30, 31, 44, 48, 54, 

62, 64, 66, 67, 145 и др.]). Пусть в области (интервале) T задана реализа-

ция случайного процесса Z(t), описываемого моделью 

 Z(t) = η(t,B) + V(t), EV(t) = 0, EV(s)V(t) = k(s,t),  (1.32)

где η(t,B) есть математическое ожидание Z(t), представляющее собой 

функцию известного вида; B = (β
1
, …, β

p
)T – вектор оцениваемых па-

раметров; k(s,t) – ковариационная функция процесса Z(t). Дискретные 

ОМНК-оценки параметров В определяются следующим образом

  (1.33)

где  z
n
 = (z

1
, …, z

n
)T, (z

i
 = z(t

i
))  (1.34)

– вектор отсчетов поля в точках t
1
, …, t

n
 ;

  (1.35)

– вектор значений функции η(t,B) в тех же точках;  – весовая 

положительно определенная матрица размера n×n.

Использование необходимых условий минимизации выражений, 

входящих в (1.33), приводит к следующей системе уравнений относи-

тельно оценок :

 ,  (1.36)

где    (1.37)

– матрица размера n×p.
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В частности, для линейной по параметрам модели η(t,B) = BTf(t) из 

(1.36) и (1.37) с учетом того, что , 

где F
n = 

[f(t
1
), …, f(t

n
)],  (1.38)

получаем линейные дискретные ОМНК-оценки 

 ,  (1.39)

которые не смещены , поскольку в этом случае

 Ez
n
 = FT

n
B

n 
 (1.40)

и имеют ковариационную (дисперсионную) матрицу

 .  (1.41)

Матрица K
n
 в (1.41) есть ковариационная матрица вектора измере-

ний z
n
, элементы которой совпадают со значениями ковариационной 

функции k(s,t) в точках s = t
i
 и t = t

j
 . Отметим, 

что исследование структуры и вида ковариационной матрицы K
n
 и ее 

инверсии для марковских процессов является одной из основных целей 

этой работы.

Наивысшая точность линейных ОМНК-оценок получается при [23, 48]

 .  (1.42)

Таким образом, если ковариационная матрица K
n 

известна (с точно-

стью до постоянного множителя) или может быть вычислена с помощью 

функции k(s,t), то мы можем построить оптимальные ОМНК-оценки, со-

впадающие с НЛНО [23,48], называемыми также Марковскими оценками

 , (1.43)

для дисперсионной матрицы которых из (1.41) с использованием (1.42) 

получаем

 .  (1.44)

Для нелинейно-параметризованной функции η(t,B), предполагая 

выполнение ряда условий для функций η(t,B), k(s,t) и матрицы W
n
, при 

достаточно большом интервале T и числе отсчетов n и при некоторых 

ограничениях на размещение измерений в интервале T ОМНК-оценки 
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(1.33) можно приближенно считать несмещенными и имеющими кова-

риационную матрицу

    (1.45)

зависящую от истинных значений параметров В. Если матрица K
n
 из-

вестна, то, выбирая W
n
 в соответствии с (1.42), получаем, как и в линей-

ном случае, оценки с наилучшими статистическими свойствами, кова-

риационная матрица которых определяется выражением

 .   (1.46)

Отметим, что в отличие от линейного случая, когда ОМНК-оценки 

вычисляются в соответствии с (1.38) в виде известного линейного преоб-

разования вектора z
n
, в нелинейном случае для их нахождения требуется, 

как правило, использовать численные методы решения нелинейной си-

стемы (1.36) [51, 89, 103].

Если процесс Z(t) является гауссовским, то независимо от вида мо-

дели η(t,B) оптимальные дискретные ОМНК-оценки с весовой матри-

цей W
n
 = , являются также оценками максимального правдоподо-

бия, т.е. максимизируют n-мерную функцию правдоподобия измерений 

z
i
 (i = 1, …, n) [34, 43].

Если матрица K
n
 неизвестна и невозможен выбор оптимальной ма-

трицы W
n
 = , в качестве W

n
 при нахождении ОМНК-оценок следует 

брать в зависимости от имеющейся априорной информации и допусти-

мой сложности численного метода подходящую положительно опреде-

ленную матрицу.

Как уже отмечалось, в работе рассматриваются оценки ОМНК 

с весовой матрицей W
n
 = , где K

n
 – вещественная положительно 

определенная матрица. Также отмечалось, что если K
n
 есть ковариаци-

онная матрица наблюдений исследуемого процесса, то оценки ОМНК 

с W
n
 =  совпадают с НЛНО, т.е. являются оптимальными в классе 

линейных несмещенных оценок.

Практическое применение оценок ОМНК с  при большом числе 

измерений связано со значительными вычислительными трудностями, 

связанными прежде всего с необходимостью хранения в памяти ЭВМ 

и обращения матрицы K
n
. Матрица K

n
 (или W

n
) требует n(n + 1)/2 ячеек 

памяти ЭВМ, если хранить (с учетом ее симметричности) только верх-

нюю (или нижнюю) ее часть, т.е. объем памяти, занимаемой матрицей, 
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пропорционален n2. Кроме того, операция обращения матриц относит-

ся к числу некорректных задач и в случае плохо обусловленных матриц 

может приводить к неверным результатам, особенно при обращении ма-

триц большой размерности [208]. Эти трудности, а также необходимость 

априорного знания всех элементов K
n
 (или ковариационной функции 

процесса) приводит к тому, что в практических ситуациях исследователь 

часто отказывается от оценок ОМНК в пользу неоптимальных, но более 

простых в вычислительном отношении и требованиях к виду и количе-

ству априорной информации оценкам (например, оценкам обычного 

или взвешенного МНК).

Здесь весьма актуальной является задача выделения класса(ов) процес-

сов Z(t), для которых удается избежать отмеченных выше трудностей путем 

учета особенностей (структуры) ковариационной матрицы измерений. Та-

ким образом, в работе ставится задача поиска класса процессов, для которых:

1) Ковариационная матрица измерений матрица K
n
 имеет известную 

и достаточно простую структуру, позволяющую легко вычислять матрицу 

W
n
 = , не прибегая к стандартным процедурам обращения матриц;

2) число ненулевых элементов матрицы  меньше или равно 

N = n(n + 1)/2 и при больших n может быть существенно меньше N, дру-

гими словами, при больших n матрица  является разреженной;

3) структура матрицы K
n
 позволяет по небольшому числу элементов, 

расположенных в известных позициях, вычислить все остальные элемен-

ты матрицы или, другими словами, для вычисления матрицы W
n
 =  не-

обходимо априорное знание только небольшого количества элементов K
n
, 

расположенных в заданных позициях.

Для такого класса процессов оценки ОМНК с весовой матрицей 

W
n
 =  для линейных задач совпадают с НЛНО, в то же время можно 

ожидать, что разреженная структура матрицы W
n
 и простота ее вычис-

ления позволят построить эффективные процедуры ОМНК-оценивания 

для различных задач статистики случайных процессов (с точки зрения 

числа арифметических операций и объема памяти компьютера).

В работе также ставится задача исследования возможностей ап-

проксимации ковариационной матрицы K
n
 измерений произвольно-

го процесса ковариационной матрицей  измерений процесса, при-

надлежащего искомому классу, таким образом, чтобы оценки ОМНК 

с  были близки к оптимальным.

В качестве иллюстрации эффективности применения получаемых 

результатов для построения простых процедур ОМНК-оценивания вы-

брана задача оптимальной фильтрации случайного процесса с одновре-

менной параметрической ОМНК идентификацией его математического 
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ожидания [145]. Частным случаем этой, довольно общей, задачи являют-

ся задачи интерполяции и экстраполяции случайного процесса, задачи 

параметрической идентификации и предсказания математического ожи-

дания процесса, задачи регрессионного анализа при коррелированных 

и некоррелированных наблюдениях. 

Но результаты работы могут быть использованы и в нелинейном 

случае. Соотношения (1.45), (1.46) показывают, что в случае нелиней-

ного ОМНК-оценивания применение весовой матрицы W
n
 =  также 

повышает статистическую точность получаемых оценок. При этом, как 

и в линейном случае, можно воспользоваться результатами настоящей 

работы для упрощения вычисления ОМНК-оценок для нелинейных за-

дач. Обобщая можно сказать, что результаты, получаемые в работе, мож-

но использовать для повышения вычислительной эффективности всех 

процедур, в которых так или иначе встречается матрица K
n
 или обратная 

к ней матрица W
n
 = .

1.4. Оптимальная линейная фильтрация 
и интерполяция случайного процесса

Рассмотрим случайный процесс, описываемый моделью

 Z(t) = Y(t) + V(t) = η(t) + ξ(t) + V(t), t  T,  (1.47)

представляющей собой сумму полезного (фильтруемого) Y(t) и шумового (ме-

шающего) V(t) случайных процессов, удовлетворяющих предположениям

 EY(t) = η(t) = η(t,B) = BTf(t);      Eξ(t) = 0;  (1.48)

 E[Y(s) – η(s)][Y(t) – η(t)] = k
y
(s,t) = Eξ(s)ξ(t) = kξ(s,t);  (1.49)

 EV(t) = 0;       EV(s)V(t) = k
v
(s,t);   (1.50)

 E[Y(s) – η(s)]V(t) = k
yv

(s,t) = Eξ(s)V(t) = kξy
(s,t);  (1.51)

 EV(s)[Y(t) – η(t)] = k
vy

(s,t) = EV(s)ξ(t) = k
vξ(s,t).  (1.52)

В (1.48)–(1.52): f(t) = (f
1
(t),…,f

p
(t))T – вектор известных линейно-не-

зависимых детерминированных функций; B = (β
1
,…,β

p
)T – вектор не-

известных параметров; k
y
(s,t), k

v
(s,t), k

yv
(s,t), k

vy
(s,t) известные ковари-

ационные и взаимные ковариационные функции процессов Y(t) и V(t). 

Предполагается, что соотношения (1.48)–(1.52) справедливы для всех

s и t из некоторой области T.

Таким образом, наблюдаемый процесс Z(t) в области T представля-

ет собой сумму полезного детерминированного процесса η(t), описы-

ваемого линейно-параметризованной моделью, известной с точностью
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до параметров B и центрированных случайных процессов ξ(t) и V(t), из 

которых ξ(t) является полезным, а V(t) – шумовым.

Предположим, что задачей эксперимента является нахождение наи-

лучших в заданном смысле оценок значений процесса Y(t) в области T
0
 

по результатам дискретных измерений одной реализации z(t) процесса 

Z(t) в области T
u
. Такая задача обычно называется фильтрацией процесса 

Y(t) по наблюдениям процесса Z(t). При этом должны выполняться ус-

ловия T
0
  T и T

u
  T. Области T

0
 и T

u
 могут совпадать, не иметь общих 

точек или пересекаться. Промежуточным этапом решения задачи филь-

трации Y(t) является нахождение наилучших оценок процессов η(t) и ξ(t) 

и параметров B.

Будем искать оценки в классе линейных несмещенных оценок и под 

наилучшей оценкой процесса Y(t) в точке t  T
0
 понимать линейную 

оценку  с минимальной дисперсией ошибки

 ,  (1.53)

удовлетворяющую условию несмещенности

 ,  (1.54)

что эквивалентно условию EΔY(t) = 0. Аналогичным образом вводятся 

понятия наилучших несмещенных оценок  и .

Пусть в точках t
1
,…,t

n
  выполнены измерения z(t

1
),…, z(t

n
) 

процесса Z(t). Обозначим z(t) = (z
1
,…,z

n
)T, где z

i = 
z(t

i
),  . 

Будем считать, что нам известны ковариационные функции k
z
(s,t) 

и k
zy

(s,t) или ковариационная матрица K
n
 измерений Z(t) в точках t

1
,…,t

n 

и n-мерный вектор k(z
n
,y

t
) = (k

zy
(t

1
,t),…,k

zy
(t

n
,t))T, представляющий собой 

вектор ковариаций измерений процесса Z(t) в точках t
1
, …, t

n
 со значе-

нием процесса Y(·) в точке t (y
t
 = y(t)). Здесь необходимо отметить, что 

при формулировке задачи в терминах случайных процессов более есте-

ственно считать заданными ковариационные функции k
z
(s,t) и k

zy
(s,t), 

хотя для дискретных измерений может быть достаточным знание кова-

риационной матрицы K
n
 и вектора k(z

n
,y

t
). Ковариационные функции 

k
z
(s,t) и k

zy
(s,t) можно вычислить также через функции kξ(s,t), kν(s,t), kξν(s,t) 

и k
 νξ 

(s,t), используя соотношения

  (1.55)
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В [145] показано, что дискретная НЛНО  значений процесса 

Y(t) по данным измерений одной реализации z(t) процесса Z(t) в точках 

t
1
, …, t

n
 определяется выражением

   (1.56)

где   (1.57)

– НЛНО центрированного процесса ξ(t);

   (1.58)

– НЛНО детерминированной функции η(t);

   (1.59)

– НЛНО параметров B, совпадающие с оптимальными ОМНК-

оценками;

  (1.60)

– ковариационная (дисперсионная) матрица оценок .

В (1.56)–(1.60) F
n
 = [f(t

1
),…, f(t

n
)] p×n матрица значений вектора f(t) в точ-

ках t
i
  T

u
; ;  – матрица, обратная ковариационной матрице K

n
.

Пусть ; ;  – 

ошибки оценок (1.56)–(1.58) и  – дисперсии этих 

ошибок. Тогда дисперсия ошибки предсказания процесса Y(·) в точке 

t  T
0
 по измерениям в точках t  T

u
;  определяется выражением

 ,  (1.61)

где  ,  (1.62)

 – дисперсия процесса Y(·) в точке t;

 ; (1.63)

– дисперсия ошибки предсказания математического ожидания η(·) 

в точке t, совпадающая с дисперсией  оценки 

 ; (1.64)

– ковариация ошибок предсказания процессов ξ(t) и η(t) в точке t.
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Можно выделить некоторые важные частные случаи рассмотренной 

задачи фильтрации случайного процесса.

1. Пусть шумовой процесс отсутствует, т.е. в (1.47) положим V(t) = 0. 

Тогда Z(t) = Y(t) и k
z
(s,t) = k

y
(s,t) = kξ(s,t). Все остальные ковариаци-

онные и взаимно ковариационные функции равны 0. В этом случае 

мы приходим к задаче интерполяции или экстраполяции процесса 

Y(t) = η(t,B) + ξ(t). При этом в приведенных выше выражениях вектор z
n
 

надо заменить на вектор y
n
 = (y

1
,…,y

n
)T (y

i
 = y(t

i
)), матрицу K

n
 = Ez

n
z

n
T за-

менить на матрицу K
n
 = Ey

n
y

n
T, представляющую собой ковариационную 

матрицу вектора y
n
, вектор k(z

n
,y

t
) – на k(y

n
,y

t
) = (k

y
(t

1
,t),…, k

y
(t

n
,t)). Если 

T
0
 совпадает с T

u
 (задача интерполяции), то оценки  в точках изме-

рений будут совпадать с измеренными значениями y(t), т.е.  

и  .

Промежуточным этапом решения этой задачи является нахождение 

оценок параметров B модели математического ожидания η(t,B) процесса 

Y(t). При этом, если трактовать процесс ξ(t) как шум измерений (поме-

ху), то мы приходим к классической задаче регрессионного анализа при 

коррелированных помехах [19, 23, 44, 47, 48, 54, 55, 64, 72–75, 78 и др.].

2. Если отсутствуют шумовой процесс V(t) и детерминированная со-

ставляющая процесса Y(t), т.е. V(t) = η(t) = 0 и Z(t) = Y(t) = ξ(t), то мы 

приходим к задаче интерполяции (экстраполяции) случайного процесса 

с нулевым математическим ожиданием.

Дискретная НЛНО  и дисперсия ее ошибки записываются для 

этого случая следующим образом:

 ; (1.65)

 . (1.66)

При этом, как и в предыдущем случае, НЛНО процесса в точках из-

мерений совпадает с измеренным значением процесса в этих точках: 

;   , i = 1,…,n. В (1.65) и (1.66) .

3. Если детерминированная составляющая информативного поля 

равна нулю, т.е. η(t) = 0, то Z(t) = Y(t) + V(t) = ξ(t) + V(t). При этом 

 ; (1.67)

 , (1.68) 

где  
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Рассмотрим, как выглядят дискретные линейные несмещенные 

оценки (ЛНО) с весовой матрицей W
n
 для данной задачи. Можно полу-

чить следующие выражения для ЛНО значений Y(t), η(t), ξ(t) и B по ре-

зультатам измерений реализации z(t) процесса Z(t) в точках t
1
,…,t

n
 (во из-

бежании путаницы будем обозначать ЛНО через  и ):

 , (1.69)

где   (1.70)

– ЛНО центрированного процесса ξ(t);

  (1.71)

– ЛНО детерминированной функции η(t);

  (1.72)

– ЛНО параметров B, совпадающие с ОМНК-оценками , получен-

ными с помощью весовой матрицы W
n
; C

n
 = [F

n
W

n
F

n
T]–1 – положительно 

определенная матрица p×p, где p – число оцениваемых параметров.

Оценки (1.69)–(1.72) отличаются от НЛНО (1.56)–(1.59) только тем, что 

в выражениях (1.69)–(1.72) вместо весовой матрицы W
n
 =  использует-

ся произвольная положительно определенная матрица W
n
. Так как оценки 

(1.69)–(1.72) опираются на линейные ОМНК-оценки (1.72), далее мы будем 

называть оценки (1.69)–(1.72) ОМНК-оценками, а оценки (1.56)–(1.59) – 

оптимальными, т.е. совпадающими с НЛНО, ОМНК-оценками.

Выражения для дисперсий ошибок 

;    ;    

и дисперсионной матрицы ОМНК-оценок параметров B определяются 

довольно громоздкими выражениями, существенно отличающимися от 

(1.60)–(1.64):

 ,  (1.73)

где     (1.74)

– дисперсия ошибки Δξ
n
(t) оценки ;
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 ; (1.75)

– дисперсия ошибки Δη
n
(t) оценки 

  (1.76)

– ковариация ошибок Δξ
n
(t) и Δη

n
(t);

 ; (1.77)

– дисперсионная матрица ОМНК-оценок  параметров B.

В (1.74), (1.76), (1.77) учтено, что  Если в (1.74), (1.76), (1.77) 

подставить  то дисперсии ошибок ОМНК-оценок (1.73)–(1.77) 

совпадут с дисперсиями ошибок НЛНО (1.60)–(1.64).

1.5. Постановка задачи планирования эксперимента 
для оценивания характеристик случайных процессов

Задачи статистики случайных процессов, сводящиеся к оцени-

ванию тех или иных параметров, характеристик или значений на-

блюдаемого случайного процесса или его составляющих (например, 

задачи идентификации и фильтрации) можно рассматривать в двух 

постановках:

1) определение наилучших в каком-либо смысле оценок по данным из-

мерений в заданных точках области T
u
, т.е. выбор метода построения оценок;

2) выбор оптимального (например, с точки зрения статистической 

точности получаемых оценок) расположения точек измерений в области 

T
u
 при заданном методе вычисления оценок.

Первая из этих задач называется задачей обработки результатов экс-

перимента, а вторая – задачей планирования эксперимента на случайных 

полях (процессах) [31, 111–117, 134–135, 140–142, 145, 147, 149, 152–159, 

166–168, 180–184, 187, 203].

Вторая задача, в свою очередь, распадается на две самостоятельные:

а) задана точность приближения оценок к их истинным значениям – 

необходимо найти число и расположение измерений в области T
u
, обе-

спечивающих заданную точность
 
;
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б) задано число измерений – необходимо найти их расположение 

в области T
u
, обеспечивающее наибольшую близость оценок параметров 

к их истинным значениям и оценить степень этой близости. 

В настоящее время различные аспекты проведения и оптими-

зации эксперимента достаточно подробно рассмотрены в много-

численной литературе по планированию эксперимента. Большин-

ство работ посвящено решению задачи планирования эксперимента 

в традиционной постановке, когда измерения считаются некорре-

лированными (независимыми случайными переменными (см. на-

пример, [89, 94–95, 97–105, 110]. В терминах случайных процессов 

такая постановка называется планированием эксперимента на не-

коррелированных (дельтакоррелированных) полях, т.е. представ-

ляет собой частный случай более общей задачи планирования экс-

перимента на случайных полях. В [142, 145] достаточно подробно 

описаны постановка и особенности планирования эксперимента на 

случайных полях. Приведем некоторые определения и постановку 

задачи планирования эксперимента при оценивании характеристик 

случайных процессов.

Из выражений (1.41), (1.44), (1.46), (1.60)–(1.64), (1.73)–(1.77) вид-

но, что дисперсии ошибок предсказания  и диспер-

сионная матрица оценок параметров D
n
, определяющие статистическую 

точность оценок  и , зависят от расположения точек 

измерений t
i
, (i = 1, …, n) в области T

u
 и не зависят от результатов из-

мерений в этих точках, т.е. от вектора z
n
. Поэтому, в случае известной 

ковариационной функции k(s,t) и взаимной ковариационной функции 

k
zy

(s,t), а также структуры модели η(t,B), можно поставить задачу тако-

го априорного выбора точек t
i
 (i = 1,…,n) в области T

u
, при котором бу-

дут минимизироваться дисперсии ошибок или заданный функционал 

от дисперсионной матрицы оценок. Таким образом, можно повысить 

статистическую точность оценивания указанных характеристик процес-

са при фиксированном числе измерений. Наиболее легко эта задача ре-

шается в случае линейно параметризованных моделей математического 

ожидания процесса. В случае нелинейной по параметрам функции η(t,B) 

дисперсии ошибок предсказания и дисперсионная матрица D
n
 зависят от 

истинных значений параметров B и задача планирования эксперимента 

существенно усложняется. Обычно, как в линейном, так и в нелинейном 

случаях, задача планирования эксперимента решается с помощью итера-

ционных численных процедур.
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В экспериментах по оцениванию характеристик случайных процес-

сов могут использоваться различные дискретные схемы измерений, ко-

торые мы будем называть n-точечными планами эксперимента:

1) общего вида ;

2) возрастающими ;

3) равномерными ,

где Δ – интервал между точками измерений (Δ > 0). Для всех планов 

t
i
  T

u
  T, где T

u
 – замкнутый ограниченный интервал.

Планы вида  и  будут еще называться упорядоченными планами, 

а измерения, выполненные в точках этих планов – упорядоченными из-

мерениями. Планы ε
n
,  и  обладают следующими свойствами. Если 

какое-то утверждение (формула) справедливо(а) для плана ε
n
, то оно(а) 

справедливо(а) и для планов  и . Утверждение, справедливое для пла-

на , справедливо также для плана . Но обратное неверно, т.е., напри-

мер, формула, справедливая для плана , может быть неверной для пла-

на общего вида ε
n
.

В самом общем виде задачу планирования эксперимента по оцени-

ванию характеристик случайного процесса можно сформулировать сле-

дующим образом. Пусть q = (q
1
,…,q

p
)T p-мерный вектор, элементы ко-

торого представляют собой оцениваемые характеристики (параметры, 

значения и т.п.) случайного процесса. Например, элементами q могут 

быть параметры B (при этом q = B), значения Y(t), ξ(t), η(t) в заданных 

точках t
i
  T

0
  и т.д. Пусть A – положительно определенная матри-

ца размера p×p, элементы которой характеризуют статистическую точ-

ность оценок элементов вектора q. Обозначим через E
n
 множество всех 

n-точечных планов вида ε
n
. При p > 1 определим также функционал Ψ от 

матрицы A, который позволяет сравнивать между собой матрицы A для 

различных планов ε
n
  E

n
. Тогда математическая постановка задачи пла-

нирования эксперимента может быть записана в следующем виде: найти 

план эксперимента , который минимизирует заданный функцио-

нал Ψ от матрицы A, или в другой форме, найти план , для которого

 , (1.78)

где A(ε
n
) – матрица A, соответствующая плану ε

n
.
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В зависимости от вида функционала Ψ различают D – оптимальные 

планы, когда Ψ[A] = det A, A – оптимальные планы, при Ψ[A] = SpA и т.д. 

(см. например, [145]). Вид функционала Ψ[·] выбирается в зависимости 

от целей и условий проведения эксперимента.

Если оценивается значение процесса Y(t) в заданной точке t, то раз-

мерность вектора q будет равна 1 и (1.78) принимает вид

 , (1.79)

где  – значение  для плана ε
n
.

План , найденный в соответствии с критерием (1.79) назван в [111] 

оптимальным экстраполяционным планом. Если оцениваются составляю-

щие ξ(t) и η(t) процесса Y(t), то в (1.79) надо подставить, соответственно, 

 или .

Аналитическое построение планов , удовлетворяющих (1.78) или 

(1.79) возможно только в простейших случаях [142, 145, 180–185, 187]. 

На практике для поиска точек оптимальных планов используются уни-

версальные численные алгоритмы, независящие от вида модели, размер-

ности аргумента t и конфигурации области планирования T
u
 (если раз-

мерность t больше 1) [111, 112, 134, 141, 145, 147, 148, 152, 155].

Но и численные методы построения оптимальных планов, несмо-

тря на свою универсальность, имеют свои ограничения. Эффектив-

ность их быстро падает с увеличением размерности задачи. Особенно 

это касается численных процедур, в основе которых лежит обобщен-

ный метод наименьших квадратов. Вычислительные трудности, свя-

занные с использованием ОМНК-оценок подробно рассмотрены 

в разделе 1.3. Все эти трудности, даже в большей степени, имеют ме-

сто и при построении оптимальных планов. По этим причинам при-

менение численных процедур ограничено построением планов с не-

большим числом точек.

Таким образом, здесь весьма актуальна задача построения более эф-

фективных численных процедур поиска оптимальных планов, учитыва-

ющих особенности решаемой задачи, в частности, учитывающих класс 

исследуемых случайных процессов. В разделе 1.3 была поставлена задача 

поиска класса(ов) процессов, для которых вычисление ОМНК-оценок 

можно существенно упростить. Очевидно, если такой класс процессов 

существует, то для него можно найти более простые численные процеду-

ры построения оптимальных планов.
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Таким образом, еще одной из целей (задач) настоящей работы явля-

ется построение эффективных процедур численного синтеза оптимальных 

планов для найденного класса случайных процессов.

Выводы по главе

1. Рассмотрены постановки задачи анализа и планирования экспе-

риментов при исследовании случайных процессов (задачи оптимальной 

фильтрации и интерполяции).

2. Показано, что вычисление оптимальных ОМНК-оценок для этих 

задач связано с рядом вычислительных трудностей, главными из кото-

рых являются необходимость хранения в памяти компьютера и обраще-

ния ковариационной матрицы измерений наблюдаемого процесса. Это 

усложняет или делает невозможным применение ОМНК для решения 

задач идентификации и фильтрации случайных процессов и планирова-

ния эксперимента для задач большой размерности.

3. Поставлена задача поиска класса случайных процессов, для кото-

рых можно упростить вычисление ОМНК-оценок путем учета ковари-

ационной структуры процесса. Если такой класс или классы процессов 

существует(ют), то необходимо разработать конкретные алгоритмы вы-

числения ОМНК-оценок для таких процессов, обратив особое внимание 

на рекуррентные процедуры.

4. Сформулирована задача оптимального планирования экспери-

ментов, целью которого является оценивание заданных характеристик 

(параметров, значений) случайного процесса. Отмечено, что численные 

алгоритмы нахождения оптимальных планов быстро вырождаются при 

увеличении размерности задачи. В связи с этим поставлена задача по-

иска численных процедур синтеза оптимальных планов для найденного 

класса процессов, более эффективных по сравнению с известными.



40 У.Н. Бримкулов                     Ковариационная матрица измерений в задачах  

2. МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ И АППРОКСИМАЦИЯ 
НЕМАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ МАРКОВСКИМИ

В главе кратко излагаются основные сведения из теории мар-

ковских процессов. Классические способы определения (задания) 

Марковских процессов в виде условных функций (плотностей) 

распределения, условных математических ожиданий или систем 

стохастических уравнений (СДУ) со случайными начальными ус-

ловиями не удобны для решения поставленных в книге задач. 

Определяя Марковский процесс классическими способами, мы 

однозначно задаем все его характеристики, в частности, вид ма-

тематического ожидания процесса. В задачах же параметрической 

идентификации математического ожидания случайных процессов, 

задаваясь вероятностными характеристиками процесса, мы долж-

ны иметь определенную свободу в выборе модели его математиче-

ского ожидания. Кроме того, рассматриваются только такие про-

цессы, вероятностные свойства которых полностью определяются 

видом ковариационной функции процесса.

Основной целью данной главы является определение и исследова-

ние класса случайных процессов, марковское свойство которых выра-

жено в терминах его ковариационной функции. Такой класс Марков-

ских процессов позволяет успешно решать задачи параметрической 

идентификации, так как не накладывает никаких ограничений на вид 

математического ожидания процесса. Поэтому ниже, наряду с изложе-

нием широко известных результатов в области Марковских процессов, 

вводится ряд новых определений, понятий и доказываются теоремы, 

определяющие класс Марковских процессов в рамках корреляционной 

теории случайных процессов.

Подробно рассматриваются Марковские процессы, определяемые 

системами СДУ и их связь с Марковскими процессами, задаваемыми 

в виде определенного условия на вид ковариационной функции процес-

са. Проводиться анализ свойств отдельных компонент и связей между 

ними векторного Марковского процесса, определяемого СДУ.

Рассматриваются вопросы аппроксимации немарковских процессов 

Марковскими и примеры реальных физических систем, сигналы на вы-

ходе которых можно считать одномерными, многомерными или компо-

нентами многомерных (векторных) процессов.
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В настоящее время марковским процессам, представляющим важ-

нейший раздел теории случайных процессов, посвящена обширная ли-

тература (см. например, [1–13, 18–22, 27, 29, 32–39]. Классическое опре-

деление марковского процесса (в узком смысле) приведено в [1].

Определение 2.1. Процесс {Z(t), t  T} называется марковским про-

цессом в узком смысле, если для любых t
1
 < t

2
 < ...< t

n
 условное рас-

пределение вероятностей величины Z(t
n
) относительно величин 

Z(t
1
), Z(t

2
), ..., Z(t

n–1
) совпадает с условным распределением величины 

Z(t
n
) относительно Z(t

n–1
) в том смысле, что для каждого x  X с вероят-

ностью 1 выполняется равенство

 ,  (2.1)

где X – область значений (выборочное пространство) процесса Z(t). 

Определение 2.1 говорит о том, что вероятностные свойства марков-

ского процесса в будущем при фиксированном настоящем не зависят от 

значений процесса в прошлом.

В терминах условных функций распределения вероятностей и плот-

ностей распределения вероятностей, (2.1) выглядит следующим образом:

Отметим, что для полной характеристики марковских процессов до-

статочно знать только двумерные законы распределения, т.е. марковский 

процесс является процессом второго порядка.

Замечание 2.1. Когда какой-нибудь процесс называют марковским, 

то, как правило, подразумевают, что речь идет о марковском процессе 

в узком смысле. Поэтому, мы далее в тех случаях, когда это не вызывает 

путаницы или разночтений, будем называть марковский процесс в узком 

смысле просто марковским процессом.

Определение 2.2. Векторный случайный процесс {Z(t) = (Z
1
(t), ..., Z

m
(t))T} 

называется m-мерным марковским процессом, если для любых 

t
1
 < t

2
 < ...< t

n
 и любом X = (x

1
, ..., x

m
)  X с вероятностью 1 выполняется 

равенство

 , (2.2)

где X – область значений (выборочное пространство) процесса Z(t).
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Приведенное определение многомерного марковского процесса яв-

ляется естественным обобщением определения скалярного марковского 

процесса Z(t). Такое же непосредственное обобщение допускают и фор-

мулы, описывающие распределение вероятностей марковского процес-

са. При этом, скалярный процесс, удовлетворяющий (2.1), часто назы-

вают простым (одномерным) марковским процессом или марковским 

процессом 1-го порядка, а m-мерный марковский процесс – марковским 

процессом m-го порядка.

Отметим, что отдельные компоненты многомерного марковского 

процесса могут не обладать марковским свойством, т.е. являться одно-

мерными марковскими процессами в смысле определения 2.1. Однако, 

если процесс Z(t) состоит из независимых между собой одномерных 

марковских процессов {Z
i
(t), i = 1, 2, ..., m}, то Z(t) удовлетворяет (2.2) и, 

следовательно, в этом частном случае, процесс Z(t) в целом и каждая из 

его компонент являются марковскими.

Определение 2.3. Случайный процесс {Z(t)} называется сложным или 

m-связным марковским процессом, если существует целое число m та-

кое, что для любых t
1
 < t

2
 < ...< t

n
, любого x  X и при любом n с вероят-

ностью 1 выполняется равенств

   (2.3)

В том случае, когда m = 1, процесс, определяемый выражением (2.3) 

является простым или одномерным марковским процессом.

Сложный (m-связный) марковский процесс {Z(t)} можно предста-

вить в виде компоненты m-мерного марковского процесса

Z(t) = (Z(t
n
), ..., Z(t

n+m–1
))    (n = 1, 2, ...).

Это обстоятельство позволяет изучать многосвязные марковские 

процессы при помощи математического аппарата, разработанного для 

многомерных марковских процессов с дискретным временем.

Если ввести понятие марковского процесса с нулевой и бесконечной 

связностью (m = 0 и m = ), то с помощью сложных марковских про-

цессов можно описать любой реальный процесс. При этом случайный 

процесс с независимыми значениями можно рассматривать как частный 

случай сложного марковского процесса с нулевой связностью, а случай-

ный процесс, значения которого в любой фиксированный момент вре-

мени t зависят от всей предыстории процесса до t, как марковский про-

цесс с бесконечной связностью.
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2.2. Марковские процессы в широком смысле 
и ковариационные марковские процессы (КМ-процессы)

Основная масса работ, связанных с разработкой теоретических поло-

жений и приложениями теории марковских процессов к решению раз-

личных практических задач, в частности задач фильтрации и идентифи-

кации случайных процессов, изложена в терминах n-мерных плотностей 

(условных плотностей) или функций распределения, а также условных 

математических ожиданий. При этом считаются заданными функции 

распределения или плотности случайного процесса. В последнее время 

интенсивно развиваются методы исследования стохастических объек-

тов, основанные на интерпретации марковских процессов, как решений 

соответствующих систем СДУ [4–7, 13, 19–22, 33–38, 20]. При этом ре-

шение многих практически важных задач сводится к решению СДУ, по-

строенных в соответствии с особенностями исследуемого объекта. (Об 

интерпретации марковских случайных процессов как решений, соответ-

ствующим образом построенных систем стохастических дифференци-

альных уравнений см. ниже раздел 2.3).

В настоящее время практически не встречаются работы, в которых изло-

жена корреляционная теория марковских процессов, за исключением рабо-

ты [1], в которой введено понятие марковского в широком смысле процесса 

и получено условие на вид моментной функции второго порядка, определя-

ющее такой класс процессов. В то же время, во многих практически важных 

ситуациях случайный процесс задается своими моментными функциями 

первого и второго порядка, в частности, часто считают заданной только ко-

вариационную функцию процесса. При этом заманчивым представляется 

построение теории марковских процессов, опирающейся только на свойства 

моментных функций первого и второго порядка, в частности, опирающейся 

только на свойства ковариационной функции процесса.

Чтобы определить марковский процесс в широком смысле, необхо-

димо найти какое-либо свойство процесса Z(t), выраженное через его 

вторые моменты, эквивалентное или являющееся важнейшим частным 

случаем марковского процесса. Для этого нам потребуется понятие ли-

нейного условного математического ожидания.

Известно [3, 8, 18], что для любой среднеквадратично интегрируемой 

случайной величины x
n
 и любых случайных величин x

1
, …, x

n–1
 условное 

математическое ожидание E{x
n 
x

1
, ..., x

n–1
} можно рассматривать как наи-

лучшую аппроксимацию x
n
 с помощью функции(й) от x

1
, …, x

n–1 
или сред-

неквадратичную регрессию x
n
 на x

1
, …, x

n–1
, т.е. 

E{x
n 
x

1
, ..., x

n–1
} = g

2
(x

1
, …, x

n–1
),
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где функция g
2
(x

1,
 …, x

n–1
) минимизирует средний квадрат отклонения 

E[x
n
 – g

2
(x

1
, …, x

n–1
)]2.

В работе [1] введено понятие линейного условного математического 

ожидания , которое понимается как наилучшая аппроксимация x
n
 

с помощью линейной комбинации случайных величин, т.е.

 , (2.8)

где α
i 
(i = 1, 2, …, n – 1) – постоянные величины.

В общем случае, наилучшая линейная аппроксимация при произ-

вольном законе распределения случайных величин x
1
, …, x

n–1 
не явля-

ется настолько близкой к x
n
, как условное математическое ожидание 

E{x
n 
x

1
, ..., x

n–1
}. Но для гауссовских случайных величин с нулевым сред-

ним условное математическое ожидание 

,

где a
ij 
(i, j = 1, 2, ..., n) – элементы положительно определенной (весовой) 

матрицы, т.е.  является линейной функцией величин x
1
, …, x

n–1
. Таким 

образом, для гауссовых вещественных случайных величин понятия ус-

ловное математическое ожидание и линейное условное математическое 

ожидание совпадают: 

.

Для нахождения величины  достаточно знание только вторых 

моментов случайных величин (процессов).

В [1, Дуб] дано следующее определение марковского в широком 

смысле процесса, которым мы будем пользоваться в дальнейшем.

Определение 2.4 [1, c. 87]. Процесс Z(t), независимо от того гауссов-

ский он или нет, называется марковским процессом в широком смысле, 

если E{Z2(t)} <  при всех t и при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с вероятностью 1 

выполняется условие

 . (2.9)

Пусть при любых s, t  T, моментная функция второго порядка удов-

летворяет условиям r(s,t) <  и r(s,t) = 0, если r(t,t) = 0.
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Теорема 2.1. ([1, c. 212). Процесс Z(t) является марковским процес-

сом в широком смысле тогда и только тогда, когда моментная функция 

второго порядка r(s,t) удовлетворяет условию

     r(t,t) < , (2.10)

где s < τ < t.

Доказательство этой теоремы приведено в [1].

В ряде работ [1, 8, 34, 37] показано, что моментная функция второго 

порядка марковского и одновременно гауссовского процесса с нулевым 

средним удовлетворяет (2.10), т.е. марковский гауссовский процесс с ну-

левым средним является марковским процессом в широком смысле и, 

наоборот, гауссовский марковский процесс в широком смысле является 

марковским и в узком смысле.

Следствие 2.1. Ковариационная функция марковского процесса 

в широком смысле удовлетворяет условию

 , (2.11)

где s < τ < t.

Это следствие вытекает из соотношения k(s,t) = r(s,t) – m(s)m(t).

Следствие 2.2. Процесс Z(t) с нулевым средним является марковским 

процессом в широком смысле тогда и только тогда, когда ковариацион-

ная функция Z(t) удовлетворяет условию

 , (2.12)

где s < τ < t.

Это следствие вытекает из (2.11) при m(t) = 0.

Нас в дальнейшем будут в основном интересовать свойства ковари-

ационной матрицы измерений процессов с ненулевым математическим 

ожиданием, ковариационные функции которых заданы и удовлетворя-

ют условию (2.12), а математические ожидания неизвестны и требуют 

определения (идентификации) в процессе эксперимента. Так как задача 

рассматривается в параметрической постановке, математическое ожида-

ние процесса задается в виде параметрической модели с неизвестными 

параметрами, никак не связанной с видом ковариационной функции 

процесса. Очевидно, в такой постановке, момент второго порядка r(s,t) 

наблюдаемого процесса не будет, в общем случае, удовлетворять усло-

вию (2.10), даже если выполняется (2.12).
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Это связано с тем, что при заданной ковариационной функции для 

марковского процесса в широком смысле, k(s,t) и m(t) должны удовлетво-

рять соотношению (2.11). Только при этом r(s,t) будет удовлетворять (2.10).

Условия (2.10) и (2.11) удовлетворяются одновременно только в тех 

случаях, когда исследуемый процесс имеет нулевое среднее или являет-

ся марковским процессом в узком смысле с ковариационной функцией 

k(s,t) и математическим ожиданием m(t). В этом случае, при выполне-

нии (2.10) будет выполняться и (2.12).

Пример 2.1. Нормальный нестационарный марковский в узком 

смысле процесс Z(t) имеет ковариационную функцию 

и математическое ожидание 

m*(t) = Z
0 
exp(–αt).

Можно проверить, что k(s,t) = k(s,τ)k(τ,τ)–1k(τ,t) и при m(t) = m*(t), 

функция r(s,t) = r(s,τ) r(τ,τ)–1 r(τ,t).

Таким образом, исследуемые в работе процессы, когда условие мар-

ковости накладывается только на вид ковариационной функции, можно 

назвать процессами, марковскими относительно ковариационной функ-

ции или ковариационно марковскими процессами (КМ-процессами). При 

этом марковским процессом в широком смысле (в определении Дуба) 

будет только центрированная составляющая процесса, а сам процесс бу-

дет КМ-процессом.

Введем определение КМ-процесса. Пусть Z0(t) = Z(t) – m
x
(t) – цен-

трированная составляющая процесса Z(t).

Определение 2.5. Процесс Z(t) называется КМ-процессом, если 

E{Z0(t)}2 <  при всех t и при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n–1 
 t

n
 выполняется условие 

 , (2.13)

где  – линейное условное математическое ожидание.

Введенное понятие КМ-процесса дает возможность исследовать 

процессы с произвольным математическим ожиданием, основываясь 

только на свойствах ковариационной функции процесса, которая не за-

висит от вида математического ожидания процесса.

При этом из (2.11) вытекают следующие утверждения, доказатель-

ства которых тривиальны.
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Утверждение 2.1. Для процессов с нулевым средним понятия мар-

ковский процесс в широком смысле и КМ-процесс совпадают независи-

мо от вида распределения процесса.

Утверждение 2.2. Для нормальных (гауссовских) случайных процес-

сов с нулевым средним совпадают все три понятия – марковский процесс 

в узком смысле, марковский процесс в широком смысле и КМ-процесс.

Утверждение 2.3. Ковариационная функция нормального марков-

ского процесса определяет соответствующий КМ-процесс.

Последнее утверждение весьма важно в том смысле, что позволяет 

найти примеры КМ-процессов путем анализа широко известных приме-

ров нормальных случайных процессов.

Пусть k(t,t) <  и k(s,t) = 0, если k(t,t) = 0.

Теорема 2.2. Процесс Z(t) является КМ-процессом тогда и только 

тогда, когда ковариационная функция процесса k(s,t) удовлетворяет ус-

ловию(2.12).

Доказательство данной теоремы полностью повторяет доказательство 

теоремы 2.1, приведенное в [1], с заменой r(s,t) на k(s,t) и Z(t) на Z0(t).

Суммируем все приведенные определения одномерных марковских 

процессов. Пусть E{Z2(t)} < ;  – оператор линейного условного ма-

тематического ожидания; Z
i
 = Z(t

i
);  i = 1, 2, ..., n..

Определение 2.6. Если для процесса Z(t) при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с ве-

роятностью 1 выполняется:

 , (2.14)

то Z(t) является марковским процессом в узком смысле;

 , (2.15)

то Z(t) является марковским процессом в широком смысле;

 , (2.16)

то Z(t) является КМ-процессом.

Условия (2.15) и (2.16) можно переписать в терминах моментной 

функции второго порядка (2.10) и ковариационной функции (2.12), со-

ответственно. Обратно, если выполняются (2.10) и (2.12), то справедли-

вы (2.15) и (2.16).

По аналогии с определениями марковского процесса в широком 

смысле и КМ-процесса введем определения m-связного марковского 

процесса в широком смысле и m-связного КМ-процесса.
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Определение 2.7. Процесс Z(t) называется m-связным марковским 

процессом в широком смысле, если при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с вероятно-

стью 1 выполняется:

 ,    m < n. (2.17)

Определение 2.8. Процесс Z(t) называется m-связным КМ-процессом, 

если при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с вероятностью 1 выполняется

 , (2.18)

где 

Пусть  – m-мерный вектор значений r(s,t) 

в точках t
j–m

, …, t
j–1

 и точке t
l ;

 – матрица, размером m×m, обратная матрице значений 

функции r(s,t) в точках t
j–m

, …, t
j–1

, т.е. r
ij = 

r(t
i
, t

j
);

k
[j–1],l

 = (k
j–m,l

, …, k
j–1,l

)T – m-мерный вектор значений k(s,t) в точках 

t
j–m

, …, t
j–1

 и точке t
l ;

 – матрица, размером m×m, обратная матрице значений 

функции k(s,t) в точках t
j–m

, …, t
j–1

, т.е. k
ij
 = k(t

i
, t

j
); Z

[j–1]
 = (Z

–m
, …, Z

j–1
); 

.

Теорема 2.3. 
1. Процесс Z(t) является m-связным марковским процессом в широком 

смысле тогда и только тогда, когда при любых t
i
 < t

j–m
 < t

j–m+1
 < … < t

j–1
 < t

j
 

момент второго порядка r(s,t) удовлетворяет условию

 . (2.19)

2. Процесс Z(t) является m-связным КМ-процессом тогда и только 

тогда, когда при любых t
i < 

t
j–m < 

t
j–m + 1

 < … < t
j–1

 < t
j
 ковариационная функ-

ция k(s,t) удовлетворяет условию

 . (2.20)

Доказательство теоремы 2.3 приведено в приложении 3.

Замечание 2.2. При m = 1 ; ;  

и из (2.19) получаем . Заменяя t
i
 на t

s
, t

j–1
 на tτ и t

j
 

на t, получаем (2.10). Таким образом, результат теоремы 2.1 есть частный 

случай теоремы 2.3.
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Замечание. Для m-связных процессов с нулевым средним верны ут-

верждения (2.1)–(2.3).

Все вышеизложенные определения и теоремы легко обобщаются на 

случай векторных процессов.

Определение 2.9. Векторный процесс Z(t) = (Z
1
(t), …, Z

m
(t))T называет-

ся m-мерным марковским процессом в широком смысле, если при лю-

бых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с вероятностью 1 выполняется 

 , (2.21)

где Z
i
 = Z(t

i
), i = 1, 2, …, n.

Определение 2.10. Векторный процесс Z(t) = (Z
1
(t), …, Z

m
(t))T называ-

ется m-мерным КМ-процессом, если при любых t
1
 < t

2
 < … < t

n
 с вероят-

ностью 1 выполняется 

 , (2.21)

где , i = 1,2, …,n.

Пусть R(s,t) = E{Z(s)ZT(t)} – матричная моментная функция второго 

порядка векторного процесса Z(t);  – матричная 

ковариационная функция процесса , совпадающая с матричной ко-

вариационной функцией процесса Z(t).

Теорема 2.4. 
1. Векторный процесс Z(t) = (Z

1
(t), …, Z

m
(t))T является m-мерным мар-

ковским процессом в широком смысле тогда и только тогда, когда матрич-

ная моментная функция второго порядка R(s,t) удовлетворяет условию

 R(s,t) = R(s,τ)R(τ,τ)–1 R(τ,t), (2.23)

где s < τ < t.

2. Векторный процесс Z(t) = (Z
1
(t), …, Z

m
(t))T является m-мерным 

КМ-процессом тогда и только тогда, когда матричная ковариационная 

функция K(s,t) удовлетворяет условию

 K(s,t) = K(s,τ)K(τ,τ)–1 K(τ,t), (2.24)

где s < τ < t.

Доказательство. Все свойства условного математического ожидания, 

использованные при доказательстве аналогичных теорем для одномер-

ного случая справедливы и для векторных случайных величин. Поэтому 
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доказательство данной теоремы полностью повторяет доказательства вы-

шеупомянутых теорем с заменой Z(t
i
) на Z(t

i
),  на  и, естествен-

но, с учетом правил обращения с векторами и матрицами.

И, наконец, введем понятия марковски связанных процессов в ши-

роком смысле и ковариационно марковских процессов.

Определение 2.11. Процессы Z
i
(t) и Z

j
(t) называются:

1) марковски связанными в широком смысле, если смешанные мо-

ментные функции второго порядка r
ij
(s,t) и r

ji
(s,t) удовлетворяют усло-

вию (2.10), как при s < τ < t, так и при s > τ > t;

2) ковариационно марковски связанными (КМ-связанными), если вза-

имные ковариационные функции k
ij
(s,t) и k

ji
(s,t) удовлетворяют усло-

вию (2.12), как при s < τ < t, так и при s > τ > t.

Замечание 2.3. Могут встречаться ситуации, когда функции r
ij
(s,t) 

или k
ij
(s,t) удовлетворяют условиям (2.10) или (2.12), соответственно, 

только при s < t или при s > t. При этом для функций r
ji
(s,t) или k

ji
(s,t) ус-

ловия (2.10) или (2.12), соответственно, будут удовлетворяться при об-

ратном соотношении величин s и t. Такие процессы являются марковски 

связанными только при при s < t или при s > t и мы будем называть их 

полумарковски связанными процессами.

2.3. Марковские процессы как решения стохастических 
дифференциальных уравнений

Важнейшую роль при описании и изучении марковских процессов 

играет аппарат стохастических дифференциальных уравнений [4–7, 13, 

19–22, 33–39]. Стохастические дифференциальные уравнения (СДУ) по-

зволяют получить прямое описание марковских процессов. Применение 

аппарата СДУ дает возможность свести решение многих задач исследования 

марковских процессов к построению и решению соответствующих СДУ.

Пусть случайный процесс Z(t) задан с помощью СДУ 1-го порядка

 ;   Z(t
0
) = Z

0
,  (2.25)

где f(Z(t),t) и g(Z(t), t) – непрерывно дифференцируемые детермини-

рованные функции; N(t) – нормальный белый шум с интенсивностью 

; Z
0
 – случайная величина, независимая от N(t) при t > t

0
. 

Тогда случайный процесс Z(t) является одномерным марковским 

процессом. Уравнение (2.25) называется стохастическим дифференциаль-

ным уравнением Ито [4].
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Частным случаем (2.25) является линейное СДУ 1-го порядка

      Z(t
0
) = Z

0
, (2.26)

где a
1
(t), a

0
(t) и b(t) – непрерывно дифференцируемые детерминирован-

ные функции времени.

Линейному уравнению (2.26) с начальным условием Z(t
0
) = Z

0
 соот-

ветствует линейное стохастическое интегральное уравнение

 ,  (2.27)

где W(t) – винеровский процесс с W(0) = 0, EW(t) = 0 и EW(s)W(t) = min(s,t).

Уравнение (2.26) и равноценное ему уравнение 

 dZ(t) = [a
1
(t)Z(t) + a

0
(t)]dt + b(t)dW(t) (2.28)

с начальным условием Z(t
0
) = Z

0
 следует понимать как сокращенную за-

пись стохастического дифференциального уравнения (2.27).

Пусть векторный случайный процесс Z(t) = (Z
1
(t), …, Z

m
(t))T задан си-

стемой обобщенных нелинейных СДУ

  ,  (2.29)

где f
i
(Z(t),t) и g

il
(Z(t),t) – непрерывно дифференцируемые детермини-

рованные функции; W
i
(t) – взаимнонезависимые винеровские про-

цессы с известными статистическими характеристиками EW
i
(t) = 0; 

EW
i
(s)W

j
(t) = r

ij 
σ

i
σ

j 
min(s,t); r

ij
 – символ Кронекера; i,j = 1, 2, …, m; Z

i0
 – 

случайные величины, независимые от приращений W(t) при t > t
0
. 

Тогда многомерный случайный процесс Z(t) является m-мерным мар-

ковским процессом.

Эквивалентная запись системы (2.29) имеет вид

     , (2.30)

EN
i
(t) = 0; EN

i
(s)N

j
(t) = r

ij 
σ

i
σ

j 
δ(s – t);    i,j = 1,2,…, m.

Векторный марковский процесс Z(t) с компонентами Z
1
(t), …, Z

m
(t) 

может быть в частном случае задан системой линейных СДУ

 . (2.31)
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В (2.31) a
il
, a

0i
 и b

i
 – постоянные коэффициенты, не зависящие от t 

и Z
i
(t); N

i
(t) и Z

i0
 определены выше; i = 1,2, …, m.

В матричной форме (2.31) можно записать следующим образом:

    Z(t
0
) = Z

0
, (2.32)

где ; B – диагональная матрица с диагональными элементами 

(b
1
, …, b

m
)T; Z(t) = (Z

1
(t), …, Z

m
(t))T; 

N(t) = (N
1
(t), …, N

m
(t))T; Z

0
 = (Z

10
, …, Z

m0
)T.

Пусть случайный процесс Z(t) описывается с помощью линейного 

СДУ m-го порядка

 ,     l < m, (2.33)

a
0
(t) = 1;  случайные величины, независящие от N(t) и его 

производных при t > t
0
, i = 1, 2, …, m. Тогда Z(t) есть первая компонента 

m-мерного марковского процесса.

Рассмотрим связь между одномерными марковскими процессами, 

являющимися решениями СДУ 1-го порядка (марковскими процессами 

в узком смысле) и КМ-процессами.

Теорема 2.5. Одномерный марковский процесс, представляющий со-

бой решение линейного СДУ 1-го порядка (2.26) при a
0
(t) = 0, z(t

0
) = 0 

является одновременно и КМ-процессом.

Доказательство теоремы приведено в приложении 3.

Теорема 2.6. Одномерный КМ-процесс с нулевым средним является 

одновременно и одномерным марковским процессом, представляющим 

собой решение линейного СДУ вида (2.26) при a
0
(t) = 0, z(t

0
) = 0.

Доказательство. Согласно [4], любую случайную функцию, ковари-

ационная функция которой удовлетворяет (2.12), можно представить как 

случайную функцию, связанную с некоторым белым шумом линейным 

СДУ (2.26). Решение же (2.26) является марковский процесс 1-го порядка.

2.4. Анализ компонент векторного марковского процесса

В приложениях имеет важное значение знание свойств отдельных 

компонент векторного марковского процесса, а также характера связей 

между компонентами. Рассмотрим такие свойства компонент и связей 

между ними как марковость и дифференцируемость. В отличие от век-

торного стационарного процесса, все компоненты которого должны 
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быть стационарными и стационарно связанными, компоненты вектор-

ного марковского процесса могут быть немарковскими и немарковски 

связанными, точнее, все компоненты векторного марковского процесса 

являются марковскими и марковски связанными (в широком смысле) 

только в некоторых частных случаях, рассматриваемых ниже.

1. Как уже отмечалось, в общем случае, компоненты векторного мар-

ковского процесса могут быть марковскими и немарковскими, немарков-

ские компоненты могут быть дифференцируемыми и недифференциру-

емыми в среднеквадратичном смысле (см. главу 1). Дифференцируемые 

компоненты всегда являются немарковскими (т.к. одномерный марков-

ский процесс недифференцируем), а недифференцируемые компоненты 

могут быть как марковскими, так и немарковскими (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Возможные сочетания свойств марковости и дифференцируемости 
у компонент векторного марковского процесса

Дальнейший анализ векторного марковского процесса удобно про-

водить на основе системы СДУ вида (2.30), описывающих этот процесс. 

2. Если i-я компонента векторного марковского процесса описыва-

ется СДУ 1-го порядка вида (2.25) с белым шумом в правой части {при 

этом в (2.30) f
i
(Z(t), t) = f

i
(Z

i
(t), t); g

il
(Z(t),t) = g

i
(Z

i
(t), t); i = 1}, то, очевид-

но, она будет марковской и недифференцируемой.

3. Если i-я компонента векторного марковского процесса описыва-

ется СДУ общего вида (2.30), когда f
i
(•) и g

i
(•) отличны от 0 и зависят не 

только от Z
i
(t), но и от других Z

j
 (t) (j  i), то компонента Z

i
(t), очевидно, 

будет немарковской и дифференцируемой.

4. Если i-я компонента векторного марковского процесса опи-

сывается СДУ общего вида (2.30), но без белого шума в правой части 

{g
il
 (Z(t), t) = 0 при всех i = 1, 2, …, m}, то она будет немарковской и диф-

ференцируемой. 

5. Так как марковские процессы порождаются белым шумом, среди 

компонент векторного марковского процесса должна быть хотя бы одна 
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недифференцируемая компонента, т.е. хотя бы одно из уравнений систе-

мы (2.30) должно содержать в правой части белый шум.

6. Марковские компоненты могут быть независимы от других ком-

понент, но немарковские компоненты должны быть связаны прямо или 

через другие компоненты с недифференцируемой компонентой, т.к. 

в противном случае процесс в целом не будет марковским.

7. Линейные связи между компонентами также могут быть марковски-

ми, немарковскими и полумарковскими (см. выше определение 2.11 и за-

мечание 2.3). Тут можно отметить следующие закономерности (рис. 2.2):

а) связи между марковскими компонентами являются марковскими, так 

как в данном случае компоненты могут быть связаны только через белый шум;

б) связи между немарковскими компонентами являются немарковскими;

в) связи между марковскими и немарковскими компонентами явля-

ются полумарковскими, т.е. марковскими при s < t и немарковскими при 

s > t или наоборот.

Рис. 2.2. Возможный характер связей между компонентами векторного 
марковского процесса (МC – марковская связь; НМC – немарковская связь)

В общем случае можно отметить, что немарковские связи осуществля-

ются через функции f
i 
(Z(t), t), а марковские связи через функции g

il
 (Z(t), t).

8. В частных случаях все компоненты векторного марковского про-

цесса могут быть марковскими или все немарковскими. 

Рассмотрим несколько важных частных случаев.

8.1. Все уравнения системы (2.30) представляют собой СДУ вида 

(2.25), т.е. векторный процесс Z(t) описывается системой

 .  (2.34)
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В этом случае, очевидно, все компоненты Z(t) будут представлять со-

бой одномерные марковские процессы и процесс Z(t) в целом и все его 

компоненты будут недифференцируемыми. Что касается связей между 

компонентами, то тут можно отметить следующее (см. также рис. 2.3): 

а) Если все белые шумы N
i 
(t) (i = 1,2, …, m), входящие в правую часть 

всех уравнений (2.34), взаимно независимы (рис. 2.3а), то между уравнени-

ями системы нет никакой связи, т.е. мы имеем векторный марковский про-

цесс, состоящий из m независимых между собой марковских процессов.

б) Если N
1
(t) = ... = N

m
(t) = N(t), т.е. в правую часть всех уравнений 

(2.34) входит один и тот же белый шум N(t) (рис. 2.3б), т.е. уравнения си-

стемы (2.34) связаны общим белым шумом. При этом векторный мар-

ковский процесс, представляющий собой решение (2.34) будет состоять 

из марковских и марковски связанных компонент.

Если операторы F
1
 = F

2
 = … = F

m
 = F, то мы будем иметь вырожден-

ный векторный процесс, в котором при одинаковых начальных условиях 

Z
0i
 = Z

0
 (i = 1, 2, …, m), все компоненты будут функционально связаны 

друг с другом. При этом достаточно наблюдать за одной компонентой 

процесса, чтобы с вероятностью 1 предсказывать значения всех других 

компонент.

в) Если число белых шумов равно k, где 1  k  m, то часть белых шу-

мов может быть общей для некоторых групп уравнений системы, а часть 

белых шумов будет входить в правую часть только одного уравнения си-

стемы (рис. 2.3в). При этом часть компонент векторного процесса будут 

независимыми одномерными марковскими процессами, а группы ком-

понент, образованные общими белыми шумами – марковски связанны-

ми одномерными марковскими процессами.

8.2. Часть уравнений системы (2.30) представляет собой уравнения 

вида (2.25), а остальные уравнения имеют более общий характер (2.30). 

При этом компоненты, описываемые уравнениями вида (2.25) будут 

одномерными марковскими, а следовательно, недифференцируемыми 

процессами. Остальные компоненты процесса могут быть как диффе-

ренцируемыми, так и недифференцируемыми, в зависимости от того, 

входит белый шум в правую часть уравнений, определяющих эти компо-

ненты или нет.

Связи между компонентами в зависимости от характера компонент 

могут быть марковскими, полумарковскими или немарковскими.

8.3. Ни одно из уравнений системы (2.30) не может быть представ-

лено в виде (2.25). При этом ни одна из компонент векторного марков-

ского процесса не может быть одномерным марковским процессом и, 

очевидно, все связи между компонентами также будут немарковскими.
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                   а                                          б                                           в

г

Рис. 2.3. Возможные комбинации воздействия белых шумов 
на m-мерную систему (k – число белых шумов):

а – k = m; б – k = 1; в – 1  k  m; г – детализованная схема блока F
i
 (i = 1,2,…,m)
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При этом все компоненты процесса могут быть как дифференцируе-

мыми, так и недифференцируемыми, в зависимости от присутствия или 

отсутствия белого шума в правой части соответствующего уравнения, но 

в связи с замечанием, приведенным выше, хотя бы одно из уравнений 

системы должно содержать белый шум, т.е. данная компонента будет не-

дифференцируемой.

8.4. Важным частным случаем векторного марковского процесса яв-

ляется m-мерный процесс, в котором i-я компонента (i = 1, 2, ..., m) являет-

ся (i – 1)-й производной (m – 1) раз дифференцируемой первой компонен-

ты. При этом, последняя компонента, являющаяся (m – 1)-й производной 

первой компоненты, может быть как марковской, так и немарковской, 

но в любом случае – недифференцируемой.

2.5. Марковские процессы как модели реальных 
случайных процессов и аппроксимация немарковских 

процессов марковскими

В задачах исследования случайных процессов возникают естествен-

ные вопросы [37]:

1) какие из известных случайных процессов целесообразно исполь-

зовать в качестве моделей исследуемых сигналов и помех;

2) насколько адекватна та или иная модель наблюдаемому процессу.

Ответ на второй вопрос можно получить в результате эксперимен-

тального определения характеристик реального процесса и сравнения их 

с характеристиками выбранной модели. В ряде случаев, о соответствии 

моделей реальным процессам можно судить и по результатам теоретиче-

ских исследований, изучая физическую природу сигналов и их матема-

тические описания.

При выборе моделей случайных процессов необходимо учитывать 

не только точность аппроксимации выбранной моделью исследуемого 

процесса, но и простоту модели с точки зрения эффективного решения 

поставленных задач. Могут быть модели, хорошо аппроксимирующие 

реальные процессы, но являющиеся мало полезными из-за чрезмерной 

сложности алгоритмов их обработки. В то же время для марковских про-

цессов ряд задач решается довольно просто.

Марковские процессы являются достаточно широким и в то же 

время гибким (в смысле возможностей математического исследова-

ния) классом случайных процессов. Марковские процессы можно 

использовать в качестве моделей гауссовских и негауссовских, кор-

релированных и некоррелированных, непрерывных и дискретных 

случайных сигналов и помех. В качестве вырожденных случаев сюда 
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входят также квазидетерминированные модели. Важными обстоятель-

ствами являются сходимость при определенных условиях немарковского 

процесса к марковскому и возможность аппроксимации реальных про-

цессов марковскими.

Наиболее удобными с точки зрения простоты построения алгорит-

мов обработки информации представляются одномерные марковские 

процессы. Использование одномерных марковских моделей позволя-

ет во многих случаях резко сократить объем вычислений (см. главу 4) 

и сделать решение поставленной задачи тривиальным. Но, к сожалению, 

одномерные марковские процессы являются недифференцируемыми, 

поэтому ими нельзя адекватно описать многие реальные физические 

процессы, так как реальные случайные процессы практически всегда 

являются дифференцируемыми функциями времени из-за неизбежной 

инерционности всех систем. 

Математические модели более полно отражающие свойства реаль-

ных процессов можно создать на основе многосвязных и многомерных 

марковских процессов.

Если случайный процесс Z(t) удовлетворяет условию (2.3), то его всег-

да можно заменить m-связным марковским процессом. Образуя векторный 

процесс, можно заменить исходный процесс компонентой m-мерного про-

стого марковского процесса. При этом указанная замена является точной. 

Если условие (2.3) не выполняется, то для точной замены исходного 

процесса компонентой марковского потребовалось бы ввести бесконеч-

но-связный или бесконечномерный марковские процессы. Однако при 

решении практических задач условие (2.3) почти всегда выполняется 

и поэтому реальные сигналы и помехи допускают исчерпывающее опи-

сание в рамках m-мерных марковских процессов.

Повышение степени связности (m) марковского процесса усложня-

ет модели сигналов и помех, что влечет за собой усложнение алгоритмов 

обработки сигналов. Поэтому на практике представляет интерес задача 

выбора в качестве модели сигнала (помехи) сложных марковских про-

цессов наименьшей связности.

Рассмотрим теперь несколько примеров реальных случайных про-

цессов, которые нельзя адекватно описать одномерными марковски-

ми процессами, но которые могут быть интерпретированы как первая 

компонента марковского процесса конечной размерности (связности). 

При этом, такая интерпретация в примерах (2.2)–(2.4) является точной, 

а в примерах 2.5 и 2.6 – приближенной.

Пример 2.2. В подавляющем большинстве случаев в технике при-

ходится иметь дело со стационарными случайными процессами, закон 
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распределения ординат которых можно считать нормальным, а спек-

тральная плотность достаточно хорошо аппроксимируется дробно-раци-

ональной функцией. Но если нормальный стационарный процесс имеет 

дробно-рациональную спектральную плотность, то его можно рассма-

тривать как компоненту многомерного марковского процесса, образо-

ванного нормальным стационарным процессом и его производными.

Пусть имеется нормальный стационарный случайный процесс 

с дробно-рациональной спектральной плотностью [7]:

 , l < m,  (2.36)

где Q
m
(x) = xm + a

1
xm–1 + … + a

m
; P

l
(x) = b

0
xl + b

1
xl–1 + … + b

l
.

Согласно спектральной теории стационарных случайных функций, 

процесс имеющий спектральную плотность вида (2.36) является стацио-

нарным решением дифференциального уравнения

 , (2.37)

где N(t) – белый шум с EN(t) = 0 и EN(s)N(t) = δ(s – t). 

Представим (2.37) в виде системы дифференциальных уравнений 

первого порядка. Для этого обозначим Z(t) = Z
1
(t) и введем (m – 1) функ-

ций, связанных с Z
1
(t) и ее производными следующим образом:

 ; 

 ; 

  

 ; (2.38)

 . 

где произвольные постоянные c
m–l

, c
m–l + 1

, …, c
m–1

 выберем таким обра-

зом, чтобы после исключения из (2.37) старших производных Z(t) путем 

замены их функциями Z
l
 (t) по формулам (2.38) получилось уравнение 

первого порядка, не содержащее производных от N(t) :

 ,    i = 1,2, …, m. (2.39)
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Система из m линейных дифференциальных уравнений, включающая 

в себя (2.38) и (2.39), где  (k = m – 1, m – l + 1, …, m), 

является частным случаем (2.31), т.е. определяет m-мерный марковский 

процесс. Таким образом, нормальный случайный процесс, обладающий 

дробно-рациональной спектральной плотностью, является первой ком-

понентой m-мерного марковского процесса.

Пример 2.3. Покажем, что случайный процесс на выходе динамиче-

ской системы, описываемой дифференциальным уравнением m-го по-

рядка при входном сигнале в виде белого шума, представляет собой ком-

поненту m-мерного марковского процесса, образованного исследуемым 

случайным процессом и его m – 1 производной.

Пусть Z(t) – случайный процесс, получающийся на выходе динами-

ческой системы, описываемой дифференциальным уравнением m-го по-

рядка общего вида, на вход которого воздействует белый шум N(t):

 . (2.40)

Процесс Z(t) не является марковским. Однако он представляет со-

бой ком-поненту m-мерного марковского процесса Z(t) = (Z(t), Z
1
(t), …, 

Z
m–1

(t))T, описываемого системой:

;

;

;

  (2.41)

.

которая является частным случаем системы нелинейных стохастических 

дифференциальных уравнений (2.30). Отсюда Z(t) является компонентой 

m-мерного марковского процесса.

Если уравнение является линейным и N(t) – нормальный белый шум, 

то Z(t) и все остальные компоненты Z(t) будут нормальными процессами.

Таким образом, многомерный марковский процесс можно наблю-

дать на выходе звена m-го порядка, на вход которого подан белый шум. 
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Если звено линейно и имеет постоянные параметры, то марковский про-

цесс одновременно является стационарным и гауссовым.

Пример 2.4. Если процесс N(t) не является белым шумом, но может 

быть представлен как решение дифференциального уравнения к-го по-

рядка, в правую часть которого входит белый шум (в частности, если N(t) 

является нормальным процессом с дробно-рациональной спектраль-

ной плотностью), то процесс Z(t) можно представить как компоненту 

(m + k) – мерного марковского процесса.

Частным случаем уравнения m-го порядка (2.40) является уравнение

 , (2.42)

которое описывает случайный процесс с рациональной спектральной 

плотностью.

Пример 2.5. Пусть теперь дифференцируемый любое число раз слу-

чайный процесс N(t), имеющий конечное время корреляции τ
к
 > 0, 

нельзя представить в виде процесса, порожденного белым шумом. Тогда 

процесс Z(t), определяемый уравнением (2.40), не будет являться ком-

понентой многомерного марковского процесса. Однако марковская ап-

проксимация все же возможна и в данном случае.

Выберем моменты времени t
i
, таким образом, чтобы

 t
i
 – t

i–1
 >> τ

к
, i = 1, 2, …  (2.43)

При этом случайные величины N (t
i
) можно считать приближенно 

независимыми. Тогда из предыдущих рассуждений следует, что векторный 

процесс {Z(t
i
), i = 1, 2, ...} с дискретным временем, полученный из процес-

са Z(t) = (Z(t), Z
1
(t), …, Z

m–1
(t))T с непрерывным временем, является при-

ближенно m-марковским процессом. Чем сильнее удовлетворяются не-

равенства (2.43), тем точнее процесс Z(t
i
) аппроксимируется марковским.

Пример 2.6. В задачах оценивания характеристик ковариационных 

случайных процессов на основе конечного множества дискретных из-

мерений, ковариационная матрица измерений полностью характеризует 

вероятностные характеристики процесса. При этом аппроксимация од-

ного случайного процесса другим эквивалентна замене ковариационной 

матрицы наблюдаемого случайного процесса ковариационной матри-

цей аппроксимирующего процесса в тех же точках измерений. В главе 

5 подробно рассматривается дискретный способ аппроксимации не-

марковских процессов m-связными марковскими процессами, который 

заключается в следующем. Ковариационная матрица измерений немар-

ковского процесса K
n
 заменяется на ковариационную матрицу измерений 
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m-связного процесса  таким образом, что ленты шириной 2m + 1 

у обоих матриц совпадают, а остальные элементы матрицы K
n
 заменя-

ются на элементы сопряженной матрицы  (т.е. матрицы , элементы 

вне ленты которой рассчитываются с помощью элементов K
n
, лежащих 

в пределах ленты). При этом полуширина ленты m может изменяться от 

0 до n – 1 и определяет точность такой замены. Значение m = 0 можно 

интерпретировать как аппроксимацию наблюдаемого процесса белым 

шумом, дисперсия которого совпадает с дисперсией аппроксимируемого 

процесса. Значение m = n – 1 можно интерпретировать как совпадение 

наблюдаемого и аппроксимирующего процессов.

Таким образом, можно подобрать такое значение m, при котором 

будет достигаться определенный компромисс между точностью аппрок-

симации и сложностью обработки, которая, как правило, увеличивается 

при увеличении m.

Выводы по главе

1. Марковские процессы являются достаточно широким классом 

случайных процессов, позволяющим использовать их в качестве моделей 

многих реальных случайных процессов и сигналов, например, стацио-

нарных процессов, имеющих дробно-рациональную спектральную плот-

ность, процессов на выходе динамических систем, возбуждаемых белым 

шумом и т.д. В то же время для марковских процессов ряд задач стати-

стики случайных процессов решаются достаточно просто. Особенно это 

касается одномерных (простых) марковских процессов.

2. Так как известные определения марковских процессов в узком 

и широком смыслах не совсем удобны для решения поставленных 

в диссертации задач, вводится понятие простого, m-связного и век-

торного ковариационно марковских (КМ) процессов, в которых 

условие марковости накладывается на вид ковариационной функ-

ции процесса. Для нормальных случайных процессов с нулевым 

средним понятия марковский процесс в узком (обычном) смысле, 

марковский процесс в широком смысле и КМ-процесс совпадают. 

Классы КМ-процессов и марковских процессов в широком смысле 

совпадают для процессов с нулевым средним, независимо от закона 

распределения процесса.

Введены также определения марковски и полумарковски связанных 

в широком и ковариационном смыслах процессах.

Введение понятия КМ-процесса дает возможность исследовать 

с помощью аппарата марковских процессов достаточно широкий класс 
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немарковских в обычном смысле процессов, у которых свойству мар-

ковости удовлетворяет ковариационная функция процесса. Это весьма 

важно для эффективного решения задач параметрической идентифика-

ции математического ожидания КМ-процессов, когда в качестве модели 

математического ожидания процесса выбирается произвольная регрес-

сионная функция.

3. Проведен анализ компонент векторного марковского процесса за-

даваемого системой стохастических дифференциальных уравнений. По-

казано, что в зависимости от характера отдельных компонент процесса 

(марковские или немарковские), связи между компонентами могут быть 

марковскими, полумарковскими и немарковскими. Проанализированы 

три схемы воздействия белых шумов на уравнения системы и влияния их 

на такие характеристики компонент как марковость и дифференцируе-

мость, а также характер связей между компонентами.

4. Марковские процессы могут быть определены (заданы) различны-

ми способами:

– условными функциями или плотностями распределений;

– условными математическими ожиданиями;

– стохастическими дифференциальными уравнениями со случайны-

ми начальными условиями;

– условием на вид моментной функции второго порядка;

– условием на вид ковариационной функции процесса.

Первые два условия эквивалентны и задают марковский процесс 

в узком смысле. Четвертое условие определяет марковский процесс 

в широком смысле, а последнее (пятое) условие – ковариационно мар-

ковский (КМ) процесс. 
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МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

Рассматриваются примеры марковских процессов, широко использу-

емых в практике научных и инженерных исследований в качестве моделей 

реальных (физических) процессов и сигналов. Они также использованы в ил-

люстративных примерах и численных экспериментах в последующих главах. 

Выбрано прямое описание этих процессоы с помощью стохастичеких диф-

ференциальных уравнений (СДУ). Из изложенного видно, что большинство 

случайных процессов, используемых в приложениях, можно рассматривать 

как стационарные или нестационарные решения СДУ первого, второго и тре-

тьего порядков, т.е. как одномерные, двухмерные и трехмерные марковские 

процессы или компоненты двумерных и трехмерных марковских процессов.

Так как все рассматриваемые марковские процессы являются нор-

мальными (как порождаемые нормальным белым шумом), то кова-

риационные функции таких процессов определяют соответствующие 

КМ-процессы. Но если для исходного марковского процесса вид матема-

тического ожидания однозначно определяется видом и значениями па-

раметров СДУ, то для КМ-процесса вид математического ожидания не 

определен и в качестве его модели может быть выбрана произвольная 

функция, удовлетворяющая целям исследования. 

3.1. Одномерные марковские 
и соответствующие им КМ-процессы

Марковские процессы, рассматриваемые в настоящем разделе, явля-

ются решениями уравнения [4]

 ;    Z(t
0
) = Z

0
, (3.1)

все переменные которого определены в (2.26).

Ковариационные функции процессов, определяемых уравнением 

(3.1) при Z
0
 = 0 a

0
(t) = 0 могут быть вычислены с помощью формулы:

 , (3.2)

где ;     . 
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Замечание 3.1. Отметим, что частным случаем марковского процесса 

(с нулевой связностью) является сам белый шум N(t), представляющий 

собой стационарный случайный процесс с нулевым математическим 

ожиданием и ковариационной функцией 

k
N
(s,t) = EN(s)N(t) = δ(s – t), 

где  – интенсивность белого шума.

Пример 3.1. Нормальный нестационарный случайный процесс W(t) 

с нулевым математическим ожиданием и ковариационной функцией [4]

 ,  (3.3)

где  – дисперсия (интенсивность) процесса при s = t = 1; W(0) = 0, 

называется стандартным винеровским процессом. Иногда стандартным 

винеровским процессом называют винеровский процесс с интенсивно-

стью .

Винеровский случайный процесс можно рассматривать как:

а) решение при t
0
 = 0 СДУ 1-го порядка

 , (3.4)

которое является частным случаем (3.1) при a
1
(t) = a

0
(t) = 0 и b(t) = 1, 

N(t) – нормальный белый шум. Уравнение (3.4) можно записать также 

в виде dW/dt = σ
N
N(t), где k

N
(s,t) = δ(s – t);

б) результат пропускания белого шума N(t) со спектральной плотно-

стью (интенсивностью)  через идеальный интегратор, т.е.

 . (3.5)

Винеровский процесс является моделью многих процессов в физике, 

радиотехнике и других областях, например:

а) моделью случайного блуждания (броуновского движения) части-

цы в газе или жидкости;

б) моделью случайной фазы колебаний автогенератора при учете соб-

ственных тепловых и дробовых шумов элементов схемы автогенератора.

Пример 3.2. Нестационарный случайный процесс W(t) с математиче-

ским ожиданием 

m(t) = E{W(t)} = (t
0
 – t) x/t

0
 + y(t/t

0
), 
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где x – значение процесса W(t) в момент времени t = 0, y – значение про-

цесса W(t) в момент времени t
0
 > 0 и ковариационной функцией 

 k(s,t) =  min(s,t)(t
0
 – max(s,t))/t

0
,    t

0
 > s, t > 0  (3.6)

является решением СДУ

 ;    Z(t
0
) = 0,

(N(t) – белый шум с интенсивностью ) и называется броуновским 

движением с закрепленными концами (броуновским мостом) [27]. 

Таким образом, броуновский мост характеризует движение броунов-

ской частицы, положения которой фиксированы в крайние моменты ин-

тервала времени [0, t
0
].

Пример 3.3. В общем случае можно рассматривать винеровский про-

цесс более общего характера с нулевым математическим ожиданием 

и ковариационной функцией (см. также определение 1.1 в гл.1) [4]:

  (3.7)

где  и α
i
 – положительные числа. При m = 1 и α

i
 = 1 мы имеем стан-

дартный винеровский процесс (пример 3.1).

Винеровский процесс с ковариационной функцией (3.7) можно рас-

сматривать как решение при t
0
 = 0 и Z

0
 = 0 СДУ

 , (3.8)

где N
i
(t) (i = 1,2, …, m) – белые шумы с интенсивностями .

Функцию (3.7) можно получить также из (1.27) при

v(t) = a
0
 + a

1
t + … + a

m
tm–1. 

При этом  α
i
 = i.

Пример 3.4. Стационарный случайный процесс Z(t) с нулевым мате-

матическим ожиданием и ковариационной функцией 

 k (s,t) = k (s – t) = σ2exp(–ατ),    τ = |s – t|, (3.9)

является стационарным решением (при t →  и нулевых начальных ус-

ловиях) СДУ первого порядка

 , (3.10)
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которое является частным случаем (3.1) при a
0
(t) = 0, a

1
(t) = – α и b(t) = γ 

и называется стационарным марковским процессом [4].

Постоянные коэффициенты σ в (3.9) и γ в (3.10) связаны соотноше-

нием . При произвольной величине коэффициента γ и интен-

сивности белого шума, отличной от единицы, дисперсия σ2 в (3.9) опре-

деляется по формуле:

, 

где  – интенсивность белого шума N(t).

Замечание 3.2. Стационарный нормальный случайный процесс 

с нулевым математическим ожиданием и экспоненциальной ковариа-

ционной функцией (3.9) является марковским процессом и, наоборот, 

стационарный марковский процесс с ковариационной функцией (3.9) 

является одновременно нормальным процессом.

Замечание 3.3. Марковский процесс с ковариационной функцией 

(3.9) является единственным представителем стационарных марковских 

процессов 1-го порядка [4].

Нормальный стационарный случайный процесс с ковариационной 

функцией (3.9) используется в качестве модели реальных случайных 

процессов практически во всех приложениях теории случайных про-

цессов и полей.

В частности, процесс с ковариационной функцией (3.9) имеет место 

на выходе интегрирующей резистивно-емкостной (RC) цепи с постоян-

ной времени α = 1/(RC), возбуждаемой стационарным нормальным бе-

лым шумом N(t) единичной интенсивности (рис. 3.1).

Рис. 3.1. Интегрирующая RC цепь
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Процесс на выходе цепи описывается стохастическим дифференци-

альным уравнением

 , (3.11)

являющимся частным случаем (3.10) при α = γ = 1/(RC). При этом в (3.9) 

дисперсия σ2 = 1/(2RC).

В [4–7, 20, 22, 27, 33–39 и др.] приведены другие многочисленные 

примеры случайных процессов, которые являются решениями уравне-

ния (3.10) и служат моделями совершенно различных физических про-

цессов. При этом параметры α и γ (или σ) в (3.10) могут иметь различный 

физический смысл и выражаться различными формулами, зависящими от 

физической природы и взаимосвязи параметров исследуемого объекта.

Это показывает, что одну и ту же ковариационную функцию, в част-

ности, вида (3.9), могут иметь совершенно разные случайные процессы. 

Таким образом, КМ-процесс, определяемый ковариационной функцией 

(3.9) может использоваться в качестве модели весьма широкого класса 

реальных процессов и сигналов, имеющих различные распределения 

и математические ожидания.

Пример 3.5. Нестационарный нормальный марковский процесс Z(t) 

с ковариационной функцией 

 k(s,t) = σ2exp(–ατ)(1 – exp(–2αt′);   τ = |s – t|;   t′ = min(s,t), (3.12)

является нестационарным решением Z(t) стохастического уравнения 

(3.10). При этом , где  – интенсивность белого шума 

N(t). Математическое ожидание и дисперсия процесса Z(t) определяются 

выражениями:

 m(t) = Z
0
exp(–ατ);    σ2(t) = σ2(1 – exp(–2αt)). (3.13)

Выражение (3.12) можно записать также несколько в другом виде:

 k(s,t) = σ2(exp(–α|τ|) – exp(–α(t
1
 + t

2
)));     τ = s – t. (3.14)

Процесс с ковариационной функцией (3.12) часто используют для 

описания процесса амплитудных флуктуаций (дробового эффекта) на-

пряжения на выходе электронной схемы, представляющей собой RC-

цепь, на вход которой воздействует белый шум эффективности .

Пример 3.6. Нестационарный случайный процесс Z(t) с математиче-

ским ожиданием m
x
(t) = Z

0
exp(–α(t – t

0
)) и ковариационной функцией

 k(s,t) = σ2exp(α(t
2
 – t

0
))·(exp(α(t

1
 – t

0
)) – 1), (3.15)

t
2
 = max(s,t);    t

1
 = min(s,t),
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является нестационарным решением уравнения (3.1) при a
0
(t) = 0, 

a
1
(t) = α и , т.е. уравнения

 ;   Z
0
 = Z(t

0
), (3.16)

где N(t) – белый шум единичной эффективности; .

Дискретный случайный процесс Z
i
 = Z(t

i
), i = 0, 1, 2, … с ковариаци-

онной функцией

 ;    Z
0
 = Z(t

0
), (3.17)

t
2
 – max(t

i
, t

j
);    t

1
 – min(t

i
, t

j
),

представляющий собой дискретный аналог (3.15), называется процессом 

чистого рождения [167] и используется в задачах изучения законов раз-

множения популяций. При этом переменные в (3.17) имеют следующий 

физический смысл: Z
i
 – размер популяции в момент времени t

i
 (t

i
 > t

0
); 

Z
0
 – размер популяции в момент времени t

0
; α – константа асимптотиче-

ского коэффициента рождения.

Пример 3.7. Нестационарный случайный процесс с ковариационной 

функцией

 , (3.18)

где σ2 – положительные вещественные числа, α и β – вещественные чис-

ла, причем α > β, является решением СДУ

 , (3.19)

которое является частным случаем (3.1) при a
0
(t) = 0, a

1
(t) = β/t 

и b(t) = λtγ, где  и ; N(t) – белый шум еди-

ничной эффективности.

Если заданным является дифференциальное уравнение

 , (3.20)

c произвольными вещественными параметрами β, λ, γ и эффективно-

стью белого шума N(t) равной 1, то ковариационная функция процесса 

Z(t) определяется выражениями:

     при  

и   (3.21)

при   γ – β = –1/2.
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В (3.21): α = 2γ – β + 1; σ2 = λ2/(2γ – 2β + 1) или σ2 = λ2(α – β). Так как 

α имеет смысл среднеквадратического отклонения, т.е. должно быть по-

ложительным, то γ – β > –1/2, или, что тоже самое, α > β.

Если α > 0 и β < 0, то ковариационную функцию (3.18) иногда запи-

сывают в виде

 , (3.22)

где μ = (–β) > 0.

При β < 0 и α = –β = μ, из (3.22) следует, что k(t,t) = σ2 = const, т.е. 

получается, что решение дифференциального уравнения

 ;   μ > 0,  (3.23)

является нестационарным процессом с постоянной дисперсией σ2.

В частном случае, при α = 1; β = – 2 [63] фунция (3.22) является ко-

вариационной функцией процесса Z(t), имеющего место на выходе RC 

фильтра (рис. 3.1) при подаче на его вход белого шума, если сопротивле-

ние R линейно изменяется во времени как R = R(t) = t/2. При этом

 . (3.24)

Если N(t) – белый шум с эффективностью , то

и совпадает с выражением для k(s,t), приведенным в [63].

Замечание 3.4. Ковариационные функции всех рассмотренных од-

номерных марковских процессов удовлетворяют условию (см. (2.12)) 

, s < τ < t, т.е. определяют соответствующие 

одномерные КМ-процессы.

Но как отмечалось в предисловии к данной главе, если математиче-

ское ожидание и распределение исходного марковского процесса одно-

значно определены видом СДУ и законом распределения порождающего 

белого шума, то КМ-процесс полностью определяется ковариационной 

функцией, удовлетворяющей условию (2.12). При этом на закон рас-

пределения и вид математического ожидания КМ-процесса никаких 

ограничений не накладывается. Это позволяет решать задачи параме-

трической идентификации в рамках корреляционной теории случайных 

процессов, выбирая произвольную модель математического ожидания 

процесса, исходя из целей эксперимента. При этом суммарный процесс 
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с учетом математического ожидания, в общем случае, уже не будет мар-

ковским в обычном смысле.

Представим ковариационные функции, приведенные выше в приме-

рах 3.1–3.7, в виде (3.2), т.е. найдем для них функции q
1
(t) и q

2
(t):

1) если , то q
1
 = 1, q

2
 = σ2t;

2) если , t
0
 > s, t > 0, то 

q
1
(t) = (t

0
 – t)/t

0
, q

2
 = σ2t;

3) если , то q
1
 = 1, ;

4) если , то q
1
 = exp(–αt), q

2
(t) = σ2exp(αt);

5) если , t′ = min(s, t), то 

q
1
 = exp(–αt), q

2
(t) = σ2(exp(αt) – exp(–αt));

6) если , где t
2
 = max(s, t); 

t
1
 = min(s, t), то q

1
 = exp(–α(t – t

0
)); q

2
(t) = σ2(exp(α(t – t

0
)) – 1);

7) если , то q
1
 = tβ, q

2
(t) = σ2tα.

3.2. Двумерные марковские процессы, 
их компоненты и соответствующие им КМ-процессы

На практике достаточно часто используются модели на основе дву-

мерных марковских процессов (марковских процессов 2-го порядка) 

Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T, описываемых системой линейных СДУ с постоянны-

ми коэффициентами (см. рис. 3.2а)

 , (3.25)

где N
1
(t) и N

2
(t) – белые шумы с интенсивностями  и ; Z

10
 и Z

20
 – 

случайные начальные условия, не зависящие от N
1
(t) и N

2
(t) при t > t

0
.

Отметим, что компоненты двумерного марковского процесса, опре-

деляемого системой (3.25), в общем случае, не являются одномерными 

марковскими процессами, так как «будущее» каждой компоненты опре-

деляется не только значением этой компоненты в данный момент вре-

мени, но и значением второй компоненты в этот же момент времени. 

Но если a
12

 или (и) a
21

 равны 0, то соответствующие (или обе) компо-

ненты будут марковскими. Если b
11

 или b
22

 равны 0, то соответствующая 
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компонента будет дифференцируемой (оба коэффициента b
11

 или b
22

 не 

могут одновременно равняться 0 (см. ниже)).

Чтобы система (3.25) задавала двумерный марковский процесс, ко-

эффициенты a
11

, a
12

, a
21

, a
22

, b
11

 и b
22

 должны удовлетворять определен-

ным ограничениям. Во-первых, коэффициенты b
11

 и b
22

 не должны одно-

временно одновременно равняться 0. Кроме того, если a
12

 и a
21

 равны 0, 

то оба коэффициента при белых шумах b
11

 и b
22

 должны быть отличны от 

0. И, наконец, если b
11

 = 0, то a
12

 не должно равняться 0, если b
22

 = 0, то 

a
21

 не должно равняться 0.

Наиболее часто в качестве моделей реальных случайных сигналов 

используются процессы, представляющие собой первую компоненту 

двумерного марковского процесса, т.е. решение первого уравнения си-

стемы (3.25) при N
1
(t) = N

2
(t) = N(t), которое можно записать в виде ли-

нейного СДУ 2-го порядка (рис. 3.2б)

 , (3.26)

где Z(t) = Z
1
(t);     a

1
 = –(a

11
 + a

22
);      a

0
 = a

11
a

22
 – a

12
a

21
; 

b
1
 = b

11
;    b

0
 = b

22
a

12
 – b

11
a

22
;    Z(t

0
) = Z

10
;    .

Процесс Z(t) не является марковским в обычном смысле (т.е. одно-

мерным марковским процессом), так как будущее процесса зависит не 

только от значения Z(t) в данный момент времени, но и от значения  

в этот же момент времени.

Если нас интересует только первая компонента Z(t) = Z
1
(t) двумерно-

го марковского процесса Z(t), то уравнение (3.26) удобнее интерпретиро-

вать как первую компоненту другой более простой системы

 , (3.27)

являющейся частным случаем (3.25) при a
21

 = 0. Коэффициенты (3.26) 

и (3.27) связаны следующим образом:

;   ;    b
11

 = b
1
;

a
12

b
22

 – a
22

b
11

 – b
0
. При этом, чтобы коэффициенты a

11
, a

12
, a

22
, b

22
 были 

вещественными при вещественных a
0
, a

1
, b

0
, должно выполняться усло-

вие .
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а

б

в

Рис. 3.2. Структурные схемы линейных динамических систем, описываемых 
стохастическими дифференциальными уравнениями (3.25) – рис. (а); 

(3.26) – рис. (б); (3.28) при b
1
 = 0 – рис. (в)
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Представление (3.26) в виде системы (3.27) удобно тем, что для (3.27) 

вторая компонента Z
2
(t) векторного процесса Z(t) при a

22
 > 0 и b

22
 > 0 бу-

дет представлять собой одномерный нормальный марковский процесс 

с ковариационной функцией 

или в стационарном случае

, 

где ; τ = s – t;  – интенсивность белого шума.

В этом случае, при b
11

 = 0 ковариационную функцию первой компо-

ненты и взаимные ковариационные функции компонент можно найти 

с помощью формул (t
0
 = 0,

 
EZ2(0) = 0):

; 

;   ,

где .

Иногда (3.26) удобнее представлять в виде первой компоненты системы 

 (рис. 3.2в):

 , (3.28)

где b
22

 = b
0
 – a

1
b

1
.

Представление (3.26) в виде (3.28) удобно тем, что при b
1
 = 0, первая 

компонента полученного двумерного процесса является дифференци-

руемым немарковским процессом, а вторая компонента есть произво-

дная от первой компоненты. При этом, если известна ковариационная 

функция первой компоненты k
11

(s,t), то ковариационную функцию вто-

рой компоненты k
22

(s,t) и взаимные ковариационные функции k
12

(s,t) 

и k
21

(s,t) легко получить путем вычисления соответствующих произво-

дных от k
11

(s,t). То есть зная k
11

(s,t) можно найти все элементы матричной 

ковариационной функции K(s,t) векторного процесса Z(t).
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Пример 3.8. Стационарный случайный процесс Z (t) с ковариацион-

ной функцией 

 , τ = s – t, ,  (3.29)

можно интерпретировать как стационарное решение СДУ 2-го порядка,

   (3.30)

где ; N(t) – стационарный белый шум 

с ковариационной функцией δ(t) и спектральной плотностью 1/2; α, β, γ 

и δ – положительные величины.

Уравнение (3.30) является частным случаем уравнения (3.26) при 

a
1
 = 2α; a

0
 = α2 + β2; ; , т.е. 

Z(t) можно рассматривать как первую компоненту двумерного марков-

ского процесса, в частности, описываемого системами (3.27) или (3.28). 

В представлении (3.27) при β  0, коэффициенты a
11

, a
22

, a
12

, b
22

 будут 

комплексными, так как .

1) При предельном значении параметра γ, γ = α/β случайный про-

цесс Z(t) становится среднеквадратично дифференцируемым и имеет ча-

сто использующуюся в приложениях ковариационную функцию

 ,  τ = s – t. (3.31)

При этом дифференциальное уравнение (3.30) принимает вид

 . (3.32)

Уравнение (3.32) можно представить в виде системы (3.28) с диффе-

ренцируемой первой компонентой

 , (3.33)

где . Векторный марковский процесс, описываемый 

данной системой, представляет собой совокупность двух немарковских 

и немарковски связанных компонент, первая из которых, имеющая ко-

вариационную функцию (3.31), является дифференцируемой, а вторая – 

недифференцируемой.
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Элементы матричной ковариационной функции для системы (3.33) 

можно найти путем вычисления первой и второй производной по τ от 

(3.31) (см. Приложение 2, пункт Б3).

Случайный процесс Z (t), являющийся решением (3.32) используется 

в качестве модели сигнала на выходе последовательного RLC контура при 

подаче на его вход белого шума единичной интенсивности (см. рис. 3.3)

Рис. 3.3. Последовательный RLC контур

Действительно, сигнал Z(t) на выходе RLC контура описывается СДУ 

2-го порядка

 , (3.34)

являющегося частным случаем (3.32) при α = R/(2L), 

;     . 

При этом характер возможных реализаций процесса Z(t) в зависимости 

от природы белого шума N(t), может быть самым различным.

2) При R = 0 дифференциальное уравнение, описывающее сигнал на 

выходе RLC контура (рис. 3.3) при подаче на его вход белого шума еди-

ничной интенсивности принимает вид

 , (3.35)

где .

Ковариационная функция процесса Z (t), являющегося нестацио-

нарным решением уравнения (3.35) при нулевых нальных условиях и ин-

тенсивности белого шума, равной , имеет вид [4]:

. (3.36)
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Уравнение (3.35) можно представить в виде первой компоненты си-

стемы вида (3.27). Матричная ковариационная функция такого двумер-

ного процесса приведена в приложении 2, пункт Б9.

3) Ковариационная функция случайного процесса, являющегося не-

стационарным решением уравнения (3.32), т.е. ковариационная функция 

нестационарного выходного сигнала RLC контура (рис. 3.3) при входном 

сигнале N(t) в виде белого шума эффективности  и нулевых начальных 

условиях имеет вид:

 ,  (3.37)

(μ = α2 + β2)). При t →  функция (3.37) принимает вид (3.31).

Пример 3.9. Стационарный недифференцируемый случайный про-

цесс с другой часто встречающейся ковариационной функцией

 ,    τ = s – t,  (3.38)

можно интерпретировать как стационарное решение СДУ

  (3.39)

при нулевых начальных условиях.

Можно видеть, что уравнение (3.39) является частным случаем диф-

ференциального уравнения (3.30) при γ = 0.

Случайный процесс Z(t), являющийся решением СДУ (3.39) часто 

служит моделью процесса на выходе последовательного контура высо-

кой добротности, возбуждаемого гауссовым белым шумом.

Уравнение (3.37) сводится к системе двух СДУ вида (3.28):

  . (3.40)
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Векторный процесс (3.40) представляет собой совокупность двух недиф-

ференцируемых немарковских процессов. При этом значения Z
2
(t) можно за-

менить значениями производной Z
1
(t) смешанным с белым шумом:

 . 

При β > 0 уравнение (3.39) нельзя привести к виду (3.28) с веще-

ственными коэффициентами, так как .

Пример 3.10. Стационарный дифференцируемый случайный процесс 

с ковариационной функцией вида 

 , τ = s – t, (3.41)

можно считать стационарным решением при нулевых начальных усло-

виях СДУ второго порядка

 , (3.42)

являющегося частным случаем уравнения (3.32) при β → 0.

Дифференциальное уравнение (3.42) приводится к системе вида 

(3.27) с вещественными коэффициентами 

 ;  . (3.43)

Стационарное решение второго уравнения этой системы соответ-

ствует одномерному марковскому процессу с ковариационной функцией 

. Матричные ковариационные функции, со-

ответствующие стационарному и нестационарному решению системы 

(3.43), приведены в приложении 2, пп. Б.4а и Б.14а.

Очевидно, уравнение (3.42) можно привести также к виду (3.28) (см. 

Приложение 2, п. Б.4 и Б.14).

Пример 3.11. Стационарный нормальный дифференцируемый слу-

чайный процесс с приближенно независимыми при β >> α приращения-

ми на неперекрывающихся интервалах с ковариационной функцией:

 , (3.44)

можно интерпретировать как стационарное решение при t →  СДУ 

1-го порядка

 , Z
1
(0) = Z

10
. (3.45)
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Однако здесь Z
2
(t) не белый шум, а нормальный марковский стацио-

нарный процесс с нулевым средним и ковариационной функцией

 , τ = s – t. (3.46)

При этом . Такой процесс имеет место на вы-

ходе интегрирующей RC цепочки, если на ее вход воздействует стацио-

нарный белый шум.

Последняя ковариационная функция соответствует случайно-

му процессу, являющемуся стационарным решением СДУ (3.10). При 

этом, если в (3.10) ковариационная функция белого шума имеет вид 

, то , где  – интенсивность белого 

шума. Таким образом, (3.10) и (3.46), рассматриваемые совместно, опре-

деляют двухкомпонентный марковский процесс Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T:

 . (3.47)

Для системы (3.47) значения процесса Z
2
(t) можно найти через зна-

чения Z
1
(t) с помощью соотношения .

Компоненту Z
1
(t) можно представить в виде одного СДУ 2-го порядка

 , (3.48)

где Z(t) = Z
1
(t);  Z(0) = Z

10
;   .

Уравнение (3.48) можно представить также в виде системы (3.28):

 , (3.49)

где Z
1
(t) = Z(t).

Таким образом, процесс Z(t) можно представить в виде первой ком-

поненты двух различных двумерных марковских процессов, компонента 

Z
1
(t) = Z(t) которых является дифференцируемым немарковским процес-

сом, а компонента Z
2
(t) является марковским (для (3.47)) или недиффе-

ренцируемым немарковским (для (3.49)) процессом.
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Матричные ковариационные функции двумерных марковских про-

цессов, являющихся стационарными решениями систем (3.47) и (3.49) 

приведены в приложении 2, пп. Б.5а и Б.5, соответственно.

Пример 3.12. Нестационарный нормальный дифференцируемый слу-

чайный процесс Z(t) с приближенно независимыми при β >> α приращени-

ями на неперекрывающихся интервалах с ковариационной функцией (3.49):

, (3.50)

где τ = s – t, можно рассматривать как нестационарное решение урав-

нения (3.48). При этом дисперсия и математическое ожидание процесса 

Z(t) определяются выражениями:

   

;

 (3.51)

Матричные ковариационные функции нестационарных двумерных 

марковских процессов, являющихся решениями систем (3.47) и (3.49) 

приведены в приложении 2, пп. Б.10а и Б.10, соответственно.

Пример 3.13. Нестационарный случайный процесс Z(t) более общего 

характера по сравнению со случайными процессами, рассмотренными 

в примерах 3.11 и 3.12, имеющий ковариационную функцию (3.52):

   , (3.52)

где τ = s – t, можно считать решением дифференциального уравнения 

2-го порядка

    , (3.53)

при Z(t
0
) = Z

0
 и .

.
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Уравнение (3.53) можно представить в виде первой компоненты си-

стемы СДУ 

 , (3.54)

где Z
1
(t) = Z(t);  – центрированная 

составляющая процесса Z
2
(t); N(t) – белый шум единичной интенсивно-

сти;  – дисперсия процесса Z
2
(t) (или ); α, β, a, b – постоянные 

коэффициенты; Z
1
(t

0
) = Z

10
 – случайная величина, независимая от Z

2
(t), 

с дисперсией .

Уравнение (3.53) можно также представить в виде системы (3.28), где 

b
1
 = 0;   a

1
 = (α + β);  a

0
 = αβ;    .

Математическое ожидание процесса Z(t) при этом определяется 

формулой

 , (3.55)

где m
0
 – математическое ожидание Z(t) при t = t

0
.

В частном случае при α = β (см. также приложение 2, п. Б.11):

 ,  (3.56а)

    (3.56б)

Процесс Z(t) может служить моделью сигнала на выходе следящей 

системы, представляющей собой интегратор с усилителем, обладающим 

коэффициентом усиления α и с отрицательной обратной связью, при по-

даче на его вход сигнала Z
2
(t), который представляет собой случайную 

функцию с математическим ожиданием m
1
(t) = (a + bt) и ковариацион-

ной функцией  (рис. 3.4).

Рис. 3.4. Схема следящей системы
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Считается, что начальное значение выходного сигнала представляет 

собой случайную величину Z
10

, независимую от Z
2
(t).

Пример 3.14. Нестационарный нормальный дифференцируемый 

случайный процесс Z(t) с ковариационной функцией

  (3.57)

можно рассматривать как решение СДУ второго порядка

 ,  (3.58)

являющегося частным случаем (3.26) при а
0
 = b

1
 = 0, a

1
 = α, .

СДУ (3.58) можно представить в виде системы двух СДУ первого 

порядка 

 , (3.59)

где Z(t) = Z
1
(t).

Известно, что решением второго уравнения системы (3.59) является 

нормальный марковский процесс Z
2
(t) с экспоненциальной ковариаци-

онной функцией . Это можно 

проверить вычислив  или . Таким образом, 

наблюдаемый случайный процесс Z(t) = Z
1
(t) можно интерпретировать 

как процесс на выходе интегрирующего звена при подаче на его вход од-

номерного нормального марковского процесса с ковариационной функ-

цией k
2
(s,t), т.е. 

, 

где Z
2
(t) – нормальный марковский процесс. Матричная ковариацион-

ная функция системы (3.59) приведена в приложении 2, п. Б.12.

Если Z
2
(t) – стационарный процесс с ковариационной функцией 

, то ковариационная функция Z
1
(t) будет иметь вид

. (3.60)

Матричная ковариационная функция такого двумерного процесса 

приведена в приложении 2, п. Б.13.
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У векторного процесса Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T, где Z

1
(t) и Z

2
(t) опреде-

ляются из (3.59), компонента Z
1
(t) является немарковским дифферен-

цируемым процессом, а компонента Z
2
(t) – одномерным марковским 

процессом. Связи между Z
1
(t) и Z

2
(t) будут марковскими при s > t и не-

марковскими при s < t или наоборот.

Пример 3.15. Нестационарный дифференцируемый процесс Z(t) 

с ковариационной функцией 

  (3.61)

можно рассматривать как решение при нулевых начальных условиях 

СДУ 2-го порядка

 , (3.62)

где N(t) – белый шум с интенсивностью . Такой процесс, согласно [33] 

называется винеровским процессом второго порядка.

СДУ (3.62) можно представить в виде системы

     , (3.63)

где Z(t) = Z
1
(t).

Таким образом, процесс Z(t) является первой компонентой двумер-

ного марковского процесса Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T.

Ковариационная функция Z
2
(t) и взаимные ковариационные функ-

ции процессов Z
1
(t) и Z

2
(t) приведены в приложении 2, п. Б.8.

Первая компонента векторного марковского процесса, описываемо-

го системой (3.63), представляет собой немарковский дифференцируе-

мый процесс (винеровский процесс 2-го порядка), а вторая – марков-

ский (а, следовательно, недифференцируемый) процесс (стандартный 

винеровский процесс). Связь между процессами Z
1
(t) и Z

2
(t) является 

марковской при s < t и немарковской при s > t, а связь между Z
2
(t) и Z

1
(t), 

наоборот, марковской при s > t и немарковской при s < t.

Пример 3.16. Нестационарный случайный процесс Z(t) с ковариаци-

онной функцией

  (3.64)

можно рассматривать как решение при t →  уравнения

 , (3.65)
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или как сумму двух независимых марковских случайных процес-

сов  и :

 , (3.66)

где  – нестационарный процесс с ковариационной функцией 

k
1
(s,t) = min(s, t), т.е. стандартный винеровский процесс, а  – ста-

ционарный процесс с ковариационной функцией  

(τ = s – t), т.е. стационарный марковский процесс.

Процесс Z(t) не является марковским, но может быть представ-

лен в виде первой компоненты двумерного марковского процесса 

Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T, являющегося решением системы СДУ при t →  :

     . (3.67)

При этом k
1
(s,t) = k(s,t), а ковариационная функция второй компо-

ненты и взаимные ковариационные функции компонент имеют вид

 ,   (τ = s – t);   

 ;  

 . (3.68)

Пример 3.17. Пусть случайная функция Z(t) определяется СДУ

 ;   Z
20

(0) = 0, (3.69)

где Z
2
(t) – нормальная стационарная функция с EZ

2
(t) = 0 и 

 (τ = s – t).

Так как нормальный процесс с экспоненциальной ковариационной 

функцией является также и марковским процессом (см. замечание 3.2), 

то Z
2
(t) – марковский процесс, определяемый уравнением

 , (3.70)

где k
N
(τ) = δ(τ)   (σ

N
 ≡ 1).
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Таким образом, функции Z
1
(t) и Z

2
(t) определяются системой двух 

уравнений первого порядка, в правую часть одного из которых входит 

белый шум N(t). Следовательно, Z
1
(t) и Z

2
(t) есть компоненты двумерно-

го марковского процесса.

3.3. Некоторые трехмерные и многомерные (m-мерные) 
марковские и КМ-процессы

Пример 3.18. Нестационарный дифференцируемый случайный про-

цесс с ковариационной функцией

 ,  (3.71)

можно рассматривать как решение СДУ 3-го порядка

  (3.72)

при нулевых начальных условиях.

Уравнение (3.72) можно представить в виде системы трех дифферен-

циальных уравнений первого порядка

 ;   ;   ,  (3.73)

где N(t) – белый шум с интенсивностью .

Векторный процесс Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t), Z

3
(t))T, описываемый систе-

мой (3.73), является трехмерным марковским процессом, у которого 

компонента Z
1
(t) представляет собой винеровский процесс 3-го порядка, 

компонента Z
2
(t) – винеровский процесс 2-го порядка (см. выше, при-

мер 3.15) и компонента Z
3
(t) – обычный винеровский процесс 1-го по-

рядка (см. пример 3.1).

Элементы матричной ковариационной функции трехмерного мар-

ковского процесса (3.73) приведены в приложении 2, п. В.2.

Пример 3.19. Пусть векторный случайный процесс Z(t) описывается 

системой СДУ вида

 ,    i = 1, 2, ..., m, (3.74)

где N
i
(t) – белые шумы единичной эффективности, т.е. Z(t) состоит из 

совокупности одномерных винеровских процессов W
i
(t) (i = 1, 2, …, m) 

(см. пример 3.1) и может быть назван m-мерным винеровским процессом.
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Матричную ковариационную функцию процесса Z(t) можно най-

ти следующим образом. Из (3.74) можно записать  

и . Но тогда взаимная ковариационная функция 

(здесь учтено, что E{Ni(t)} = 0 и

).

Таким образом, матричная ковариационная функция K(s,t) процесса 

Z(t) имеет вид 

 . (3.75)

В зависимости от вида белых шумов N
i
(t) (i = 1, 2, …, m), здесь воз-

можны различные структуры матрицы K(s,t) (см. раздел 2.4).

1) Если N
i
(t) (i = 1, 2, …, m) – взаимно независимые белые шумы, 

т.е. δ(s – t) = 0 при i  j (см. рис. 2.3а), то отдельные уравнения системы 

(3.74) никак не связаны друг с другом и процесс Z(t) представляет собой 

совокупность независимых друг от друга одномерных винеровских про-

цессов W
i
(t) (i = 1, 2, …, m). При этом матрица K(s,t) будет диагональной 

с диагональными элементами  (i = 1, 2, …, m).

2) Если N
1
(t) = N

2
(t) = ... = N

m
(t) = N (t) (см. рис. 2.3б), т.е. в правую 

часть всех уравнений (3.74) входит один и тот же белый шум N(t), то ком-

поненты Z(t) будут связаны через общий белый шум. В этом случае, все 

компоненты Z(t) являются марковскими и марковски связанными в ши-

роком смысле. При этом все элементы матрицы K(s,t) будт ненулевыми 

и определяются выражением (3.75), но матрица K(s,t) будет особенной 

(вырожденной).

3) В наиболее общем случае, число независимых белых шумов N
i
(t) 

может лежать в пределах от 1 до m (1  i  m) (рис. 2.3в). При этом часть 

компонент (3.74) будут винеровскими процессами и матричная ковариа-

ционная функция будет иметь нули в соответствующих позициях. 
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Пример 3.20. Рассмотрим векторный случайный процесс Z(t), опи-

сываемый системой

 , (i = 1, 2, …, m). (3.76)

Матричную ковариационную функцию можно найти аналогично 

тому, как это было сделано в примере 3.19. Из (3.76) можно записать

 ,   Z
i
(t

0
) = Z

i0
. (3.77)

Решение уравнения (3.1), частным случаем которого является (3.77), 

имеет вид [4]:

, 

где u(t,τ) – решение однородного уравнения . В нашем случае 

a
i0
(t) = 0; b

i
(t) = γ

i
; u

i
(t,τ) = exp(–α

i
(t – τ)). Для вычисления ковариацион-

ной функции достаточно принять t
0
 = 0 и Z

i0
 = 0, тогда

. 

Отсюда

При выводе k
ij
(s,t) учтено, что .

Таким образом, элементы k
ij
(s,t) (i, j = 1, 2, ..., m) матричной ковари-

ационной функции K(s,t) векторного марковского процесса Z(t), описы-

ваемого системой (3.76) при i  j, определяются формулой

  (3.78)
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Элементы матрицы K(s,t) можно найти из соотношения 

k
ji
(s,t) = k

ij
(t,s). При этом надо учесть, что s < t заменяется на s > t 

и наоборот.

Здесь, как и в примере 3.19, возможны три различные структуры ма-

трицы K(s,t).

Функции k
ij
(s,t) удовлетворяют условию (2.12) при всех i и j. Таким 

образом,все компоненты процесса Z(t) являются марковскими и марковски 

связанными процессами (по крайней мере в ковариационном смысле).

Элементы ковариационной матрицы K(s,t), соответствующие стаци-

онарному решению системы (3.76) можно получить из (3.78) при t →  :

    i  j; (3.79)

k
ji
(s,t) = k

ij
(t,s).

В частном случае, когда α
1
 = α

2
 = ... = α

m
 = α и γ

1
 = γ

2
 = ... = γ

m
 = γ, все 

ковариационные функции и взаимные ковариационные функции (если 

они не равны нулю) процесса Z(t) будут определяться одной и той же 

формулой:

 , (i, j = 1, 2, ..., m). (3.80)

Пример 3.21. Рассмотрим двумерный случайный процесс Z(t) = (Z
1
(t), 

Z
2
(t))T, заданный системой

 , (3.81)

в котором при Z
10

 = Z
20

 = 0 и t
0
 = 0 первая компонента

 , (3.82)

представляет собой стандартный винеровский процесс с ковариацион-

ной функцией , а компонента

   (3.83)

есть марковский процесс с ковариационной функцией

 . (3.84)
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Если N
1
(t) = N

2
(t) = N(t) (оба процесса Z

1
(t) и Z

2
(t) порождаются од-

ним и тем же белым шумом N(t)), то взаимная ковариационная функция 

процессов Z
1
(t) и Z

2
(t) будет иметь вид

 (3.85)

 (3.86)

Каждая из функций k
11

(s,t), k
12

(s,t), k
21

(s,t), k
22

(s,t) в отдельности 

удовлетворяет условию (2.12), а матричная ковариационная функция 

K(s,t) – условию (2.24), т.е. мы имеем пример двумерного марковского 

процесса с марковскими компонентами и марковскими связями между 

компонентами. Процесс Z(t) является марковским в широком смысле 

(m
1
(t) = m

2
(t) = 0) и ковариационно марковским процессом.

Выводы по главе

1. Описано свыше 20 примеров одно-, дву-, трех- и многомерных 

нормальных марковских процессов. Из этих примеров видно, что зна-

чительное количество реальных случайных процессов, встречающихся 

в самых различных областях приложений (в частности, радиотехни-

ке, метеорологии, гидрологии и т.п.) может быть описано с помощью 

марковских моделей. Математический аппарат теории марковских 

процессов достаточно хорошо разработан и позволяет успешно и до-

вольно просто решать многие задачи статистики случайных процес-

сов, в частности, задачи фильтрации и идентификации марковских 

процессов по данным наблюдений.

2. Большинство случайных процессов, широко используемых 

в качестве моделей физических процессов и сигналов являются реше-

ниями линейных стохастических дифференциальных уравнений пер-

вого и второго порядков с постоянными коэффициентами (см. при-

меры 3.1, 3.4, 3.5, 3.8–3.21).

3. Многие скалярные процессы, которые не являются одномерными 

марковскими процессами, представляют собой компоненты векторных 

марковских процессов. Это позволяет при их исследовании использо-

вать аппарат марковских процессов. Важным частным случаем таких 

скалярных процессов являются (m – 1) раз дифференцируемые процес-

сы, которые в совокупности со своими производными представляют со-

бой m-мерный марковский процесс.
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4. Достаточно часто скалярные немарковские процессы можно пред-

ставить в виде первой компоненты нескольких различных векторных 

марковских процессов. При этом для аппроксимации такого скалярного 

немарковского процесса может быть выбран любой из векторных про-

цессов. Обычно критерием такого выбора является простота решения 

задачи. В частности, стационарные нормальные случайные процессы, 

имеющие ковариационные функции вида 

;   

;

и ,  

используемые практически во всех приложениях, представляют собой 

первые компоненты двумерных марковских процессов. Первые две из 

приведенных функций, в совокупности с ковариационной функцией 

стационарного марковского процесса , важны еще 

и потому [4], что с помощью линейной комбинации конечного числа 

этих функций можно представить с любой заданной точностью ковариа-

ционную функцию любого стационарного случайного процесса.

5. Ковариационные функции всех рассмотренных марковских про-

цессов удовлетворяют скалярному (2.12) или векторному (2.13) марков-

ским условиям, т.е. определяют соответствующие скалярные или вектор-

ные КМ-процессы. Но в отличие от исходных марковских процессов, 

КМ-процессы не накладывают никаких ограничений на вид закона рас-

пределения и математического ожидания процесса. Поэтому они опре-

деляют более широкий класс процессов, не ограниченных условием нор-

мальности, и включающих в себя как марковские, так и немарковские 

в обычном смысле процессы. Для многих задач статистики случайных 

процессов, полностью определяемых ковариационной функцией, аппа-

рат КМ-процессов более удобен и прост, чем аппарат обычных марков-

ских процессов.
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ПРОСТЫХ КОВАРИАЦИОННО МАРКОВСКИХ 

ПРОЦЕССОВ (КМ-ПРОЦЕССОВ)

В данной главе рассматриваются марковские процессы для которых 

матрица, обратная ковариационной матрице измерений процесса явля-

ется трехдиагональной или разреженной с числом ненулевых элементов 

не превышающим 3n – 2.

Показано, что одним из таких классов случайных процессов явля-

ются ковариационно марковские процессы, совпадающие для процес-

сов с нулевым средним с марковскими процессами в широком смысле. 

Матрица, обратная ковариационной матрице измерений ковариационно 

марковского процесса, имеет в общем случае не более 3n – 2 ненуле-

вых элементов, а для измерений, упорядоченных в порядке возрастания 

(убывания) координат точек измерений, принимает трехдиагональный 

вид. Это позволяет существенно облегчить нахождение оптимальных 

ОМНК-оценок. Особенно сильно вычисления упрощаются при пере-

ходе к рекуррентным процедурам ОМНК и равномерной дискретизации 

измерений. Приводятся примеры, подтверждающие справедливость по-

лученных результатов.

В процессе решения поставленной задачи получен ряд результатов 

в области матричного анализа, в частности найден один из классов ма-

триц, обращение которых приводит к трехдиагональным матрицам 

4.1. Постановка задачи

В качестве примера возможных приложений получаемых результатов 

рассматривается задача линейной фильтрации случайного процесса с по-

мощью дискретных оптимальных оценок ОМНК (т.е. оценок ОМНК, 

совпадающих в рамках поставленной задачи с НЛНО). Но получаемые 

результаты имеют более широкую область применения. Например, они 

могут быть использованы в любых дискретных задачах статистики слу-

чайных процессов (в том числе нелинейных), в которых вероятностные 

свойства процесса определяются ковариационной матрицей значений 

процесса в точках измерений.

Пусть наблюдается случайный процесс, описываемый моделью

 , (4.1)
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представляющий собой сумму полезного (фильтруемого) Y(t) и шумово-

го V(t) случайных процессов, удовлетворяющих предположениям:

 ;   Eξ(t) = 0;   EV(t) = 0, (4.2)

где f(t) = (f
1
(t), ..., f

p
(t))T – вектор известных линейно-независимых детер-

минированных функций; B = (β
1
, ..., β

p
)T – вектор неизвестных параме-

тров; Т – область действия (4.1).

Таким образом, наблюдаемый процесс Z(t) в области Т представля-

ет собой сумму полезного детерминированного процесса η(t), описыва-

емого линейно-параметризованной моделью, известной с точностью до 

параметров В, и центрированных процессов ξ(t) и V(t), из которых ξ(t) 

является полезным, а V(t) – шумовым.

Предположим, что поставлена задача на основе эксперимента, пред-

ставляющего собой дискретные измерения в интервале T
u
  T одной ре-

ализации z(t) процесса Z(t) найти оптимальные ОМНК-оценки значений 

процесса Y(t) в заданной области T
0
  T. Промежуточным этапом этой 

задачи фильтрации является поиск оптимальных ОМНК-оценок адди-

тивных составляющих η(t) и ξ(t) процесса Y(t) и вектора параметров В.

При проведении эксперимента могут использоваться различные 

дискретные схемы измерений, которые мы будем называть n–точечны-

ми планами эксперимента:

1) общего вида ;

2) возрастающими ;

3) равномерными ,

где Δ – интервал между точками измерений. Для всех планов t
i
  T

u
  T.

При решении поставленной задачи будем считать, что нам извест-

ны ковариационные функции  и 

. Тогда оптимальная ОМНК-оценка 

процесса Y(t) по измерениям Z(t) в точках плана ε
n
, определяется выра-

жениями [145]:

 , (4.3)

где  (4.4)

– оптимальная ОМНК-оценка центрированного процесса ξ(t); 

 ; (4.5)

– оптимальная ОМНК-оценка детерминированного процесса η(t);
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  (4.6)

– оптимальная ОМНК-оценка вектора параметров В.

В (4.3)–(4.6): z
n
 = (z(t

1
), ..., z(t

n
))T – вектор измерений Z(t) в точках 

ε
n
;  – матрица значений вектора f(t) в точках ε

n
;  – 

матрица, обратная ковариационной матрице K
n
 вектора измерений z

n
; 

 – вектор ковариаций z
n
 со значением 

 в точке t (здесь ;

  (4.7)

– ковариационная (дисперсионная) матрица оптимальных ОМНК-

оценок .

Как уже отмечалось, несмотря на оптимальность оценок (4.3)–(4.6) 

для рассматриваемой задачи, использование их при большом числе из-

мерений затруднительно. Это связано с тем, что в выражение (4.4)–(4.6) 

входит матрица , вычисление и хранение которой требует больших 

затрат машинного времени и памяти компьютера.

Таким образом, здесь весьма актуальной является задача выделения 

класса (классов) наблюдаемых случайных процессов Z(t), для которых 

удается избежать этих трудностей путем учета особенностей ковариаци-

онной матрицы измерений исследуемого процесса. Структура ковари-

ационной матрицы зависит не только от вида случайного процесса, но 

и от типа плана эксперимента, в точках которого проводятся измерения. 

Поэтому поиск класса случайных процессов и поиск типа плана ε
n
, для 

которых можно построить более простые процедуры вычисления опти-

мальных ОМНК-оценок, необходимо вести одновременно.

Рассмотрим случайный процесс Z*(t), для которого матрица , обратная 

ковариационной матрице K
n
 измерений Z*(t) в точках плана , где  – один 

из планов ε
n
,  или , является разреженной и имеет не более 3n – 2 ненуле-

вых элементов. Частным случаем такой матрицы является матрица вида 

 , (4.8)
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где c
ij
 = 0 при |i – j| > 1; i,j = 1,2,…,n. Матрицы вида (4.8) называются 

трехдиагональными [80,82] или ленточными с полушириной ленты, рав-

ной 1 [81] (см. также приложение 1). 

Для случайных процессов типа Z*(t) становится возможным ис-

пользование оценок (4.3)–(4.6) для обработки результатов экспери-

ментов с большим числом измерений, используя алгебру разреженных 

матриц [81]. При этом упрощается процедура оценивания и резко сни-

жаются требования к скорости и объему памяти.

4.2. Некоторые предварительные результаты

Пусть А
1
 – множество квадратных матриц А

n
, для которых обратные 

матрицы являются трехдиагональными, т.е. 

. 

Ниже, матрицы размера n×n, принадлежащие множеству А
1
 будем 

обозначать через .

Пусть матрица A
n
 (размера n×n) имеет вид:

  (4.9)

где  и  (i, j = 1, 2, ..., n – 1), a
ii
 (i = 1,2,…,n), 

γ
i
,

 
λ

i
 (i = 1, 2, …, n – 1) – произвольные вещественные числа. Из (4.8) сле-

дует, что недиагональные элементы матрицы A
n
 определяются выражением

 (4.10)
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Обозначим последовательность угловых подматриц размера i×i, на-

низанных на главную диагональ A
n
 сверху вниз, через , где 

. Здесь  обозначает квадратную подматрицу A
n
 из эле-

ментов, находящихся на пересечении строк и столбцов с одинаковыми 

номерами от i до j (cм. об этом подробнее в приложении 1).

Теперь можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 4.1. Пусть матрица A
n
 имеет вид (4.9) и det A

n
  0, тогда

1. Матрица , обратная к (4.9) имеет трехдиагональный вид, т.е. 

.

2. Элементы матрицы  следующим образом определяются через 

элементы :

 ,  (4.11)

где    ,   α
1
 = a

11
;

  ,    μ
1
 = a

22
.

3. Определитель любой угловой подматрицы , включая и опреде-

литель полной матрицы , можно вычислить с помощью выражения

 ,    . (4.12)

Доказательство теоремы приведено в приложении 3.
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Матрицу (4.9) можно записать также в виде

     (4.13)

где  – произвольные вещественные числа. Выражая a
31

(a
13

) 

через a
21

(a
12

), a
41

(a
14

) через a
31

(a
13

) и т.д., матрицу (4.13) можно привести 

обратно к виду (4.9).

Из (4.13) можно получить условия на вид матрицы A
n
, при которых 

обратная к ней матрица  будет трехдиагональна:

 ;   ;   , (4.14)

где ; 

(т.е. i – мерные векторы  есть (i – 1) – мерные векторы a
i
, дополнен-

ные диагональным элементом a
ii
).

Замечание 4.1. Из формул (4.11) следует, что внедиагональные элемен-

ты  зависят только от элементов, входящих в три центральные диагона-

ли . Остальные элементы  взаимно уничтожаются при обращении.

До сих пор мы рассматривали матрицы типа  в строго упорядочен-

ном, соответствующем (4.9) виде, когда элементы каждой последующей 

строки и столбца определялись через соответствующие элементы преды-

дущих строки и столбца выражениями (4.14). При этом, матрица , об-

ратная к , имела трехдиагональный вид. Здесь вызывает определенный 

интерес вопрос – как изменится вид матрицы , если поменять местами 

часть строк и столбцов матрицы ?

Перестановка или, в общем случае, переупорядочивание строк ма-

трицы Q, имеющей n-строк (не обязательно квадратной), эквивалентно 

умножению ее слева на так называемую матрицу перестановки P (см., на-

пример, [82], а также приложение 1). Аналогично, умножение матрицы Q 

с n столбцами на P справа приводит к перестановке столбцов матрицы Q.
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Сформулируем некоторые предварительные утверждения, необходи-

мые для получения дальнейших результатов.

Утверждение 4.1. Пусть для матрицы Q
n
 известна обратная матрица . 

Тогда, если матрица W
n
 получена из Q

n
 путем перестановки ее любых l строк и k 

столбцов (l, k  n), то обратная матрица  может быть получена из  пу-

тем перестановки k строк  в соответствии с порядком перестановки столб-

цов в Q
n
 и l столбцов  в соответствии с порядком перестановки строк в Q

n
.

Утверждение 4.2. Если матрица W
n
 получена из Q

n
 путем перестанов-

ки (переупорядочивания) строк и столбцов с одинаковыми номерами, 

то обратная матрица  может быть получена путем соответствующей 

перестановки строк и столбцов матрицы  с теми же номерами.

Доказательство утверждений 4.1 и 4.2 вынесено в приложение 3.

Из теоремы 4.1 и утверждений 4.1, 4.2 вытекает важное следствие, 

являющееся решением поставленного выше вопроса.

Следствие 4.1. При любой перестановке строк и столбцов матрицы 

, обратная к ней матрица  будет иметь не более 3n – 2 ненулевых 

элемента. Положения и значения этих элементов можно найти из (4.11), 

зная какие строки и столбцы были переставлены в матрице .

На основе теоремы 4.1 и следствия 4.1 разработаны простые про-

цедуры рекуррентного обращения матриц вида  и , которые пред-

ставлены в приложении 4. Там же приведен пример обращения матрицы 

вида  порядка 5. Результаты теоремы и следствия 4.1 проверены также 

на множестве численных примеров.

4.3. Ковариационная матрица измерений КМ-процесса

Пусть Z(t) есть ковариационно марковский процесс (КМ-процесс). 

Это означает (см. определение 2.5 и теорему 2.2 главы 2), что ковариаци-

онная функция Z(t) удовлетворяет условию

    (s < τ < t). (4.15)

Пусть величины γ
i
 (i = 1,2,…) определены следующим образом:

 , (4.16)

где k
ij
 = k

Z
(t

i
, t

j
) – значения ковариационной функции процесса Z(t) 

в точках t
i
 и t

j
, t

j
 > t

i
. Таким образом, γ

i
 есть коэффициенты ковариаций 

процесса в соседних точках измерений, приведенные к величинам дис-

персий в точках с меньшим значением координаты. Для стационарных 

случайных процессов γ
i
 = ρ

i,i+1
, т.е. представляют собой коэффициенты 

корреляции между соседними измерениями (значениями процесса).

С учетом (4.15) и (4.16) можно сформулировать следующую теорему.
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Теорема 4.2. 
1. Ковариационная матрица K

n
 измерений КМ-процесса в точках 

упорядоченного плана  представляет собой частный случай матрицы 

(4.9) и может быть представлена в виде

, (4.17)

где , , , а γ
i
 – определены 

ранее в (4.16).

2. Ковариационная матрица  положительно определена, исключая 

вырожденный случай .

Теорема 4.3 (обратная). Любая положительно определенная матрица 

вида  является ковариационной матрицей измерений КМ-процесса 

в точках плана .

Доказательства теорем 4.2 и 4.3 приведены в приложении 3.

Следствие 4.2. Матрица  полностью определяется элементами двух 

ее диагоналей (главной и параллельной ей диагонали сверху или глав-

ной и параллельной ей диагонали снизу). Другими словами, матрица  

зависит только от n значений дисперсий процесса в точках измерений 

и (n – 1) коэффициентов ковариаций между точками измерений.

Следствие 4.3. Если  есть ковариационная матрица измерений 

КМ-процесса ξ
M

(t) в точках плана , то:

1) обратная ей матрица  является трехдиагональной; 

2) элементы  определяются выражениями (4.11) с учетом того, 

что λ
i
 = γ

i
  и a

ii
 = k

ii
 . При этом 

   , α
1
 = k

11
; (4.18)

 ;    μ
1
 = k

22
.
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Следствие 4.4. Если матрица , обратная ковариационной матрице 

 измерений в точках  процесса ξ(t), является трехдиагональной, то 

процесс ξ(t) является КМ-процессом.

Все предыдущие результаты были получены в предположении, что из-

мерения КМ-процесса проводятся в точках возрастающего плана . При 

этом ковариационная матрица измерений имеет строго упорядоченную, 

соответствующую (4.1), структуру и, соответственно, обратная ей матри-

ца  является трехдиагональной. Посмотрим, как изменится матрица 

, если измерения проводятся в точках плана общего вида ε
n
, в кото-

ром точки измерений могут следовать в любой последовательности.

Здесь можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 4.4.
1. Ковариационная матрица измерений  КМ-процесса в точках пла-

на общего вида ε
n
 совпадает с матрицей  для плана , в которой строки 

и столбцы переставлены с порядком следования точек плана  в плане ε
n
.

2. Матрица, обратная ковариационной матрице измерений  имеет 

не более 3n – 2 ненулевых элемента, расположение и величину которых 

можно найти из (4.11) и (4.18), зная порядок следования точек плана ε
n
 

в плане .

3. Любая положительно определенная матрица вида  есть ковариа-

ционная матрица измерений КМ-процесса в точках плана ε
n
.

Доказательство теоремы см. в приложении 3.

Результаты теоремы 4.4 являются решением второй из сформулиро-

ванных в разделе 4.1 задач. Таким образом, решениями и первой и вто-

рой из поставленных задач является КМ-процесс, но если в первом 

случае измерения КМ-процесса обязательно должны быть выполнены 

в точках упорядоченного плана  (или ), то для второй задачи – без-

различно, в точках какого из планов ε
n
,  или  проводятся измерения.

Обобщая изложенное можно отметить, что ковариационная матри-

ца измерений КМ-процесса имеет весьма удобную с точки зрения раз-

личных приложений структуру. При этом, если измерения были выпол-

нены в точках упорядоченного плана , то обратная к ней матрица  

является трехдиагональной, а в случае измерений КМ-процесса в точках 

плана общего вида (неупорядоченного плана), обратная матрица  ста-

новится разреженной с числом ненулевых элементов не превышающим 

3n – 2, где n – порядок матрицы.

Ковариационная матрица измерений КМ-процесса полностью опре-

деляется небольшим (2n – 1) числом ее элементов. Поэтому для эффек-

тивного решения задач статистики случайных процессов достаточно 
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априорного знания только этих элементов ковариационной матрицы. Други-

ми словами, задаваясь классом исследуемых случайных процессов, т.е. апри-

орной информацией качественного характера, мы уменьшаем количество не-

обходимой количественной информации для эффективного решения задачи.

4.4. Рекуррентные процедуры оценивания

Одним из подходов, позволяющим избежать прямого обращения ма-

триц большой размерности и упростить нахождение оценок (4.3)–(4.6), 

является построение рекуррентных процедур ОМНК.

Предположим, что нам известны оценки , , , а также ма-

трицы F
i
, , D

i
 и векторы z

i
, k

zy
(ε

i
, t) для плана ε

i
 (см. формулы (4.6)–

(4.7) и пояснения к ним). Пусть в точке t
i+1

 выполнено новое измерение 

процесса Z(t), т.е. получено z
i+1

 = z(t
i+1

). Вычислим векторы f
i+1

 = f(t
i+1

), 

, где k
ij
 = k

z
(t

i
, t

j
) и величины k

zy
(t

i+1
, t), k

i+1,i+1
 для но-

вой точки плана t
i+1

. Тогда можно получить следующие рекуррентные 

формулы для вычисления ОМНК-оценок , ,  и  для 

плана ε
i+1

 = ε
i
 + t

i+1
:

а) из (4.4) следует, что 

и  . 

Вычитая из первого уравнения второе получаем 

Принимая во внимание рекуррентные соотношения 

 ;   ; (4.19)

 ;   , (4.20)

где ;   , (4.21)

получаем рекуррентную формулу вычисления  через :
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 , (4.22)

где 

. (4.23)

б) Рекуррентная формула вычисления оценки среднего значения 

 в точках ε
i+1

 по известной оценке  в точках ε
i
 и значениям z

i+1
, 

f
i+1

, k
zy

(t
i+1

, t), k
i+1,i+1

 для точки t
i+1

 получается следующим образом.

Запишем выражения для оценок η(t) по измерениям в точках планов 

ε
i+1

 и ε
i
:  и . Отсюда

 . (4.24)

в) С учетом (а) и (б) рекуррентная формула для вычисления  через 

 принимает вид:

  (4.25)

где .

Рекуррентная формула вычисления вектора оценок параметров  

через  широко известна (см., например, [145])

 , (4.26)

где  и  определены в (4.23).

Также хорошо известна формула вычисления D
i+1

 через D
i
:

 , (4.27)

где ;   .

Можно найти также рекуррентную формулу вычисления m-мерного 

вектора q
i
(t):

.
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Замечание 4.3. Величина α
i+1

 в рассматриваемой задаче имеет оче-

видную физическую интерпретацию, а именно, α
i+1

 есть наименьшая 

среднеквадратическая ошибка линейной интерполяции (экстраполяции) 

центрированного процесса z(t) – η(t) в точку t
i+1

 по измерениям, полу-

ченным в точках t
1
, t

2
, …, t

i
.

Использование рекуррентных формул (4.22)–(4.27) для вычисления 

оценок , ,  особенно удобно в тех случаях, когда име-

ются начальные значения этих величин и целью эксперимента являет-

ся их уточнение с помощью дополнительных измерений. Сказанное не 

отменяет возможность применения формул (4.22)–(4.27) для обработки 

результатов уже проведенного эксперимента.

Хотя использование рекуррентных формул дает возможность не-

сколько упростить обработку результатов эксперимента, тем не менее 

процедуры в общем случае остаются достаточно громоздкими и, самое 

главное, не устраняется необходимость хранения в памяти ЭВМ ма-

триц F
n
,  и вектора измерений z

n. 
Вычисление оценок по формулам 

(4.22)–(4.27) превращается в тривиальную задачу, если z(t) есть КМ-

процесс и измерения проводятся в точках планов  или .

Из выражений (4.21) и (4.23) видно, что для вычисления величин 

α
i+1

, ,  и вектора  необходимо предварительно вычислить 

вектор , что при больших размерностях матрицы  и век-

тора k
i+1

 требует значительного времени и объема памяти ЭВМ. Для из-

мерений КМ-процесса в точках плана  матрица  имеет трехдиаго-

нальную структуру и вектор u
i+1

 принимает вид (см. П3 в приложении 3):

 , (4.28)

где γ
i
 = k

i,i+1 
/ k

ii
;   k

i,i+1
 = k

z
(t

i
, t

i+1
);    k

ii
 = k

z
(t

i
, t

i
).

Из (4.28) следует, что вектор u
i+1

 имеет единственный ненулевой эле-

мент γ
i
 в позиции i. С учетом этого факта, выражения для вычисления α

i+1
, 

,  и  сильно упрощаются и принимают тривиальный вид:

 . (4.29)

Соответственно, упрощается вычисление векторов и матриц q
i
(t), , D

i
. 

При этом величина α
i+1

 зависит только от значений дисперсии процесса 
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Z(t) в точках t
i
 и t

i+1
 и величины коэффициента ковариации k

i,i+1
 между 

измерениями Z(t) в этих точках.

В случае измерений в точках равномерного плана  коэффициенты 

γ
i
 = γ = const и формулы вычисления величин α

i+1
, ,  и  бу-

дут аналогичны (4.29) с заменой γ
i
 на γ.

Таким образом, рекуррентная обработка результатов измерений КМ-

процессов в точках планов  и  дает возможность избавится от необ-

ходимости хранения в памяти ЭВМ, возрастающих в процессе итераций, 

матриц F
i
,  и векторов z

i
, k

zy
(ε

i
, t) . Исключение составляет 

матрица D
i
. Но матрица D

i
, во-первых, имеет постоянные и небольшие 

размеры (m×m) и, во-вторых, элементы этой матрицы представляют со-

бой дисперсии и ковариации оценок  параметров В, т.е. несут важную 

информацию о статистической точности получаемой модели. В рекур-

рентных формулах остаются только векторы , f
i
,  и рабочий вектор 

q
i
(t). Все остальные векторы вырождаются в скалярные величины.

В случае измерений КМ-процесса в точках плана общего вида ε
n
, 

формулы вычисления вектора  и величин α
i+1

, ,  будут не-

сколько сложнее, чем формулы (4.29), соответствующие измерениям 

КМ-процесса в точках планов  и . Эти результаты приводятся в главе 7.

4.5. Примеры ковариационных матриц КМ-процессов 
и их обращение

Ниже приведены примеры применения полученных результатов 

к четырем КМ-процессам, часто используемым для аппроксимации 

реальных физических процессов. При нулевом среднем они являются 

также марковскими в широком смысле, а при нормальном законе рас-

пределения значений процесса также и марковскими с обычном смыс-

ле. Для всех примеров ковариационные матрицы K
i
 соответствуют (4.17), 

что подтверждает справедливость теоремы 4.2. Выражения для вычисле-

ния величин α
i
,  и , необходимых для нахождения 

элементов обратной матрицы  и построения рекуррентных процедур, 

получаются очень простыми.

Пример 4.1. Рассмотрим винеровский процесс W(t) с ковариацион-

ной функцией k(s,t) = σ2min(s,t) (s, t > 0), где σ2 – интенсивность вине-

ровского процесса (см., например, [4, 22, 34]).
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Ковариационная матрица измерений винеровского процесса в точ-

ках плана  имеет вид

 ,  (4.30)

где k
ii
 = σ2t

i
.

Матрица (4.30) представляет собой частный случай матрицы (4.17) 

при γ
1
 = γ

2
 = … = γ

n–1
 = 1. Следовательно, матрицу  можно найти с по-

мощью выражений (4.11) и (4.18):

 , (4.31)

где α
i
 = t

i
 – t

i–1
 при  и α

1
 = t

1
 (t

0
 = 0).
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В случае равномерного плана  с t
1
 = Δ, ..., t

n
 = nΔ матрица K

n
 при-

нимает вид

 , (4.32)

где Δ = (t
i+1

 – t
i
) – интервал между соседними точками измерений. При 

этом выражение для обратной матрицы еще более упрощается и прини-

мает вид

 , (4.33)

При этом в (4.29) γ
i
 = 1 при всех  и α

i+1
 = σ2(t

i+1
 – t

i
). В слу-

чае плана  величина α
i+1

 = α = σ2Δ = const.

Пример 4.2. Рассмотрим стационарный случайный процесс с кова-

риационной функцией

, 

где σ2 – дисперсия процесса; b – параметр, определяющий степень за-

тухания экспоненты.
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Из (4.16) получаем γ
i
 = exp(–b(t

i+1
 – t

i
) (t

i+1
 > t

i
). Тогда для плана  ко-

вариационная матрица измерений будет иметь вид

 ,  (4.34)

где  (j  i); Γ
ji
 = Γ

ij
;   .

Из (4.34) видно, что ковариационная матрица измерений рас-

сматриваемого процесса является частным случаем (4.17) при 

k
11

 = k
22

 = ... = k
nn

 = σ2. При этом матрица  полностью опреде-

ляется выражениями (4.11) и (4.18) при   и  

, α
1
 = μ

1
 = σ2.

Особенно простые выражения для K
n
 и  получаются при измере-

ниях в точках равномерного плана . При этом

. 

Матрица K
n
 принимает вид:

 . (4.35)

Для матрицы (4.35): α
i
 = α = σ2(1 – γ2) ; μ

i
 = μ = σ2(1 – γ4) 

; μ
1
 = α

1
 = σ2.
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Отсюда 

 . (4.36)

Отметим, что элементы матрицы (4.36) зависят от единственного па-

раметра γ.

Пример 4.3. Рассмотрим нестационарный процесс с ковариацион-

ной функцией

, 

где τ = s – t; t′ = min(s,t); σ2 – дисперсия процесса в установившемся ре-

жиме (при t → ).

Из (4.16) имеем γ
i
 = exp(–b(t

i+1
 – t

i
)), которое совпадает со значением 

γ
i
 для примера 2. Матрица K

n
 для рассматриваемого процесса имеет об-

щий вид (4.17), где  определены выше и

 . 

Соответственно,  имеет общий вид (4.11), где

   .

Здесь можно отметить, что матрицу (4.17) можно представить в виде 

адамарова произведения матриц (4.30) и (4.34). т.е. ij-й элемент матрицы 

(4.17) равен

 ,   .
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В данном случае, как и для примера 2, простые выражения могут 

быть получены для равномерных планов  с t
1
 = Δ, ..., t

n
 = nΔ. При этом 

γ
i
 = exp(–bΔ) = const = γ при всех  и матрица K

n
 принимает вид

 , (4.37)

где k
ii
  определены ранее. Для (4.37) α

i
 = α = σ2(1 – γ2) 

и μ
i
 = μ = σ2(1 – γ4) при всех .

Обратная к (4.37) матрица  имеет вид

 . (4.38)

Несмотря на то, что рассматриваемый процесс – нестационарный, 

матрица, обратная ковариационной матрице измерений процесса в точ-

ках равномерного плана , как и для примера 4.2, зависит только от од-

ного параметра γ. 

Пример 4.4. В качестве последнего примера рассмотрим дискретный 

нестационарный случайный процесс с ковариационной функцией 

;  t″ = max(t
i
, t

j
); t″ = min(t

i
, t

j
), 

которым часто описывают процесс чистого рождения при исследовании 

законов размножения популяций, рассмотренный в [167]. Здесь k
0
 – раз-

мер популяции в момент времени t
0
; b – константа асимптотического ко-

эффициента рождения.
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Матрица K
n
 для процесса чистого рождения имеет общий вид (4.17), 

где γ
i
 = exp(b(t

i+1
 – t

i
)); . Соответ-

ственно, обратная матрица имеет вид (4.11), где

 , (4.39)

где ; γ
0
 = exp(t

1
 – t

0
); α

1
 = k

11
 = k

0
γ

0
(γ

0
 – 1); μ

1
 = k

22
 = k

0
γ

0
γ

1
(γ

0
γ

1
 – 1).

Для измерений в точках равномерного плана  имеем:

γ
i
 = exp(bΔ) = γ; k

ii
 = k

0
γ

0
γi–1(γ

0
γi–1 – 1); 

α
i
 = k

0
γ

0
γi–1(γ – 1); μ

i
 = k

0
γ

0
γi(γ2 – 1); ,

где α
1
 = k

11
 = k

0
γ

0
(γ

0
 – 1); μ

1
 = k

0
γ

0
γ(γ

0
γ – 1).

При этом внешний вид K
n
 для процесса чистого рождения полно-

стью совпадает с видом матрицы (4.37) при условии, что k
ii
 и γ находятся 

из (4.40). Матрицу  для процесса чистого рождения можно получить, 

подставив значения α
i
 и μ

i
 из (4.40) в (4.11):

  . (4.41)

Элементы матрицы (4.41), полученной для равномерного плана из-

мерений  также зависят только от одного параметра γ.

Несколько более сложные выражения для матрицы  получаются 

при измерениях случайного процесса с ковариационной функцией

,

где τ = s + t и t′ = min(s,t). Тем не менее, матрица  получается ленточ-

ной, соответстсвующей (4.11), и для равномерного плана  зависящей 

только от одного параметра γ.

Все рассмотренные примеры случайных процессов являются КМ-

процессами и подтверждают полученные выше результаты.
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Интересным здесь является то, что в случае измерений КМ-процесса 

в точках равномерного плана  матрица  зависит только от параме-

тра γ
i
 = γ = (k

i+1,i+1 
/ k

ii
)1/2ρ

i,i+1
, представляющего коэффициент корреля-

ции между измерениями в соседних точках, приведенный к величинам 

дисперсий в этих точках. При этом для вычисления оценок (4.3)–(4.6) 

достаточно знания величины γ (т.е. знания всех элементов ковариацион-

ной матрицы K
n
 не требуется).

Связь с известными результатами и выводы по главе

В настоящее время известно значительное количество работ, в ко-

торых рассматриваются вопросы оптимального оценивания, в частно-

сти задачи фильтрации и параметрической идентификации марковских 

процессов по данным наблюдений его реализации(й) (см., например, 

[4–6, 19–20, 33-40. 70, 72-5, 160–162, 165, 170, 174, 184–186]).

Анализ этих работ показывает, что в них оцениваемый процесс 

рассматривается: 1) как процесс, порожденный белым шумом, про-

шедшим известные преобразования (например, процесс на выходе 

фильтра Калмана), или 

2) как марковский процесс, заданный классическим способом (см. 

раздел 2.1), или 

3) как процесс, удовлетворяющий условию Колмогорова-Смолухов-

ского-Чепмена. Так же надо отметить, что основные результаты получе-

ны в рекуррентной форме для измерений, упорядоченных в порядке воз-

растания координат точек измерений.

Отличие результатов, полученных в настоящей и последующих гла-

вах, от других результатов в этой области заключается в следующем: 

а) В работе рассматриваются не марковские процессы в обычном 

понимании, а особый класс марковских процессов – КМ-процессы, 

в которых условие марковости накладывается на вид ковариационной 

функции процесса (см. раздел 2.2). Это дает возможность исследовать 

процессы с произвольным средним, основываясь только на свойствах 

ковариационной функции процесса.

б) Наблюдаемый КМ-процесс задается в виде модели сигнал плюс 

шум, в которой ковариационная функция наблюдаемого процесса и вза-

имная ковариационная функция наблюдаемого процесса и сигнала счи-

таются известными. Модель полезного сигнала в свою очередь пред-

ставляется в виде суммы среднего, заданного моделью с неизвестными 

параметрами и процесса с нулевым средним. Таким образом, получен-

ные результаты удобно использовать в задачах фильтрации с одновре-

менной параметрической идентификацией среднего. При этом источник 
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происхождения наблюдаемого процесса (его связь с порождающим бе-

лым шумом) может быть нам неизвестен.

в) Найденный в работе общий вид ковариационной матрицы из-

мерений КМ-процесса и формулы ее обращения позволяют построить 

эффективные алгоритмы оценивания в случае одновременной (нерекур-

рентной) обработки вектора наблюдений.

г) Полученные результаты позволяют строить алгоритмы обработки 

наблюдений, неупорядоченных в порядке возрастания (убывания) коор-

динат точек измерений. Такие измерения могут иметь место, когда неза-

висимой переменной случайного процесса является не время, а напри-

мер, пространственная координата. Кроме этого, это весьма важно для 

задач планирования эксперимента [88, 94, 95, 97–103, 111–116, 138–142, 

145, 147–149, 167, 180, 182, 187, 220 и др.].

Сформулируем теперь основные выводы по главе.

1. Найдено одно из представлений квадратных матриц, обращение 

которых приводит к трехдиагональным матрицам. Такие матрицы пол-

ностью определяются элементами трех центральных диагоналей (глав-

ной и параллельной ей диагоналей сверху и снизу). Получены простые 

формулы рекуррентного обращения и вычисления определителя таких 

матриц. Показано, что если переставить (переупорядочить) часть строк 

и (или) столбцов матрицы, принадлежащей данному классу, то обрат-

ная к ней матрица будет разреженной с числом ненулевых элементов, не 

превышающим 3n – 2, где n – порядок матрицы.

2. Найден общий вид ковариационной матрицы измерений КМ-

процесса для измерений, упорядоченных в порядке возрастания их ко-

ординат. Показано, что ковариационная матрица упорядоченных изме-

рений КМ-процесса представляет собой подмножество положительно 

определенных матриц вышеупомянутого класса квадратных матриц 

(см. п. 1). Это означает, что матрица, обратная ковариационной матрице 

упорядоченных измерений КМ-процесса является симметричной трехди-

агональной матрицей. Соответственно, в общем случае (т.е. для неупоря-

доченных измерений), матрица, обратная ковариационной матрице изме-

рений КМ-процесса будет иметь не более 3n – 2 ненулевых элемента.

3. Полученные результаты позволяют упростить решение многих 

задач статистики КМ-процессов. В частности, резко упрощается ре-

шение задач оценивания КМ-процессов с помощью оценок ОМНК, 

в которых в качестве весовой используется матрица, обратная ковари-

ационной матрице измерений. В главе это показано на примере зада-

чи линейной оптимальной фильтрации случайного процесса с одно-

временной параметрической идентификацией его математического 
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ожидания. Но полученные результаты применимы и при идентифика-

ции нелинейных моделей.

4. Особенно простыми и эффективными для КМ-процессов полу-

чаются рекуррентные алгоритмы ОМНК для упорядоченных измерений. 

Это позволяет использовать их в системах, работающих в режиме реаль-

ного времени, так как на выходе этих систем измерения упорядочены 

естественным образом.

5. Ковариационная матрица измерений КМ-процесса полностью 

определяется небольшим (2n – 1) числом ее элементов или, точнее, за-

висит только от n дисперсий процесса в точках измерений и (n – 1) ко-

эффициентов ковариаций между соседними измерениями (соседними 

в упорядоченной последовательности !!!). Поэтому для эффективного ре-

шения задач статистики КМ-процессов достаточно априорного знания 

только этих элементов ковариационной матрицы.

Таким образом, задаваясь классом исследуемых процессов, т.е. 

априорной информацией качественного характера, можно уменьшить 

количество необходимой количественной информации для эффек-

тивного решения задачи.

6. Справедливость полученных результатов показана на примерах 

широко известных стационарных и нестационарных КМ-процессов. 

Получены аналитические выражения с помощью которых можно лег-

ко найти элементы обратных ковариационных матриц измерений таких 

процессов в точках упорядоченных и неупорядоченных планов.

Интересным здесь является тот факт, что в случае измерений КМ-

процесса в точках равномерного плана элементы матрицы, обратной 

ковариационной, зависят от единственного параметра – коэффициента 

корреляции между измерениями в соседних точках, приведенного к ве-

личинам дисперсий в этих точках. При этом для нахождения оптималь-

ных ОМНК-оценок достаточно знания значения этого параметра.
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5. КОВАРИАЦИОННЫЕ МАТРИЦЫ ИЗМЕРЕНИЙ 
МНОГОСВЯЗНЫХ КОВАРИАЦИОННО МАРКОВСКИХ 

ПРОЦЕССОВ (КМ-ПРОЦЕССОВ)

В предыдущей главе был найден класс процессов, для которых ма-

трица, обратная ковариационной матрице измерений процесса имела 

трехдиагональный или разреженный вид с числом ненулевых элемен-

тов не превышающим 3n – 2, где n – число измерений. Было показано, 

что таким классом процессов являются простые (односвязные) КМ-

процессы. Для КМ-процессов достаточно просто решаются многие за-

дачи статистики случайных процессов, рассматриваемые в рамках кор-

реляционной теории.

В этой главе рассматривается более общая задача поиска класса(ов) 

процессов, для которых матрица C
n
, обратная ковариационной, являет-

ся ленточной с полушириной ленты m или разреженной с числом нену-

левых элементов не превышающим ω = (2m + 1)n – m(m + 1) (см. при-

ложение 1). Величина m может изменяться в пределах от 0 до n – 1. 

При m = 0 матрица C
n
 принимает диагональный вид, а при m = n – 1 

становится матрицей общего вида, т.е. полностью заполненной. Оче-

видно, что для таких процессов при m << n, используя свойства лен-

точных или разреженных матриц, можно построить эффективные 

(экономичные с вычислительной точки зрения) алгоритмы решения 

многих задач статистики случайных процессов. (Здесь имеются ввиду 

такие задачи, в которых вероятностные свойства процесса полностью 

определяются заданием ковариационной функции процесса, а для 

дискретных задач – ковариационной матрицы значений процесса 

в точках измерений.)

Показывается, что таким классом процессов являются m-связные 

КМ-процессы (см. главу 2). Для m-связных КМ-процессов, матрица C
n
 

является ленточной с полушириной ленты m для измерений, упорядочен-

ных в порядке возрастания координат точек измерений или разреженной 

с числом ненулевых элементов ω для неупорядоченных наблюдений.

Рассматриваются вопросы дискретной аппроксимации немарков-

ских процессов m-связными КМ-процессами. При этом под дискретной 

КМ-аппроксимацией понимается определенным образом выполненная 

замена ковариационной матрицы измерений наблюдаемого процесса 

ковариационной матрицей измерений m-связного КМ-процесса с задан-

ной величиной связности m. Показывается, что во многих практически 
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важных случаях, такая замена уже при малых величинах связности m ап-

проксимирующего КМ-процесса мало влияет на точность получаемых 

результатов. В то же время при m << n она позволяет существенно упро-

стить алгоритмы обработки наблюдений.

Возможность применения полученных результатов для реше-

ния практических задач показывается на примере задачи линейной 

оптимальной фильтрации случайного процесса с одновременной 

параметрической идентификацией его математического ожидания 

(см. главу 4). Для такой задачи наилучшие линейные несмещен-

ные оценки (НЛНО) фильтруемого процесса совпадают с ОМНК-

оценками, в которых в качестве весовой матрицы W
n
 используется 

матрица C
n
, обратная ковариационной матрице измерений наблю-

даемого процесса. Выводятся формулы рекуррентного ОМНК для 

решения такой задачи. Показывается, что при этом, операции с ма-

трицей W
n
 = C

n 
размера

 
n×n заменяются на операции с подматрицей 

m×m этой матрицы.

Выводятся условия, которым должна удовлетворять положительно 

определенная функция двух аргументов, чтобы она могла быть ковариа-

ционной функцией КМ-процесса связностей 2 или 3.

Доказательства теорем приведены в приложении 3. Часть резуль-

татов в области матричного анализа, полученных в ходе решения 

основной задачи и имеющих самостоятельное значение, вынесена 

в приложение 5.

5.1. Некоторые предварительные результаты

Результаты теоремы 4.1 можно обобщить на ленточные матрицы 

с 1  m  n –1, где n – размерность обращаемой матрицы; m – полушири-

на ленты обратной ленточной матрицы.

Обозначим через A
m
 класс квадратных матриц A

n
, для которых обрат-

ная матрица имеет ленточный вид с полушириной ленты равной m, т.е. 

.

Далее матрицы A
n
, принадлежащие классу A

m
, будем обозначать че-

рез , а обратные к ним ленточные матрицы с полушириной ленты m – 

через  или .
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Для формулирования основной теоремы данного раздела необходи-

мы будут еще ряд новых обозначений. Разобьем квадратную матрицу A
i
 

(i – порядок матрицы) на подматрицы следующим образом:

  (5.1)

где   (5.2)

– подматрица размером i×m, представляющая собой правые m – 

столбцов матрицы A
i
;  – m-мерные вектор-строки, 

составляющие подматрицу ; 

    (5.3)

– подматрица размером m×i, представляющая собой нижние m-строк 

матрицы A
i
;  – m-мерные вектор-столбцы, состав-

ляющие подматрицу ; A
i–m

 – левая верхняя подматрица (раз-

мером (i – m)×(i – m)) матрицы A
i
; A

m
[i] – правая нижняя подматрица 

(размером (m×m)) матрицы A
i
.
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Примечания. 
1. Обозначение [i] указывает на то, что индекс i изменяется от i – 

m + 1 до i. Если i < m, то индекс i изменяется от 1 до i.

2. При i  m подматрица A
i–m

 = [0], а подматрицы A
im

, A
mi

 и A
m
[i] со-

впадают друг с другом и определяются следующим образом:

;

.

Введем в рассмотрение трапецеидальные вещественные матрицы 


n–1,m

 и 
m,n–1

 (см. ниже формулы (5.4) и (5.5)). 

Из (5.4) и (5.5) видно, что вектор-строки  и вектор-столбцы Λ
mi

 

при m  i  n – 1 имеют постоянную длину, равную m, и определяются 

выражениями:

 . (5.6а)

При i < m векторы  и Λ
mi

 имеют переменную длину, равную i 

(m  i  n – 1) и могут быть представлены в виде формул:

 ;   ;   ...;   , 

     (5.6б)
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    (5.4)

и

     . (5.5)

Примечание. Матрицы 
n–1,m

 и 
m,n–1

 имеют по m(n – (m + 1)/2) эле-

мента и могут быть представлены также в виде одномерных векторов

  и  

длиною w = m(n – (m + 1)/2). Это удобно при программной реализации 

получаемых методов.

С учетом введенных обозначений можно сформулировать теорему.
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Теорема 5.1. Пусть квадратная матрица A
n
 порядка n сформирована 

следующим образом:

   , (5.7)

где  – произвольные вещественные числа; , Λ
mi

  – 

вещественные векторы, определенные в (5.6).

Тогда, если det A
n
  0, то верны следующие утверждения:

1. Матрица , обратная к A
n
, имеет ленточный вид с полушириной 

ленты m 1  m  n – 1:

    , (5.8)

т.е. . При этом  . (В (5.8) через c
ij
  обозна-

чены элементы матрицы ). Из (5.8) видно, что элементы  

удовлетворяют условию: c
ij
 = 0 при .
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2. Ненулевые элементы , лежащие внутри ленты с полушириной 

m можно найти следующим образом:

а) вычисление вспомогательных величин :

 ,    , (5.9)

где .

б) вычисление диагональных элементов :

 , (5.10а)

где w = m – 1 при i  n – m и w = n – i – 1 при i > n – m.

в) вычисление внедиагональных элементов верхней  

и нижней  полулент :

 ; (5.10б)

 , (5.10в)

где w определяется точно также, как и w в (5.10а).

Во всех приведенных формулах, если вычисленное значение верх-

него предела становиться меньше нижнего, то суммирование не должно 

производиться, т.е. при j,k > w и j,k > m второй член в правой части фор-

мул (5.10) тождественно равен 0.

3. Определитель любой угловой подматрицы  , вклю-

чая и определитель полной матрицы , можно вычислить с помощью 

выражения:

 , . (5.11)

Доказательство теоремы 5.1 приведено в приложении 3.



120 У.Н. Бримкулов                     Ковариационная матрица измерений в задачах  

5. Ковариационные матрицы измерений

Замечание 5.1. Используя обозначения (5.2)–(5.6) матрицу  можно 

записать в более удобной форме.

. (5.12)

Можно видеть, что матрица (5.12) подобна матрице (4.13) с заменой 

скалярных величин a
ij
  и  в (4.13) на векто-

ры ,  и  

в (5.12), соответственно.

Замечание 5.2. Представляя квадратичную форму (5.9) в виде сумм, 

получаем 

 , (5.13)

где w = 1 при i > m и w = m – i + 2 при i  m.

Примечание. В (5.12) при записи векторов  и Λ
mi

 опущен индекс m.

Замечание 5.3. Формулы (5.9) и (5.10) показывают, что для обраще-

ния матриц вида  достаточно знания ее элементов, лежащих внутри 

ленты с шириной 2m + 1. Остальные элементы  взаимно уничтожают-

ся при обращении. Другими словами, матрица  полностью определя-

ется ее элементами, лежащими внутри ленты шириной 2m + 1.

При этом, внедиагональные элементы матрицы  можно вычис-

лить с помощью выражений

     . (5.14)

Замечание 5.4. Формулы (5.9) и (5.10), связывающие элементы пря-

мой  и обратной  матриц, как и в случае m = 1 (см. главу 4), дают 

возможность найти процедуры обращения ленточных матриц  с по-

лушириной ленты i  m  n – 1, требующие минимального числа опера-

ций и требуемой памяти ЭВМ. При этом, элементы матрицы  должны 
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быть таковы, что величины  (см. (5.9) или (5.13)) будут от-

личны от нуля.

Замечание 5.5. Как видно из (5.7) и (5.12), матрица  зависит от 

 произвольно выбираемых величин , 

, или, другими словами, имеет w* независимых элементов. 

Остальные элементы  линейно связаны с ними.

Если m = n – 1, то число независимых величин, от которых зависят 

элементы матрицы  становится равным n2, т.е. мы приходим к матрице 

общего вида . При этом, естественно, обратная матрица 

будет полностью заполненной, т.е. может иметь n2 ненулевых элементов. 

Сказанное верно и при m  n – 1, т.е.  (i = 1, 2, ...).

Если m = 1, то величина w* = 3n – 2. При этом  и обратная 

матрица  будет трехдиагональной. При m = 0 матрица  

и обратная к ней матрица  будет диагональной.

Замечание 5.6. Матрицы вида  можно хранить в памяти ЭВМ 

в компактной форме. При этом достаточно ввести в память ЭВМ векто-

ры ,  и  (матрицы 
n–1,m

, 
m,n–1

), занимающие w*  n2 

ячеек памяти. С помощью векторов a
ii
,  и  при необходимости мож-

но легко вычислить любой элемент матрицы . При этом, если m << n, 

то выигрыш в объеме требуемой памяти ЭВМ может быть значительным.

На матрицы вида  можно также обобщить результаты след-

ствия 4.1, которое при этом будет выглядеть следующим образом.

Следствие 5.1. При любой перестановке строк и столбцов матри-

цы , обратная к ней матрица  будет иметь не более w* ненулевых 

элемента. Положения этих элементов можно определить, зная какие 

строки и столбцы были переставлены в исходной матрице , а их 

значения найти из формул (5.9) и (5.10) при соответствующих значе-

ниях индексов.

Способ формирования матрицы  и следствие 5.1 позволя-

ют высказать более сильное, чем в замечании 5.3, утверждение, 

а именно: элементы матриц  (независимо от того с упорядочен-

ной  или неупорядоченной  матрицами мы имеем дело) зависят 

только от n диагональных и произвольных 2mn – m(m + 1) внедиа-

гональных элементов.
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5.2. Приведение квадратной матрицы общего вида 
к матрице вида . Алгоритм обращения матриц вида 

На практике часто может иметь место случай, когда матрица A
n
, при-

водимая к виду  или , задана в общем виде. Это означает, что ве-

личины γ
ij
 и λ

ij
 (векторы  и , определяющие 

внедиагональные элементы  или , в явном виде неизвестны.

В этом случае, чтобы иметь возможность использовать результаты 

теоремы 5.1 и замечаний к ней для решения практических задач, необхо-

димо найти соотношения, с помощью которых можно выразить векторы 

 или  через элементы  (или, что 

то же самое, через векторы a
[j],i

,   матрицы A
n
). Рассмотрим для 

простоты случай приведения квадратной матрицы A
n
, зависящей только от 

n диагональных и 2mn – m(m + 1) внедиагональных элементов, к виду .

На рис. 5.1 изображены фрагменты матриц  и A
n
, которые показы-

вают как связаны между собой вектора Γ
im

, Λ
im

, a
[j],i

,  и диагональная 

подматрица A
m
[i – 1].

Сравнивая рис. 5.1б и 5.1в, получаем, что 

 ,   . (5.15)

При этом формула (5.9) принимает вид:

    , (5.16)

где α
1
 = a

11
.

Вычислив Γ
im

 или  и  по формулам (5.15) 

и (5.16) можно определить все остальные ненулевые элементы матрицы 

 по формулам (5.10а)–(5.10в).

Из рис. 5.1 видно, что для приведения матрицы A
n
 к виду  доста-

точно задать элементы A
n
, лежащие в пределах ленты с полушириной m. 

Остальные элементы A
n
 определяются элементами, лежащими в преде-

лах ленты. Это означает также, что не любую квадратную матрицу A
n
 

можно привести к виду , а только такую, строки и столбцы которой 

удовлетворяют соотношению (П3.4).

В общем случае, векторы Γ
im

 и Λ
im

 можно определить через любые 

векторы a
[j],i 

(i > j) и .
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а

б

в

Рис. 5.1. Фрагменты матриц  (рис. (а) и (б) и A
n
 (рис. (в))

Примечание. На рисунке (в): 

; .

На основе процедуры рекуррентного обращения матриц методом 

окаймления [80] и с учетом соотншений (5.15) и (5.16) можно полу-

чить простой рекуррентный алгоритм обращения матриц, приводи-

мых к виду .
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Пусть  – элементы обратной матрицы  = . Введем 

следующие обозначения фрагментов матрицы  (см. рис. 5.2).

Рис. 5.2. Фрагментирование матрицы 

С учетом введеных здесь и ранее обозначений, алгоритм рекуррент-

ного обращения матрицы A
n
, приводимой к виду , будет выглядеть 

следующим образом.

1-й шаг процедуры

0) Вычисление .

i-й шаг процедуры 

1) Вычисление векторов Λ
i–1

 и :

;   .

2) Вычисление вспомогательной величины α
i
:

.

3) Коррекция элементов подматрицы C
m
[i – 1]:

.

4) Вычисление векторов  и элемента c
ii
:

;   ;   .

Замечание 5.7. При программной реализации этого алгоритма с за-

писью элементов обратной матрицы на место соответствующих эле-

ментов исходной матрицы нужны три рабочих массива: массив длиной 
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m2 для хранения подматрицы A
m
[i] и два массива длиной m для хранения 

векторов  и Λ
im

. При m << n это не сильно увеличивает требуемый 

объем памяти. Например, при n = 100 и m = 10 длина рабочих массивов 

будет равна 120. При использовании стандартной подпрограммы MINV 

[85] длина рабочих массивов будет равна 200.

Замечание 5.8. Если обращается матрица уже представленная в виде 

, то п. 1 исключается из процедуры. При этом рабочих массивов для 

обращения матрицы не требуется.

Замечание 5.9. В памяти компьютера достаточно хранить только 

ленту шириной 2m + 1, параллельную главной диагонали матрицы A
n
 

или векторы ,  и Λ
i
 , если матрица A

n
 за-

дана в виде .

5.3. Ковариационная функция и ковариационная матрица 
измерений m-связного КМ-процесса

Пусть Z(t) есть m-связный КМ-процесс. Это означает, что ковариа-

ционная функция k(s,t) процесса Z(t) удовлетворяет условию

 , (5.17)

где t
i
 < t

j–m
 < t

j–m+1
 < ... < t

j–1
 < t

j
.

В (5.17) использованы следующие обозначения:

 – m-мерный вектор значений k(s,t) в точках 

t
i–m+1

, ..., t
i
 и точке t

l
;

K
m
[i] – (m×m) ковариационная матрица вектора значений Z(t) в точ-

ках t
i–m+1

, ..., t
i
, т.е. K

m
[i] = 

При m = 2 (двусвязный КМ-процесс) условие (5.17) можно перепи-

сать в более наглядной форме. Обозначим t
i
 через s, t

j–2
 через τ, t

j–1
 через φ 

и t
j
 через t. Тогда условие (5.17) для двусвязного КМ-процесса примет вид

  (5.18)

где s < τ < φ < t.

Из теоремы 2.3 следует, что условие (5.18) является не только необ-

ходимым, но и достаточным, т.е. положительно определенная функция 

k(s,t) является ковариационной функцией двумерного КМ-процесса тог-

да и только тогда, когда она удовлетворяет условию (5.18).
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Замечание 5.10. Пусть функция k
1
(s,t) есть ковариационная функция 

простого (односвязного) КМ-процесса, т.е. 

 . (5.19)

Можно показать, что функция k
1
(s,t) удовлетворяет также условию 

(5.18) и, вообще, всем условиям на ковариационные функции КМ-

процессов связностей m  1. Другими словами, можно считать, что КМ-

процесс связности 1 является одновременно КМ-процессом связно-

стей 2, 3 и т.д., а КМ-процесс связности 2 является также КМ-процессом 

связностей 3, 4, .... Эту аналогию можно продолжать для КМ-процессов 

более высоких связностей.

Замечание 5.11. Для ковариационной функции стационарного дву-

мерного КМ-процесса подставляя вместо k
ij
 = ρ

ij
k

ii
k

jj
, получаем

 , (5.20)

где ρ
ij
 = ρ(t

i
, t

j
); t

j
 > t

l
 > t

m
 > t

i
.

Замечание 5.12. При m > 2 представление (5.17) в виде более на-

глядных (скалярных) условий (5.18) или (5.19) становится весьма про-

блематичным. Например, расписывая (5.17) для m = 3 получаем, что 

ковариационная функция КМ-процесса связности 3 должна удовлет-

ворять условию

 , (5.21)

где k
st
 = k(s,t) и s < τ < q < r < t. В (5.21) использованы обозначения

;

;

;

.

Из (5.21) видно, что раскрытие векторно-матричного условия (5.17) 

для КМ-процессов связностей m > 2 приводит к довольно громоздким 

скалярным выражениям.

Пусть в точках n-точечного упорядоченного плана  выполнены из-

мерения m-связного КМ-процесса Z(t). Пусть K
n
 есть ковариационная 

матрица этих измерений. Для матрицы K
n
 вектор k

[i],j
 (i  j) в (5.17) можно 

интерпретировать как совокупность элементов j-го столбца от i – m + 1 
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до i при i  m или 1 от i при i < m. Таким образом, размерность вектора 

k
[i],j

 будет равна m при i  m и будет равна i при i < m. Матрицу K
m
[i], при 

этом, можно интерпретировать как диагональную подматрицу матрицы 

K
n
, находящуюся на пересении одноименных строк и столбцов с номера-

ми от i – m + 1 до i при i  m или 1 от i при i < m. Таким образом, размеры 

подматрицы K
m
[i] будут равны m×m при i  m и i×i при i < m.

Пусть векторы  определены следующим образом:

 ,   . (5.22)

Очевидно, что размерность вектора Γ
i
 будет равна m при i  m и i 

при i < m.

В (5.22): K
m
[i] – (m×m) – диагональная подматрица матрицы K

n
 из 

элементов, находящихся на пересечении одноименных строк и столбцов 

с номерами от i – m + 1 до i.

С учетом введеных обозначений можно сформулировать следующие 

важные теоремы.

Теорема 5.2.
1. Ковариационная матрица K

n
 измерений в точках плана  

m-связного КМ-процесса может быть представлена в виде матрицы:

, (5.23)

представляющей собой частный случай матрицы  при ;

; .

2. Ковариационная матрица  положительно определена, исклю-

чая вырожденный случай .

Теорема 5.3 (обратная). Любая положительно определенная матри-

ца вида  является ковариационной матрицей измерений в точках  

m-связного КМ-процесса.

Доказательства теорем 5.2 и 5.3 приведены в приложении 3.
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Из теорем 5.1 и 5.2 вытекают важные следствия. Пусть  есть кова-

риационная матрица измерений m-связного КМ-процесса  в точ-

ках плана .

Следствие 5.2. 

1. Матрица , обратная к , является ленточной с полушириной 

ленты равной m.

2. Элементы  определяются выражениями

 ,   ; (5.24а)

 ,   ; (5.24б)

 ; 

 c
i+k,i

 = c
i,i+k

,  , (5.24в)

где w = m – 1 при i  n – m и w = n – i – 1 при i > n – m.

Примечание. Если в (5.24б) и (5.24в) вычисленное значение верхнего 

предела становиться меньше нижнего, то суммирование не выполняет-

ся, т.е. при j,k > w и  j,k > m второй член в правой части указанных фор-

мул тождественно равен 0.

Следствие 5.3. Если матрица , обратная ковариационной матрице 

K
n 

измерений процесса Z(t) в точках  является ленточной с полушири-

ной ленты равной m, то процесс Z(t) является m-связным КМ-процессом.

Замечание 5.13. Все предыдущие результаты этой главы были полу-

чены в предположении, что измерения m-связного КМ-процесса прово-

дятся в точках упорядоченного плана . Было показано, что ковариаци-

онная матрица  таких измерений имеет регулярную (упорядоченную) 

структуру, соответствующую (5.23), а обратная к ней матрица  явля-

ется ленточной с полушириной ленты равной m. Используя результаты 

следствия 5.1, можно найти вид ковариационной матрицы измерений 

m-связного КМ-процесса в точках плана общего вида ε
n
.

Теорема 5.4.
1. Ковариационная матрица  измерений m-связного КМ-процесса 

в точках плана общего вида ε
n
 может быть получена из матрицы  пу-

тем перестановки одноименных строк и столбцов  в соответствии 

с порядком следования точек плана  в плане ε
n
.
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2. Матрица  имеет не более (2m + 1)n – m(m + 1) ненулевых 

элементов, положение которых можно определить, зная порядок следо-

вания точек плана  в плане ε
n
, а значения найти с помощью формул 

(5.24) при соответствующей модификации индексов.

3. Любая положительно определенная матрица вида  может пред-

ставлять собой ковариационную матрицу измерений m-связного КМ-

процесса в точках плана общего вида ε
n
.

Примечание. Ненулевые элементы  будут расположены в пози-

циях, находящихся на пересечении строк и столбцов с номерами, соот-

ветствующими точкам плана ε
n
, индексы которых в упорядоченной по-

следовательности  отличаются не более чем на m. 

Доказательство этой теоремы полностью повторяет доказательство 

теоремы 4.4.

5.4. Рекуррентное оценивание m-связных КМ-процессов 
по измерениям в точках упорядоченных планов

Рассмотрим возможности применения полученных результатов 

для повышения эффективности решения задач статистики случай-

ных процессов. В качестве примера рассмотрим, как и в главе 4, за-

дачу оптимальной линейной фильтрации с помощью ОМНК-оценок 

аддитивной составляющей наблюдаемого процесса с одновременной 

параметрической идентификацией его математического ожидания. 

Постановка и решение этой задачи подробно рассмотрены в первой 

главе, поэтому мы здесь не будем на этом останавливаться. В главе 4 

показано, как упрощается решение задачи фильтрации для простых 

(односвязных) КМ-процессов. Там же рассмотрены рекуррентные 

процедуры нахождения оптимальных ОМНК-оценок для рассматри-

ваемой задачи и показано, что для простых КМ-процессов рекуррент-

ное вычисление таких оценок превращается в тривиальнейшую за-

дачу. Поэтому здесь мы рассмотрим только следующий вопрос – как 

изменяются формулы рекуррентного оценивания (4.22)–(4.27), если 

исследуемый процесс является m-связным КМ-процессом и измерения 

проводятся в точках упорядоченных планов  и .

Можно заметить, что при вычислении оптимальных ОМНК-оценок 

, , , матрицы D
n
 и промежуточного вектора q

i
(t) (см. гла-

ву 4), от структуры ковариационной матрицы измерений процесса зави-

сят только вспомогательные величины α
i+1

, ,  и вектор .
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Для вычисления α
i+1

, ,  и  необходимо предварительно 

вычислить вектор  (см. П3). Для ковариационной матрицы 

измерений m-связного КМ-процесса в точках плана  вектор u
i+1

 при 

m  i  n – 1 принимает вид

, (5.25а)

где элементы вектора Γ
i
 определяются выражением (5.22), а обозначение 

[i] по всей этой главе означает, что индекс i изменяется от i – m + 1 до i.

При i < m вектор u
i+1

 имеет переменную длину, равную i и может быть 

представлен в виде:

 u
1
 = (γ

m1
); u

2
 = (γ

m–1,2
, γ

m2
)T ; ...; u

m–1
 = (γ

2,m–1
, ...,  γ

m, m–1
)T, (5.26б)

т.е. совпадает с вектором .

Из (5.25) следует, что для m-связных КМ-процессов вектор u
i+1

 имеет 

в общем случае не более m ненулевых элементов.

Введем также следующие обозначения:

  (5.26)

– m-мерный вектор, представляющий собой последние m элементов 

вектора z
i
;

  (5.27)

– m-мерный вектор, представляющий собой последние m элементов 

вектора k
zy

(ε
i
,t);

  (5.28)

– подматрица размером p×m, представляющая собой последние m столб-

цов матрицыF
i
; f

j,[i]
 = (f

j,i–m+1
, f

j,i–m+2
, ..., f

ji
)T.
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При i < m векторы z
[i]

 и k
zy

(ε
[i]

,t) имеют переменную длину, равную i, т.е.

 z
[1]

 = (z
1
)T; z

[2]
 = (z

1
, z

2
)T;  z

[m–1]
 = (z

1
, ..., z

m–]
)T;

k
zy

(t
[1]

, t) = (k
zy

(t
1
, t))T; 

k
zy

(t
[2]

, t) = (k
zy

(t
1
, t), k

zy
(t

2
, t))T; ...; k

zy
(t

[m–1]
, t) = (k

zy
(t

1
, t), k

zy
(t

2
, t), ..., k

zy
(t

m–1
, t))T.

Соответственно, матрица F
[i]

 при i < m будет также иметь переменное 

число столбцов, равное i, с номерами столбцов от 1 до i.

С учетом (5.25)–(5.28) выражения (4.21) и (4.23) для вычисления α
i+1

, 

,  и  можно представить в виде:

 ; (5.29)

 ; (5.30а)

  (5.30б)

 . (5.30в)

В (5.30в) p-мерный вектор F
[i] 
Γ

i
 имеет вид:

 . (5.31)

В случае измерений в точках равномерного плана  коэффициенты 

 не будут зависеть от индекса i, т.е. 

Γ
i
 = (γ

1i
, γ

2i
, ..., γ

mi
) = Γ = const.
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Формулы вычисления α
i+1

, ,  и  при этом ничем не бу-

дут отличаться от (5.29) и (5.30) с заменой в них вектора Γ
i
 на Γ.

Ранее было показано, что при обработке измерений немарковских 

процессов c помощью рекуррентных процедур ОМНК независимо от 

вида плана в точках которого проводятся измерения, в памяти ЭВМ не-

обходимо постоянно хранить возрастающие в процессе итераций матри-

цы и векторы , F
i
, k

zy
(ε

i
,t), z

i
, k

i+1
 .

В случае измерений m-связных КМ-процессов в точках планов  и 

, использование формул (5.29), (5.30) позволяет заменить возрастаю-

щие в размерах матрицы , F
i
, на их подматрицы K

m
[i], F

m
[i] ,

имеющие постоянные в процессе итераций размеры m×m и p×m, соот-

ветственно, а векторы k
zy

(ε
i
,t), z

i
, k

i+1
 заменить на их подвекторы k

zy
(t

[i]
,t), 

z
[i]

, k
[i],i+1

, имеющие, независимо от номера итерации, постоянную длину, 

равную m.

Таким образом, при m << n выигрыш в числе арифметических опе-

раций и требуемом объеме памяти при оценивании с помщью ОМНК 

с учетом марковости процесса может быть значительным. При m = 1 

формулы (5.29), (5.30) полностью совпадают с формулами (4.29) для од-

носвязных КМ-процессов, а при m = n – 1 ничем не отличаются от фор-

мул общего случая.

Формулы (5.29), (5.30) позволяют упростить вычисление векторов 

q
i
(t),  и матрицы D

i
, входящих в (4.22)–(4.27). При этом величина α

i+1
 

будет зависеть только от значения дисперсии процесса Z(t) в точке t
i+1

 

и дисперсий в точках, отстоящих от t
i+1

 не более чем на m позиций назад, 

а также коэффициентов ковариаций процесса между этими точками.

5.5. Дискретная аппроксимация случайных процессов 
m-связными КМ-процессами (КМ-аппроксимация)

Результаты главы 4 и предыдущих разделов 5 главы справедливы 

для случаев, когда наблюдаемый является простым или m-связным КМ-

процессом. Но во многих случаях мы имеем дело с наблюдениями не-

марковских процессов. Ковариационные матрицы измерений таких про-

цессов K
n
 не относятся к классу матриц  и поэтому для них матрица 

, обратная к K
n
, является матрицей общего вида, т.е. все ее элементы 

могут быть ненулевыми. Это не позволяет при обработке наблюдений 

таких процессов использовать эффективные формулы вычисления оце-

нок, полученные с учетом разреженности матрицы .
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Здесь можно предложить два подхода, позволяющие использовать 

результаты настоящей работы для обработки наблюдений немарков-

ских процессов.

1) Аппроксимация ковариационной функции исследуемого процес-

са ковариационной функцией простого или m-связного КМ-процесса, 

исходя из какого-либо критерия близости этих функций. При этом воз-

никают вопросы выбора критерия близости функций двух аргументов. 

Наилучшим здесь был бы критерий, учитывающий конечную цель ап-

проксимации, т.е. точность получаемых оценок (например, близость вы-

бранного функционала от дисперсионной матрицы оценок к значению 

этого функционала для оценок оптимального ОМНК).

2) Аппроксимация ковариационной матрицы измерений наблюдае-

мого процесса ковариационной матрицей m-связного КМ-процесса.

Первый подход достаточно подробно рассмотрен в литературе, по-

этому мы здесь остановимся только на втором подходе.

При решении задач статистики ковариационных процессов на ос-

нове конечного числа дискретных измерений, вероятностные свойства 

процесса полностью определяются заданием дисперсий в точках изме-

рений и коэффициентов ковариаций между этими точками. Другими 

словами, ковариационная матрица измерений полностью характеризует 

вероятностные свойства ковариационного процесса для дискретных за-

дач. (Здесь и ниже, ковариационными называются случайные процессы, 

вероятностные свойства которых полностью определяются заданием ко-

вариационной функции процесса.)

Определение 5.1. Дискретной аппроксимацией одного ковариацион-

ного процесса другим называется замена ковариационной матрицы из-

мерений первого (аппроксимируемого) процесса ковариационной ма-

трицей измерений второго (аппроксимирующего) процесса исходя из 

каких-то критериев такой замены.

Одним из возможных критериев дискретной аппроксимации может 

быть выбор такой аппроксимирующей матрицы, с помощью которой бо-

лее просто, чем для исходной, решаются поставленные задачи.

Рассмотрим задачи оценивания случайных процессов с помо-

щью дискретных оценок ОМНК. Как уже отмечалось, свойства оценок 

ОМНК в сильной мере зависят от вида весовой матрицы, выбранной для 

построения оценок. При выборе весовой матрицы обычно исходят из 

критерия статистической точности получаемых оценок. Например, если 

оцениваемая модель линейна относительно оцениваемых параметров 

и в качестве весовой матрицы ОМНК используется матрица , обрат-

ная ковариационной матрице измерений, то оценки ОМНК совпадают 
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с наилучшими линейными несмещенными оценками (НЛНО) (в классе 

соответствующих оценок). Трудности вычисления ОМНК-оценок с ве-

совой матрицей  были проанализированы выше.

Другим критерием выбора весовой матрицы W
n
 может быть простота 

вычисления ОМНК-оценок. С этой точки зрения, очень удобными для 

использования в качестве весовой представляются ленточные весовые 

матрицы. Раньше было показано, что ленточный вид с шириной ленты 

2m + 1 имеют матрицы, обратные ковариационным матрицам измере-

ний m-связных КМ-процессов. Таким образом, если заменить ковари-

ационную матрицу измерений наблюдаемого процесса K
n 

на ковариа-

ционную матрицу измерений m-связного КМ-процесса , то весовая 

матрица оценок ОМНК с  будет ленточной. Это дает возмож-

ность при m << n существенно упростить вычисление ОМНК-оценок. 

Здесь, естественно, сразу возникает вопрос о способе (критерии) выбора 

аппроксимирующей матрицы  и об оптимальности такой аппрокси-

мации с точки зрения точности получаемых оценок.

Ниже будем называть замену матрицы K
n 

наблюдаемого случайного 

процесса на матрицу  – КМ – аппроксимацией связности m или просто 

КМ-аппроксимацией случайного процесса. При этом наблюдаемый (ап-

проксимируемый) случайный процесс может быть как немарковским, 

так и КМ-процессом более высокой связности, чем аппроксимирующий 

КМ-процесс.

Очевидно, можно предложить массу различных способов дискрет-

ной КМ-аппроксимации случайных процессов. Ниже предлагается один 

из возможных способов такой аппроксимации, который гарантирует 

(для задач, связанных с ОМНК-оцениванием), что получаемые оценки 

будут, по крайней мере, не хуже оценок взвешенного МНК, при связно-

сти аппроксимирующего КМ-процесса равного нулю, и будут совпадать 

с НЛНО, при связности аппроксимрующего КМ-процесса равного или 

большего n – 1, где n – число измерений.

Алгоритм дискретной аппроксимации состоит из двух шагов. Ниже 

он изложен с учетом симметричности K
n
.

1) Из исходной матрицы K
n
 «вырезается» полулента шириной m, 

т.е.выделяются главная диагональ и m параллельных ей диагоналей 

сверху или снизу (0  m  n – 1). С помощью элементов выделенной по-

луленты по формуле (5.22) вычисляются векторы Γ
i
 . Таким 

образом, мы находим mn – m(m + 1) /2 коэффициентов γ
ij
, где индекс i 

изменяется от 1 до n – 1, а индекс j изменяется от 1 до m при i  m и от 1 

до i при i < m.
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2) Элементы матрицы K
n
 вне ленты шириной 2m + 1 заменяются 

на новые элементы, рассчитанные с помощью соотношений (5.14) при 

 и a
[i],j

 = k
[i],j

  (i > j).

Таким образом, мы получаем матрицу , у которой элементы в пре-

делах ленты шириной 2m + 1 совпадают с соответствующими элемента-

ми исходной матрицы K
n
, а элементы вне ленты вычислены по формулам 

(5.22) и (5.14) с помощью элементов, расположенных внутри ленты.

Примечание. Во многих случаях достаточно выполнить первый шаг, 

т.к. для решения многих задач нет необходимости в знании внедиаго-

нальных элементов . Например, для обращения матрицы  доста-

точно знания векторов , найденных на первом шаге и диа-

гональных элементов . Внедиагональные элементы могут быть 

всегда вычислены при необходимости, если известны Γ
i
 и k

ii
.

При m = 0, матрица  будет диагональной с диагональными 

элементами, совпадающими с диагональными элементами матрицы K
n
. 

Так как диагональные элементы K
n
 есть дисперсии процесса в точках из-

мерений, то оценки ОМНК с  будут совпадать с оценка-

ми взвешенного МНК. При m = 1, у матриц K
n
 и  будут совпадать 

элементы трех диагоналей (главной и двух параллельных ей соседних 

диагоналей), при m = 2 – одинаковыми будут элементы пяти диагоналей 

и т.д., при m = n – 1 – матрица , т.е. при m = n – 1 матрицы  

и K
n
 полностью совпадают. Таким образом, изменяя m от 0 до n – 1 мож-

но варьировать точность аппроксимации матрицы K
n
 матрицей .

Матрицу , полученную таким образом, будем называть матрицей 

вида , сопряженной с матрицей K
n
. Напомним, что при m = 0 у K

n
 и со-

пряженной с ней матрицы  совпадают только диагональные элементы, 

а при m = n – 1 – сопряженные матрицы  и K
n
 полностью совпадают.

Согласно теореме 5.3, любая положительно определенная матри-

ца вида  является ковариационной матрицей измерений ка ко го-то 

m-связного КМ-процесса. Поэтому КМ-процесс(ы), со от вет ст вующий(е) 

сопряженной матрице  будем называть КМ-про цес сом(ами), 

сопряженным(и) с аппроксимируемым процессом. При этом аппрокси-

мацию заданного процесса сопряженным КМ-процессом со связностью 

m = 0 можно интерпретировать как дискретную замену процесса в точ-

ках измерений белым шумом с дисперсией, совпадающей с дисперсией 

исходного процесса. Значение m = 1 означает аппроксимацию процес-

са в точках измерений простым (односвязным) КМ-процессом и т.д., 
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значение m = n – 1 означает аппроксимацию исходного процесса (n – 1) – 

связным КМ-процессом, совпадающим в точках измерений с исходным 

процессом. В последнем случае, ковариационные матрицы K
n
 и , со-

ответственно, исходного и аппроксимирующего (n – 1) – связного КМ-

процесса полностью совпадают.

Как уже отмечалось, предлагаемый способ КМ-аппроксимации гаранти-

рует, что получаемые оценки не будут хуже оценок взвешенного МНК (при 

m = 0). Аналитических результатов, позволяющих оценить степень близости 

ОМНК-оценок с весовой матрицей  к НЛНО (имеющим весовую ма-

трицу ) для произвольных регрессионных и ковариационных функ-

ций и произвольной величине m < n – 1 в настоящее время не существует.

Для исследования вопросов точности ОМНК-оценок, получаемых 

с помощью КМ-аппроксимации, была проведена большая серия числен-

ных экспериментов с ковариационными функциями немарковских про-

цессов, широко используемых в практике исследований. Результаты этих 

эксперимантов излагаются в следующем разделе.

5.6. Численное исследование точности 
КМ-аппроксимации в задаче параметрической 

идентификации математического ожидания процесса

Для оценки точности КМ-аппроксимации была рассмотрена задача 

параметрической идентификации с помощью ОМНК-оценок математи-

ческого ожидания случайного процесса Y(t), описываемого моделью

 Y(t) = η(t) + ξ(t) = BTf(t) + ξ(t),   t  T, (5.32)

где η(t) – математическое ожидание; ξ(t) – центрированный шумовой 

процесс с известной ковариационной функцией k(s,t) (совпадающей 

с ковариационной функцией процесса Y(t)); B и f(t) – р-мерные векто-

ры, соответственно, оцениваемых параметров и известных линейно-не-

зависимых детерминированных функций; Т – интервал, в котором спра-

ведлива модель (5.32).

Предполагалось, что в точках упорядоченного n-точечного плана  

выполняются измерения процесса Y(t) и целью эксперимента является 

вычисление оценок параметров B по данным этих измерений. В качестве 

оценок параметров B использовались ОМНК-оценки , полученные 

с помощью весовой матрицы , где A
n
 – положительно опреде-

ленная матрица. В качестве A
n
 в численных экспериментах выбирались 

матрицы следующего вида:

1) , где K
n
 – ковариационная матрица измерений процесса Y(t) 

в точках плана ;
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2) , где  – матрица, сопряженная с K
n
 (при этом величина m со-

пряженной матрицы изменялась от 1 до 5);

3) I
n
, где I

n
 – единичная матрица порядка n.

В первом случае, оценки ОМНК совпадают с НЛНО, а в послед-

нем случае – с оценками обычного МНК. Дисперсионные матрицы 

ОМНК-оценок параметров B для рассмотренных весовых матриц 

имеют вид (см. главу 1):

1)  ; (5.33)

2) ; (5.34)

3) . (5.35)

Сравнивая матрицы ,  и  (или, при р > 1, заданные функ-

ционалы Ψ от этих матриц) для различных комбинаций функций k(s,t) 

и f(t) при различных планах  можно получить эмпирические оценки 

точности КМ-аппроксимации.

В качестве функционала Ψ были выбраны определитель матрицы 

и след матрицы. В качестве ковариационной функции процесса Y(t) рас-

сматривались стационарные функции вида:

1) k(τ) = exp(–α
1
τ) cosα

2
τ;

2) k(τ) = exp(–α
1
τ2); 

3) k(τ) = exp(–α
1
τ2) cosα

2
τ;

4) k(τ) = α
1 
exp(–α

2
τ) cosα

3
τ + α

4 
exp(–α

5
τ) cosα

6
τ.

Вид функций 1–3 для различных значений коэффициентов α
i
 при-

веден на рис. 5.3–5.5. Отметим, что функции 1 и 4 представляют собой 

ковариационные функции первых компонент двумерных марковских 

процессов (двумерный марковский процесс с ковариационной функци-

ей первой компоненты, совпадающей с функцией 1, рассмотрен в при-

мере 3.9), функции 2 и 3 являются ковариационными функциями немар-

ковских процессов, т.к. имеют бесконечное число производных.

В качестве функций f(t), на основе которых вычислялись матрицы F
n
 

в (5.33)–(5.35), были выбраны полиномы 0, 1, 2 и 3 степеней, т.е. модели 

математического ожидания Y(t) имели вид:

1) η(t) = β
1
; 

2) η(t) = β
1
 + β

2
t; 

3) η(t) = β
1
 + β

2
t + β

3
t2; 

4) η(t) = β
1
 + β

2
t + β

3
t2 + β

4
t3.
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Были также рассмотрены регрессионные функции в виде гауссов-

ских пиков, когда η(t) = β
1
exp(–θ(t –t

0
)2).

Рис. 5.3. Вид ковариационных функций k(τ) = exp(–ατ2) (непрерывные линии) 

и k(τ) = exp(–ατ) (штриховые линии) при различных значениях α

Рис. 5.4. Функция k(τ) = exp(–3τ2) cosα
2
τ при различных значениях α

2
 

(α
2
 = 10 – сплошная линия; α

2
 = 20 – штрихпунктирная и α

2
 = 50 – пунктирная линия)
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Рис. 5.5. Функция k(τ) = exp(–τ) cosα
2
τ при различных значениях α

2
 

(α
2
 = 10 – сплошная линия; α

2
 = 20 – штрихпунктирная 

и α
2
 = 40 – пунктирная линия)

Также рассматривались регрессионные функции в виде гауссовой 

кривой, когда η(t) = β
1
exp(–θ(t –t

0
)2).

В экспериментах значения параметров α
1
...α

3
 и параметр θ изменя-

лись в широких пределах, позволяющих охватить большой диапазон ре-

альных экспериментальных ситуаций.

В качестве плана  использовались 10- и 18-точечные планы с рав-

ноотстоящими и неравноотстоящими точками.

Результаты численных экспериментов вынесены в приложение 8. На 

рис. 5.6–5.9 приведены наиболее характерные зависимости   

от величины m аппроксимирующей матрицы .
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Рис. 5.6. Зависимость дисперсии D
n
 параметра β

1
 от ширины полуленты m, 

аппроксимирующей матрицы  

Примечания.
1. Значение D

n
 при m = n – 1 соответствует  – дисперсии НЛНО 

параметра β
1
, а при m = 0 соответствует  – дисперсии МНК-оценки.

2. Для наглядности кривая, соответствующая α = 20, умножена на ко-

эффициент 1,71, а кривая, соответствующая α = 50, на коэффициент 2,43.

Рис. 5.7. Зависимость Ψ[D
n
] = D

n
 от ширины полуленты m, 

аппроксимирующей матрицы 

Примечания к рис. 5.7. 
1. Значения D

n
 при m = 0 соответствуют .

2. Горизонтальная линия соответствует .

3. Кривая, соответствующая α = 10, умножена на коэффициент 

1,881, а кривая, соответствующая α = 50, на коэффициент 5,073.
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Рис. 5.8. Зависимость Ψ[D
n
] = D

n
 от ширины полуленты m, 

аппроксимирующей матрицы 

Примечания. 
1. См. примечания 1 и 2 к рис. 5.7.

2. В круглых скобках первое число соответствует α
1
, второе – α

2

Результаты численных экспериментов позволяют сделать следующие 

выводы, относительно возможности использования КМ-аппроксимации 

в задачах ОМНК-оценивания случайных процессов.

1) Если измерения слабо коррелированы в области наблюдения про-

цесса, другими словами, интервал корреляции мал по отношению к ин-

тервалу съема данных, то использование оптимальных ОМНК-оценок 

(НЛНО) дает незначительный выигрыш по сравнению с обычными 

МНК-оценками. В этом случае, целесообразно отказаться от оптималь-

ных ОМНК-оценок в пользу более простых в вычислительнои отношении 

МНК оценок, даже при известных корреляционных свойствах процесса.
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Рис. 5.9. Зависимость Ψ[D
n
] = D

n
 от ширины полуленты m, 

аппроксимирующей матрицы 

2) При сильнокоррелированных наблюдениях, особенно в случа-

ях, когда ковариационная функция содержит периодическую состав-

ляющую, использование ОМНК-оценок дает существенный выигрыш 

в точности получаемых оценок. Например, в некоторых модельных си-

туациях, величина определителя дисперсионной матрицы НЛНО была 

в десятки и сотни раз меньше величины определителя дисперсионной 

матрицы МНК-оценок (см. приложение 8). Очевидно, в таких ситуациях 

использование ОМНК-оценок с весовой матрицей  оправдано, 

несмотря на большую сложность их вычисления.
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3) Результаты численных экспериментов показывают, что во всех мо-

дельных ситуациях аппроксимация ковариационной матрицы измерений 

процесса матрицей , уже при малых величинах связности m аппроксимру-

ющего процесса, позволяет получать ОМНК-оценки, дисперсионная матри-

ца которых практически не отличается от дисперсионной матрицы НЛНО. 

В экспериментах такая величина связности не превышала 4. Особенно ин-

тересен тот факт, что для ковариационных функций 1 и 3, содержащих пе-

риодическую компоненту, величина связности m, при которой дисперсион-

ная матрица ОМНК-оценок становилась мало отличимой от дисперсионной 

матрицы НЛНО, равнялась 2, независимо от вида модели математического 

ожидания процесса и плана эксперимента. Очевидно, это связано с тем, что 

эти функции определяются двумя параметрами и при связности аппрокси-

мирующего КМ-процесса равного 2, вся информация о ковариационных 

свойствах измерений может быть получена по элементам ковариационной 

матрицы измерений, входящих в полуленту шириной m.

4) Суммируя вышесказанное, можно сказать, что в случае сильнокор-

релированных измерений использование оптимального ОМНК дает боль-

шой выигрыш в точности получаемых оценок. При этом, для упрощения 

вычисления таких оценок можно рекомендовать дискретную аппроксима-

цию наблюдаемого процесса КМ-процессом небольшой связности. Как 

показывают результаты численных экспериментов, по крайней мере для 

полиномиальных регрессионных функций и ковариационных функций 

вида 1-4, КМ-аппроксимация позволяет достичь хорошего компромисса 

между точностью получаемых оценок и сложностью их вычисления.

Выводы по главе

1. Найден класс квадратных матриц , обращение которых при-

водит к ленточным матрицам с шириной ленты, равной 2m + 1 

. Матрицы вида  полностью определяются диагональ-

ными и 2mn – m(m + 1) внедиагональными элементами. Получены фор-

мулы вычисления элементов обратной ленточной матрицы через эле-

менты , входящие в ленту шириной 2m + 1. Найдена также простая 

формула вычисления определителя таких матриц.

Показано, что при перестановке (переупорядочивании) строк 

и (или) столбцов , обратная к ней матрица  теряет регулярную 

(ленточную) структуру и становится разреженной матрицей с числом не-

нулевых элементов не превышающим w = 2m(n + 1) – m(m + 1).

2. Предложен способ приведения квадратной матрицы A
n
, определя-

емой w элементами, раположенными в пределах ленты шириной 2m + 1, 

к матрице вида . Предложен новый алгоритм обращения матриц, 
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приводимых к виду , более эффективный по сравнению с известными 

алгоритмами обращения несимметричных матриц.

3. Получены условия, которым должна удовлетворять положительно 

определенная функция двух аргументов, чтобы она могла быть ковариа-

ционной функцией двусвязного или трехсвязного КМ-процессов.

4. Найден общий вид ковариационной матрицы измерений 

m-связного КМ-процесса в точках упорядоченных планов  и планов 

общего вида . Показано, что они представляют собой подмножества 

положительно определенных матриц вида  или . При этом матрица, 

обратная ковариационной матрице , является ленточной симметрич-

ной матрицей с шириной полуленты m, а матрица, обратная , разре-

женной – с числом ненулевых элементов не большим w.

Показано, что любая положительно определенная матрица вида  

(или ) является ковариационной матрицей измерений m-связного 

КМ-процесса в точках соответствующего плана (упорядоченного или 

неупорядоченного).

5. Выведены формулы рекуррентного вычисления оптимальных 

ОМНК-оценок по измерениям m-связного КМ-процесса в точках упо-

рядоченного плана. При этом, операции с возрастающими в процес-

се итераций n×n (или p×n (p  n)) матрицами заменяются на операции 

с m×m (или p×m) подматрицами этих матриц, размеры которых не из-

меняются в процессе итераций. При m << n это позволяет существенно 

упростить процедуры рекуррентного ОМНК.

6. Предложен способ дискретной аппроксимации наблюдаемого слу-

чайного процесса m-связным КМ-процессом, названный КМ-ап прок-

симацией случайного процесса. Суть КМ-аппроксимации заключается 

в определенным образом выполненной замене ковариационной матри-

цы измерений наблюдаемого процесса K
n
 ковариационной матрицей из-

мерений m-связного КМ-процесса .

7. Приведены результаты численного исследования точности КМ-

ап проксимации в линейных задачах параметрической ОМНК-иден-

тификации математического ожидания процесса. Результаты численных 

экспериментов показывают, что уже при малой величине связности m 

аппроксимирующего КМ-процесса, дисперсионная матрица ОМНК-

оценок с весовой матрицей , мало отличается от дисперсион-

ной матрицы НЛНО, т.е. ОМНК-оценок с весовой матрицей . 

На основе этого рекомендуется, для упрощения обработки сильнокор-

релированных измерений использовать КМ-аппроксимацию. Это по-

зволяет достичь хорошего компромисса между точностью получаемых 

оценок и сложностью их вычисления. 
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В главах 4 и 5 рассматривались ковариационные матрицы измерений 

в задачах исследования скалярных КМ-процессов и немарковских про-

цессов, аппроксимируемых скалярными КМ-процессами. При этом было 

показано, что матрица, обратная ковариационной матрице измерений ска-

лярного КМ-процесса имеет разреженный вид (в частном случае – лен-

точный). Это дает возможность существенно упростить вычислительные 

алгоритмы оценивания. В данной главе рассматриваются особенности ко-

вариационных матриц измерений в задачах исследования векторных КМ-

процессов и скалярных немарковских процессов, которые можно считать 

одной из компонент векторного КМ-процесса. (В главе 3 было показано, 

что многие немарковские процессы, можно представить в виде первой ком-

поненты векторного марковского процесса соответствующей размерности.)

Основная задача будет состоять в поиске общего вида ковариацион-

ной матрицы измерений векторного КМ-процесса для разных способов 

ее формирования, а также синтезе рекуррентных алгоритмов оценива-

ния для векторных КМ-процессов, более простых с вычислительной 

точки зрения, относительно процедур общего вида.

Для простоты, поставленные вопросы рассматриваются на примере за-

дачи оценивания неизвестных параметров линейно-параметризованной 

модели математического ожидания процесса, т.е. задачи параметрической 

идентификации математического ожидания процесса с известной ковариа-

ционной функцией. Показано как полученные результаты можно обобщить 

на задачи фильтрации, интерполяции и экстраполяции случайного процес-

са (полезного сигнала) по наблюдениям процесса, представляющего собой 

сумму полезного сигнала и случайного шума. При этом предполагается, 

что математическое ожидание полезного сигнала можно описать линейно-

параметризованной моделью с известными регрессионными функциями, 

а ковариационная функция наблюдаемого процесса и взаимная ковариаци-

онная функция наблюдаемого процесса и сигнала известны.

6.1. Оптимальные оценки в задачах фильтрации 
векторных случайных процессов (схема обработки 1)

Многие результаты, полученные для скалярных случайных про-

цессов, например, формулы нахождения оптимальных ОМНК-оценок 

(1.56)-(1.59), можно легко перенести на случай векторных случайных 
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процессов, если в вычислительных процедурах ОМНК для векторных 

процессов использовать блочное представление векторов и матриц. При 

этом, очевидно, разбиение векторов и матриц на блоки можно выпол-

нить различным образом, исходя из различных критериев, например, 

критериев простоты обработки, наглядности представления результатов 

и т.д. Мы расмотрим две схемы разбиения ковариационной матрицы 

и вектора измерений, а также других векторов и матриц, на блоки, со-

ответствующие двум наиболее распространенным схемам вычисления 

ОМНК-оценок для задачи фильтрации векторных случайных процессов. 

Будем называть их схемами обработки 1 и 2. В данном разделе рассма-

тривается схема обработки 1.

Первоначально рассмотрим постановку и решение задачи поиска 

оптимальных ОМНК-оценок параметров модели математического ожи-

дания векторного случайного процесса. Пусть наблюдается векторный 

случайный процесс Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t), ..., Z

m
(t))T, описываемый моделью

 Z(t) = η(t) + Ξ(t),   t  T, (6.1)

где η(t) = E{Z(t)} = (η
1
(t), η

2
(t), ..., η

m
(t))T – вектор математических ожида-

ний (детерминированных составляющих) компонент процесса Z(t); 

Ξ(t) = (ξ
1
(t), ξ

2
(t), ..., ξ

m
(t))T – векторный центрированный случайный 

процесс с матричной ковариационной функцией K(s,t), элементы кото-

рой определяются следующим образом:

 k
ij
(s,t) = E{ξ

i
(s)ξ

j
(t)},    s, t  T,     (6.2)

(здесь k
ij
(s,t) при i = j есть автоковариационные функции компонент ξ

i
(t), 

а при i  j – взаимные ковариационные функции компонент ξ
i
(t) и ξ

j
(t) 

процесса Ξ(t)); Т – область (интервал) в которой справедлива модель 

(6.1); Е – оператор математического ожидания.

Предположим, что поставлена задача линейной оптимальной иден-

тификации математического ожидания процесса Z(t) на основе конечно-

го числа измерений одной его реализации Z(t). (Здесь и ниже, случайные 

процессы обозначены прописными (большими) буквами, а их реализа-

ции – строчными (малыми) буквами. Там, где это может вызвать разноч-

тения, используются термины «процесс» или «реализация процесса».)

Будем рассматривать задачу в параметрической постановке, когда 

математические ожидания компонент Z(t) описываются параметриче-

скими моделями

 η(t) = η(t,B) = E{z(t)} = (η
1
(t,B

1
), η

2
(t,B

2
), ..., η

m
(t,B

m
))T, (6.3)
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известными с точностью до матрицы параметров В = [B
1
, B

2
, ..., B

m
]. При 

этом задача линейной оптимальной идентификации сводится к поиску 

ОМНК-оценок  матрицы параметров В по данным измерений одной 

реализации z(t) процесса Z(t). Далее мы подробно остановимся на случае 

линейно параметризованных моделей, когда

 ,   , (6.4)

где  и  – l
i
 – мерные 

векторы, соответственно, линейно независимых детерминированных 

(регрессионных) функций и параметров, задающих модель детермини-

рованной составляющей i-й компоненты процесса Z(t). При этом

 , (6.5)

где матрица F(t) = [f
1
(t), f

2
(t), ..., f

m
(t)]; diagA – диагональные элементы 

матрицы А.

В общем случае, размерности l
i
  векторов f

i
(t) и B

i
 для раз-

личных компонент Z(t) могут быть различными. В этом случае, матри-

цы В и F(t) будут иметь неровные нижние границы. При программной 

реализации удобнее, когда l
1
 = l

2
 = … = l

m
 = l. Это можно сделать найдя 

l = max
i
l
i
 и дополнив векторы f

i
(t) и B

i
, длина которых меньше l, необхо-

димым числом нулевых элементов.

Кроме того, будем предполагать, что матричная ковариационная 

функция K(s,t) известна с точностью до постоянного множителя.

Будем рассматривать эту задачу в довольно общем аспекте, когда 

число оцениваемых параметров для каждой компоненты (размерности 

векторов f
i
(t) и B

i
), а также число и точки измерений отдельных компо-

нент Z(t) различны.

Чтобы работать только с прямоугольными двумерными матрицами 

введем следующие обозначения. Запишем матрицу параметров В в виде 

составного (блочного) одномерного вектора длиной L:

 . (6.6)

Индекс р элемента b
p
 вектора β, соответствующего эле-

менту β
ij
 матрицы B можно найти с помощью формулы 
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. При этом p изменяется от 1 до L, где 

 – общее число параметров β
ij
 и функций , 

входящих в модели всех компонент математического ожидания процесса Z(t).

Запишем матричную функцию F(t) в виде блочно-диагональной ма-

трицы размера L×m:

 .  (6.7)

При этом формула (6.5) принимает вид

 . (6.8)

Пусть измерения i-й компоненты Z(t) проводятся в точках n
i
 – то-

чечного плана . Обозначим 

через ε
N
 N – точечный план, формируемый следующим образом:

 ,  (6.9)

где индекс р элемента t
p
 плана ε

N
, соответствующего точке t

j
 плана ε

i
 мож-

но найти с помощью формулы . При 

этом p изменяется от 1 до N, где  – общее число точек плана 

ε
N
, совпадающее с числом измерений всех компонент процесса Z(t). Точ-

ки внутри каждого плана должны быть различными, часть или все точки 

плана ε
i
 могут совпадать с точками плана ε

j
 , но независимо от 

этого они должны быть включены в оба плана, если в них проводятся из-

мерения соответствующих компонент Z(t).
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Обозначим через z
N
 вектор измерений Z(t) в точках плана ε

N
, т.е.

 z
N
 = (z1, z2, ..., zm)T, (6.10)

где  – вектор измерений i-й компоненты Z(t) точках 

плана ε
i
 (z

ij
 = z

i
(t

j
), t

j
  ε

i
). При этом в векторе z

N
 измерение z

ij
 будет иметь 

индекс р, который можно вычислить с помощью формулы

 ,      . 

Таким образом, индекс р будет изменяться от 1 до N.

Предположим, что ковариационная матрица K
N
 измерений Z(t) 

в точках плана ε
N
 формируется в виде следующей блочной N×N ма-

трицы, где

 

при i = j есть квадратная подматрица порядка n
i
, представляющая собой 

ковариационную матрицу измерений i-й компоненты Z(t) в точках пла-

на ε
i
, а при i  j подматрица размером n

i
×n

j
, представляющая собой кова-

риационную матрицу измерений i-й компоненты Z(t) в точках плана ε
i
 

и j-й компоненты Z(t) в точках плана ε
j
 .

 .  (6.11)
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Определим матрицу измерений F
N
 в виде следующей блочно-диаго-

нальной матрицы размера L×N:

 ,  (6.12)

где  – (l
i
×n

i
) подматрица значений вектора 

f
i
(t) в точках плана .

Введеные обозначения дают возможность следующим образом запи-

сать оптимальные ОМНК-оценки (совпадающие с наилучшими линей-

ными несмещенными оценками) параметров β векторного случайного 

поля, удовлетворяющего условиям (6.1)–(6.5), по результатам измерений 

в точках плана ε
N
:

 , (6.13)

где  – (L×L) матрица, элементы которой представляют 

собой дисперсии и ковариации оценок  и могут служить мерой точно-

сти получаемых оценок;  – L-мерный преобразованный 

вектор измерений.

Матрицу D
N
 часто называют дисперсионной матрицей оценок , 

а обратную к ней матрицу  – информационной ма-

трицей плана ε
N
 [97], т.е. матрицей, определяющей информационность 

различных точек измерений при заданных матрицах F
N
 и K

N
.

Как уже отмечалось в главе 1, наибольшую трудность при вычислении 

оценок  представляет обращение матрицы K
N
. Одним из способов об-

легчения задачи обращения матриц большой размерности является раз-

биение большой матрицы на подматрицы (блоки) меньшей размерности 
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и использование формул обращения блочных матриц. В данном случае 

матрица K
N
 естественным образом разбита на блоки, которые имеют 

описанную в (6.11) физическую интерпретацию.

Таким образом, здесь наиболее целесообразно обращать матрицу K
N
 

как блочную, с блочным же представлением обратной матрицы , раз-

меры блоков Cij  которой совпадают с размерами соответствую-

щих блоков Kij  исходной матрицы K
N
.

 .  (6.14)

С учетом (6.14) легко записать общие элементы матрицы M
N
 и век-

тора :

 ,   , (6.15)

 ,   , (6.16)

где Mij – (l
i
×l

j
) подматрица матрицы M

N
, а  – l

i
 – мерный вектор, входя-

щий в составной вектор , длиной L.

Опираясь на формулу (6.13) можно, при соответствующих предполо-

жениях, получить различные более простые оценки, используемые в тео-

рии линейного оценивания.

1. В частности, если все компоненты детерминированной составля-

ющей Z(t) имеют общие параметры, т.е. B
i
 = B

j
 = B, l

i
 = l

j
 = l , 

то блочно-диагональная матричная функция  может быть записана 

в виде обычной матрицы F(t) размера l×m.
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При этом, матрица параметров вырождается в вектор β длиной L = 1, 

т.е. β = B = B = [β
1
, β

2
, ..., β

l
]T и формула (6.5) принимает вид:

 η(t, B) = FT(t)B = FBT. (6.17)

Матрица измерений F
N
 также может быть записана в более простом виде:

 .  (6.18)

При этом блочная матрица M
N
 будет содержать единственный блок 

размерностью l×l, определяемый формулой

 . (6.19)

Составной вектор  будет иметь одну компоненту длиной l, опреде-

ляемую формулой

 . (6.20)

2. Если компоненты векторного случайного процесса являются не-

коррелированными между собой, то матрица K
N
 принимает блочно-диа-

гональный вид. При этом матрица  также будет блочно-диагональной 

(Cij = 0 при ), причем

 Cii = [Kii]–1,    , (6.21)

где [Kii]–1 – матрица, обратная ковариационной матрице измерений i-й 

компоненты Z(t). Из (6.15) и (6.16) следует, что тогда

  (6.22)

 Zi* = FiCiiZi,   , (6.23)

где Mii = FiCii(Fi)T;    Dii = (Mii)–1.
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Таким образом, при этом можно вычислять компоненты B
i
  

составного вектора оценок параметров  (см. (6.6)) для каждой компо-

ненты Z(t) независимо:

 B
i
 = DiiZi*,   . (6.24)

3. В случае общих параметров и некоррелированных компонент про-

цесса Z(t), выражения (6.19) и (6.20) примут вид:

 ; (6.25)

 . (6.26)

Таким образом, оценки параметров будут определяться формулой

 . (6.27)

4. Если модели математических ожиданий всех компонент процес-

са описываются одной и той же моделью, то матрица F
N
(t) состоит из m 

одинаковых вектор-столбцов f(t) длиною l. В остальном схема вычисле-

ний остается аналогичной п. 1, т.е. справедливы формулы (6.17)–(6.20).

Таким образом, если модели математических оиданий компонент 

процесса не имеют общих параметров, то при обработке должна исполь-

зоваться блочно-диагональная матрица F
N
 вида (6.12), если все параме-

тры общие, то используется матрица измерений вида (6.18).

Здесь не рассмотрен наиболее общий случай задания моделей ком-

понент математического ожидания Z(t), когда часть моделей имеет об-

щие параметры, а параметры остальных моделей уникальны. В этом 

случае матрица F
N
 будет иметь вид матрицы (6.12), в котором некоторые 

внедиагональные элементы (подматрицы) будут ненулевыми.

Перейдем теперь к более общей задаче линейной фильтрации про-

цесса Y(t) по наблюдениям Z(t) = Y(t) + V(t) с одновременной параметри-

ческой идентификацией математического ожидания процесса Y(t). Как 

и для скалярного случая, будем предполагать, что V(t) – случайный про-

цесс с E{V(t)} = 0 и математическое ожидание Y(t) задано в виде линей-

но-параметризованной модели, т.е.  с извест-

ной матрицей  (см. (6.6) и (6.7)). Кроме того, будем предполагать, 
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что нам известны матричная ковариационная функция наблюдаемого 

процесса Z(t):

 ,  (6.28)

где ;  и ма-

тричная взаимная ковариационная функция процессов Z(t) и Y(t) равна

 . (6.29)

Нам далее потребуется следующее представление матрицы K
zy

(s,t):

 , (6.30)

где  – m-мерный вектор, представляющий со-

бой i-й столбец матрицы K
zy

(s,t).

Введем m×N матрицу  в виде

,  (6.31)

где  – подматрица размером 

m×n
i
 значений вектора  в точках  и t.

Тогда оптимальная ОМНК-оценка процесса  в точке t  T по на-

блюдениям Z(t) в точках плана ε
N
 будет иметь вид:

 , (6.32)

где  (6.33)

– оптимальная ОМНК-оценка центрированного процесса Ξ(t);

  (6.34)

– оптимальная ОМНК-оценка детерминированной составляющей 

. Оптимальная ОМНК-оценка вектора параметров β 

определяется формулой (6.13).
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6.2. Оптимальные оценки в задачах фильтрации 
векторных марковских процессов (схема обработки 2)

Рассмотрим теперь более частный случай, когда измерения всех ком-

понент z(t) проводятся в точках одного и того же плана ε
n
, т.е. 

 .

При этом в каждой точке плана ε
n
 одновременно измеряются значе-

ния всех компонент Z(t) и общее число измерений N = nm. Тогда план ε
N
, 

соответствующий (6.9) будет выглядеть следующим образом:

 . (6.35)

Формулы (6.13), (6.32)–(6.34) остаются при этом неизменными, но 

все подматрицы Kij матрицы K
N
 (соответственно и подматрицы Cij матри-

цы ) будут квадратными порядка n, подматрицы Fi матрицы F
N
 будут 

иметь одинаковое число столбцов, равное n, а блоки Zi вектора Z
N
 будут 

одинаковой длины n. Используя этот факт, можно несколько упростить 

алгоритмы вычисления ОМНК-оценок (6.13), (6.32)–(6.34).

Самое интересное здесь заключается в том, что в данном случае 

можно построить другую, более удобную для нашей задачи, схему вы-

числения ОМНК-оценок , ,  и  (или матрицы ). 

Пусть план формируется из точек ε
n
 следующим образом:

     .  (6.36)

Тогда матрица F
N
 значений F

N
(t) в точках ε

N
 будет иметь следующий вид:

 ,  (6.37)

где F
i
 = F(t

i
) – (L×m) подматрица значений блочно-диагональной ма-

тричной функции Fdiag(t) в точке .
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Ковариационная матрица измерений Z(t) в точках ε
N
, обозначим ее 

K
N
, формируется также поточечно, т.е. 

   (6.38)

где K
ij
 = K(t

i
, t

j
) – подматрица размером (m×m), элементы которой представля-

ют значения матричной ковариационной функции K(s, t) в точках t
i
, t

j
  ε

n
, т.е.

   (6.39)

Определим вектор измерений процесса Z(t) в точках ε
N
 в виде следу-

ющего (N×1) вектора:

   (6.40)

где Z
i
 = (Z

1i
, Z

2i
, ..., Z

mi
)T – измерение Z(t) в точке t

i
  ε

n
 .
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И, наконец, определим матрицу K
zy

(ε
N
, t) ковариаций вектора изме-

рений Z
N
 с измерением Y(t) в точке t  T следующим образом: 

   (6.41)

где (m×m) подматрица K
zy

(t
i
, t) представляет собой значение матричной 

ковариационной функции K
zy

(s, t) в точках t
i
  ε

n 
  и t  T.

Тогда оптимальные ОМНК-оценки вектора параметров β и вектор-

ных процессов Y(t), Ξ(t), η(t) в точке t  T по наблюдениям процесса Z(t) 

в точках ε
N
 можно записать аналогично формулам (6.32)–(6.34) и (6.13):

  (6.42)

– оптимальная ОМНК-оценка полезного процесса Y(t);

  (6.43)

– оптимальная ОМНК-оценка центрированного процесса Ξ(t);

  (6.44)

– оптимальная ОМНК-оценка детерминированной функции h(t);

  (6.45)

– оптимальная ОМНК-оценка вектора параметров β.

Обозначим матрицы M
N
, D

N
 и вектор  (см. формулу (6.13) и пояс-

нения к ней) для схемы обработки 2 через D
N
, M

N
 и Z

N
, соответственно. 

Из (6.45) следуют формулы вычисления D
N
, M

N
 и Z

N
:

 , (6.46)

где C
ij
 – (m×m) подматрица (блок) матрицы  разбитой на n2 блоков.

К сожалению, в отличие от M
N
, D

N
 и , матрицы D

N
, M

N
 и вектор 

Z
N
 уже нельзя естественным образом разбить на блоки Dij, Mij и Zj, соот-

ветствующие отдельным компонентам Z(t) (см. формулы (6.15) и (6.16) 

и пояснения к ним).
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Так же как и для схемы обработки 1, здесь можно получить различ-

ные более простые частные случаи оценок (6.42)–(6.44). Здесь мы рас-

смотрим только частный случай 1 (см. раздел 1).

Если все компоненты детерминированной составляющей Z(t) имеют 

общие параметры, т.е. B
i
 = B

j
 = B;  l

i
 = l

j
 = l  , то матрица пара-

метров В и вектор β вырождаются в вектор В длиной l.

При этом матрицу F
N
 можно записать в виде (l×N) матрицы

 F
N
 = [F

1
  F

2
  ...  F

N
], (6.47)

где F
i
 = F(t

i
) – (l×m) подматрица значений матричной функции F(t) в точ-

ке t
i
  ε

n
 .

Формулы (6.42)–(6.45) будут справедливы в данном случае при заме-

не  на , Fdiag(t) на F(t) и с учетом (6.47). При этом матрицы D
N
, M

N
 

будут иметь размеры (l×l), а вектор Z
N
 длину l.

Данный частный случай имеет большое значение при исследова-

нии скалярных немарковских процессов, допускающих аппроксима-

цию векторным марковским процессом, первая компонента которо-

го совпадает с наблюдаемым процессом, а остальные представляют 

собой производные от первой компоненты (точнее, i-ая компонента 

является (i – 1)-й производной от первой компоненты). Отметим, 

что необходимым условием возможности такой аппроксимации яв-

ляется наличие конечного числа производных у аппроксимируемо-

го процесса, т.к. хотя бы одна компонента векторного марковского 

процесса (в данном случае – последняя) должна быть недифферен-

цируемой. При этом, если скалярный процесс Z(t) имеет (m – 1) 

производную, то он может быть аппроксимирован m-мерным мар-

ковским процессом.

Действительно, если модель математического ожидания аппрокси-

мируемого процесса Z(t) выбрана линейной относительно неизвестных 

параметров, т.е. η(t) = η(t, B) = BTf(t), т.е. 

 ,  . (6.48)

Из (6.48) следует, что функции f(t) должны быть по крайней мере 

(m – 1) раз дифференцируемыми, где m – размерность аппроксимирую-

щего векторного марковского процесса Z(t).

Элементы матричной ковариационной функции процесса Z(t) и вза-

имной ковариационной функции процессов Z(t) и Y(t) находятся, при 



159экспериментального исследования марковских случайных процессов

измерений векторных и компонент векторных КМ-процессов

этом, путем вычисления частных производных по переменным s и t от 

функций k(s,t) и k
zy

(s,t), т.е.

   .  (6.49)

Вектор измерений Z
N
 можно получить измеряя процесс Z(t) и одно-

временно его (m – 1) производных в точках ε
n
.

Другие частные случаи вычисления ОМНК-оценок, расмотренные 

в разделе 6.1 в рамках схемы обработки 1, также можно, очевидным об-

разом, распространить на схему обработки 2.

6.3. Ковариационная функция и ковариационная 
матрица измерений векторного КМ-процесса

В гл. 2 было показано, что матричная ковариационная функция 

K(s,t) векторного КМ-процесса Z(t)  удовлетворяет условию

 K(s,t) = K(s,τ)K–1(τ,τ)K(τ,t), (6.50)

где s < τ < t или s > τ > t. (Условие (6.50) является необходимым и доста-

точным для определения КМ-процесса.)

Что касается элементов k
ij
(s,t)  матрицы K(s,t), то в зависи-

мости от свойств отдельных компонент Z(t) и связей между ними они 

могут удовлетворять условию (6.50), в котором вместо  подставлено 

, или нет. В некоторых случаях взаимные ковариационные функции 

k
ij
(s,t) (i  j) могут удовлетворять (6.50) только при s < τ < t или, наоборот, 

только при s > τ > t.

В гл. 2 были проанализированы свойства отдельных компонент век-

торного марковского процесса. На основе этого была сделана классифи-

кация векторных марковских процессов, опирающаяся на такие свойства 

компонент векторного марковского процесса как марковость и диффе-

ренцируемость, а также учитывающая характер связей меду компонента-

ми (марковская, полумарковская или немарковская связь). Посмотрим 

как влияют упомянутые выше свойства отдельных компонент и связей 

между ними на вид матричной ковариационной функции векторного КМ-

процесса. Ниже ковариационно марковски связанные КМ-процессы на-

зываются для краткости просто марковски связанными КМ-процессами.

1. Если все компоненты векторного КМ-процесса представляют со-

бой независимые друг от друга простые (одномерные) КМ-процессы, 

то матрица K(s,t) будет диагональной, причем диагональные элементы 
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k
ii
(s,t)  будут удовлетворять (6.50), в котором матричная функция 

K(s,t) заменена на k
ii
(s,t).

2. Если все компоненты векторного КМ-процесса представляют со-

бой одномерные КМ-процессы с марковскими связями между ними, то 

все элементы k
ii
(s,t)  матрицы K(s,t) будут удовлетворять (6.50) 

при K(s,t) = k
ij
(s,t).

3. Пусть часть компонент векторного КМ-процесса являются 

одномерными КМ-процессами, а часть немарковскими процессами. 

При этом связи между КМ-компонентами будут марковскими, свя-

зи между немарковскими компонентами – немарковскими, а связи 

между КМ- и немарковскими компонентами – полумарковскими. 

Тогда элементы ковариационной матрицы K(s,t), соответствующие 

КМ-компонентам и связям между ними будут удовлетворять (6.50), 

элементы K(s,t), соответствующие немарковским компонентам 

и связям между ними, соответственно, не будут удовлетворять (6.50), 

а элементы K(s,t), соответствующие связям между КМ- и немарков-

скими компонентами будут удовлетворять (6.50) только при s < τ < t 

или только при s > τ > t.

4. Если все компоненты векторного КМ-процесса являются немар-

ковскими процессами с немарковскими связями между ними, то, оче-

видно, ни один элемент K(s,t) не будет удовлетворять (6.50).

Справедливость приведенных утверждений можно проверить на 

примерах, которые приведены в разделе 6.6.

Важным частным случаем векторного КМ-процесса является 

m-мерный процесс, у которого все компоненты, за исключением послед-

ней, являются дифференцируемыми, а следовательно, немарковскими 

процессами. Последняя – (m-я)-компонента может быть как марков-

ской, так и немарковской. Такие процессы имеют место при аппрокси-

мации скалярного немарковского (m – 1)-раз дифференцируемого про-

цесса m-мерным векторным КМ-процессом. При этом 

i-я компонента векторного КМ-процесса является (i – 1)-произво-

дной от первой компоненты, совпадающей с аппроксимируемым ска-

лярным процессом.

Распишем подробнее условие (6.50) для случая, когда K(s,t) есть ма-

тричная ковариационная функция двумерного КМ-процесса:

.
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Из последнего выражения получаем, что отдельные элементы K(s,t) 

в случае двумерного марковского процесса должны удовлетворять условиям:

;

;

;

,

где  . 

Более простые условия на элементы K(s,t) получаются в случае, ког-

да мы рассматриваем m-мерный стационарнный КМ-процесс, i-я ком-

понента которого есть (i – 1)-я производная от первой компоненты. 

В этом случае, матрица K(τ,τ) будет диагональной и условия марковости 

для отдельных элементов K(s,t) примут вид:

 , (6.51)

где, как и выше, .

Попробуем теперь найти общий вид ковариационной матрицы из-

мерений в точках упорядоченного плана  векторного марковского 

процесса для различных схем обработки. Рассмотрим вначале схему 

обработки 2.

Пусть ковариационная матрица K
N
 измерений в точках  m-мерного 

векторного процесса имеет вид (6.38). Определим квадратные порядка m 

(под)матрицы Γ
i
  и Φ

ij
  следующим образом:

 , (6.52)

   . (6.53)

С учетом введеных обозначений можно сформулировать следую-

щую теорему.
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Теорема 6.1.
1. Ковариационная матрица K

N
 измерений в точках плана  

m-мерного КМ-процесса Zm(t) положительно определена и может быть 

представлена в виде матрицы:

 (6.54)

элементы (подматрицы) которой зависят (с учетом симметричности K
N
) 

только от (2n – 1)m2 скалярных величин, составляющих подматрицы K
ii
 

 и Γ
i
 .

2. Обратная матрица , разбитая на (m×m) 

подматрицы , имеет трехдиагональный вид:

Ненулевые элементы (подматрицы) матрицы  определяются фор-

мулами:

  (6.56а)

 , (6.56б)

где   (6.57а)

 . (6.57б)

  (6.55)
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Таким образом, общий вид матрицы  будет иметь вид:

3. Определитель любой угловой подматрицы , включая 

и определитель полной матрицы  можно вычислить с помощью 

выражения

 . (6.58)

Доказательство теоремы 6.1 приведено в приложении 3.

Попробуем теперь, основываясь на результатах теоремы 6.1, найти 

общий вид ковариационной матрицы K
N
 (построенной по схеме 1) для 

измерений в точках плана  m-мерного КМ-процесса.

Ковариационные матрицы K
N
 и K

N
 легко преобразуются друг в друга 

с помощью матрицы перестановки P
N
, изображенной на рис. 6.1.

Утверждение 6.1. Для преобразования ковариационной матрицы из-

мерений вида K
N
 в ковариационную матрицу вида K

N
 необходимо умно-

жить K
N
 слева на  и справа на P

N
, т.е.

 . (6.59)

Утверждение 6.2. Для преобразования ковариационной матрицы из-

мерений вида K
N
 в ковариационную матрицу вида K

N
 необходимо умно-

жить K
N
 слева на  и справа на P

N
, т.е.

 . (6.60)

Доказать справедливость данных утверждений можно путем прямой 

проверки, записав матрицы K
N
 и K

N
 в общем виде.
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Рис. 6.1. Вид матрицы перестановки P
N 

для преобразования K
N
  K

N

Замечание 6.1. При обычной индексации элементов матрицы K
N
 (без 

разбиения ее на (n×n) подматрицы) , индексы φ и τ будут 

связаны с надстрочными (ν,μ) и подстрочными (ij) индексами (см., на-

пример, (6.61)), соотношениями

φ = (ν – 1)n + i;   τ = (μ – 1)n + j .

Представим подматрицы K
ii
, Γ

i
 и Φ

ii
 в виде совокупности векторов:

 ; (6.61а)

 ; (6.61б)

 ; (6.61в)

где ,     , 

 .
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В (6.61) верхние индексы относятся к измеряемым компонентам 

процесса, а нижние индексы – к точкам измерений.

Теорема 6.2.

1. Подматрица Kνμ  ковариационной матрицы  измере-

ний в точках плана  m-мерного КМ-процесса имеет вид:

. (6.62)

2. Матрица , разбитая на квадратные (n×n) 

подматрицы , имеет блочно-трехдиагональную структуру:

. (6.63)
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подматрицы Cνμ которой являются трехдиагональными с ненулевыми 

скалярными элементами:

    , (6.64б)

где  , а  – элементы подматрицы .

Замечание. При записи матрицы (6.62) для краткости использованы 

обозначения  и . 

Доказательство теоремы 6.3. вынесено в приложение 3.

6.4. Ковариационная матрица измерений векторного 
КМ-процесса в точках плана общего вида. Эффективность 

использования оценок в задачах с КМ-процессами

В разделе 6.3. был получен вид ковариационной матрицы измерений 

векторного КМ-процесса, когда измерения выполняются в точках упо-

рядоченного плана  (все формулы раздела 6.3, очевидно, верны также 

и для равномерного плана ). Интересно, как будут выглядеть блочные 

матрицы K
N
 и K

N
, если измерения векторного марковского процесса вы-

полняются в точках плана общего вида ε
n
.

Рассмотрим вначале матрицы вида K
N
. Пусть  – блочная ковари-

ационная матрица измерений в точках плана ε
n
, в которой блоки (под-

матрицы) размером (m×m) представляют собой значения матричной ко-

вариационной функции K(s,t) в точках t
i
 и t

j
 . Кроме 

того, условимся, последовательности из m строк или m столбцов матри-

цы K
N
, элементы которой входят в одну и ту же подматрицу K

ij
 (т.е. соот-

ветствуют одной и той же точке плана ε
n
), называть просто строками или 

столбцами, соответственно. С учетом этих замечаний теорему 4.4 (см. 

гл. 4) можно переформулировать следующим образом.

Теорема 6.3.

1. Блочная ковариационная матрица  измерений векторного КМ-

процесса в точках плана общего вида ε
n
 совпадает с блочной матрицей K

N
 

для плана , в которой строки и столбцы переставлены в соответствии 

с порядком следования точек плана  в плане ε
n
.

2. Матрица , обратная к , имеет не более 3n – 2 ненулевых 

(m×m) подматриц, расположение и элементы которых можно найти из 

(6.55)–(6.57), зная порядок следования точек плана  в плане ε
n
.
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Доказательство данной теоремы полностью совпадает с доказа-

тельством теоремы 4.4, если рассматривать элементы матриц ,

 в теореме 4.4 как блоки (подматрицы) размером (m×m). В ма-

трице перестановки Р(1) единица заменяется при этом на подматрицу 

(m×m), заполненную единицами, т.е.

Замечание 6.2. Порядок следования точек плана ε
n
 в плане  можно 

выяснить расположив точки ε
n
 в порядке возрастания их координат.

Очевидно, используя матрицу перестановки P
N
 (m  n) можно сфор-

мулировать аналогичную теорему и для матрицы . Самое главное, что 

в любом случае, обратные матрицы  и  будут содержать, как и для 

упорядоченных планов  и , не более (3n – 2)m2 ненулевых элементов, 

т.е. будут разреженными (для немарковского процесса матрицы  и  

могут содержать до n2m2 ненулевых элементов). При этом, степень разре-

женности матрицы будет тем выше, чем больше отношение n/m.

Это позволяет, используя аппарат разреженных матриц, для любых 

процедур оценивания, содержащих матрицы K
N
 и K

N
 (или обратные 

к ним матрицы  и ), создавать экономичные с точки зрения вы-

числительных затрат и требуемой памяти компьютера вычислительные 

алгоритмы. Другими словами, полученные результаты позволяют упро-

стить получение любых оценок (а не только НЛНО), в записи которых 

встречается ковариационная матрица измерений (или обратная ей ма-

трица), включая и случай нелинейного оценивания. Конечно, в общем 

случае, выигрыш будет меньше, чем для рассматриваемых линейных за-

дач оценивания по измерениям в точках упорядоченных планов  и .

Рассмотрим вопросы эффективности ОМНК-оценок подробнее на 

примере задач оптимальной фильтрации и параметрической идентифи-

кации математического ожидания случайного процесса, сформулиро-

ванных в разделе 6.1. Можно заметить, что все формулы оценивания, 
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независимо от схемы обработки, содержат матрицу  (или ) порядка 

(N×N), число элементов которой равно квадрату суммарного числа изме-

рений по всем компонентам векторного процесса (см. (6.13), (6.32)–(6.34), 

(6.42)–(6.45)). В случае многомерных процессов и большого числа измере-

ний, вычисление матриц  (или ) представляет основную трудность 

в нахождении НЛНО. Используя полученные результаты можно решить эту 

задачу достаточно просто. Проиллюстрируем это на примере матрицы .

Во-первых, можно заметить, что в формировании подматриц матри-

цы  участвуют только 2n – 1 подматриц матрицы K
N
 (с учетом сим-

метричности K
N
), входящие в ее главную диагональ и одну из соседних 

боковых диагоналей (наддиагональ или поддиагональ). Таким образом, 

в памяти ЭВМ достаточно хранить (2n – 1)m2 величин, составляющих 

указанные подматрицы матрицы K
N
, что при больших N дает существен-

ную экономию памяти ЭВМ. В случае ковариационной матрицы общего 

вида в памяти ЭВМ необходимо хранить N(N + 1)/2 величин.

Во-вторых, используя предложенные алгоритмы вычисления подма-

триц блочно-трехдиагональной матрицы  можно существенно сокра-

тить объем вычислений, необходимых для обращения , относительно 

стандартных процедур обращения матриц.

И, в-третьих, учитывая трехдиагональность  можно дополни-

тельно упростить процесс оценивания, используя аппарат разреженных 

матриц [81] при выполнении операций умножения и других преобразо-

ваний с матрицами, необходимых для нахождения требуемых оценок.

Приведем здесь расчет числа операций, необходимых для обращения 

матрицы  с учетом ее марковской структуры.

Пусть ковариационная матрица измерений марковского процесса за-

дана в виде (6.54), т.е. нам известны n подматриц K
ii
 и (n – 1) подматриц Γ

i
.

Для вычисления ненулевых подматриц C
ii
  и C

i,i+1
  

матрицы , необходимо предварительно вычислить (n – 1) подматриц 

A
i
  (подматрица A

1
 = K

11
) и (n – 2) подматриц M

i
  (под-

матрица M
1
 = K

22
).

Расчеты показывают, что требуемое число операций типа умножения 

на вычисление подматриц равно:

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
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Таким образом, на вычисление матрицы  требуется всего 

nm2(4m + 3) – m2(11m + 7)/2 умножений плюс  nm2 операций на обра-

щение подматриц A
i
 . Последнее выражение показывает, что чис-

ло операций умножения пропорционально n и m3.

Подсчитав точно также число операций сложения и вычитания, не-

обходимых для обращения , получим выражение 

(5n – 6,5)m3 – (2n – 2,5)m2 + (n – 1)m, 

которое также пропорционально n и m3.

Известно [81], что число арифметических операций, необходимых 

для обращения матрицы общего вида размером (n×m)×(n×m) пропорци-

онально (n×m)3. Таким образом, при больших значениях отношения n/m 

(что, как правило, имеет место в рассматриваемой задаче), учет струк-

туры ковариационной матрицы наблюдаемого КМ-процесса может дать 

возможность существенно упростить вычисление требуемых оценок.

Отношение числа ненулевых элементов матриц  и  к числу 

элементов заполненной матрицы для различных значений n и m приве-

дено в табл. 6.1 и 6.2. Из таблиц видно, что выигрыш в объеме требуемой 

памяти практически не зависит от m и пропорционален n.

Та б л и ц а  6 . 1

Возможное число ненулевых элементов матрицы  (или ) 

(числитель) и симметричной заполненной матрицы размером (N×N) 

(знаменатель) с учетом их симметричности

n 

m
5 10 50 100 500 1000

1

2

3

4

5

На рис. 6.2 приведены графики экономии памяти и числа арифме-

тических операций в зависимости от n и m при обращении матрицы .
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Та б л и ц а  6 . 2

Отношение числа элементов заполненной матрицы (N×N) к числу 

ненулевых элементов матрицы  (или ) с учетом их симметричности

 n 

m 5 10 50 100 500 1000

1 1,67 2,89 12,88 25,38 125,38 250,38

2 1,53 2,76 12,75 25,25 125,25 250,25

3 1,48 2,72 12,71 25,21 125,21 250,21

4 1,46 2,70 12,69 25,19 125,19 250,19

5 1,44 2,68 12,68 25,18 125,18 250,18

а

б

Рис. 6.2. Требуемый объем памяти и число арифметических операций, 
необходимых для обращения матрицы вида  (сплошные линии) 

и матрицы общего вида (штриховые линии):
а – требуемая память: (nm)2 → nm2; 

б – число арифметических операций (nm)3 → nm3
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6.5. Рекуррентные процедуры 

Наиболее простые формулы оценивания здесь, как и в скалярном 

случае, получаются при переходе к рекуррентным процедурам ОМНК.

Используя результаты гл. 4, можно получить следующие выражения 

для рекуррентных оценок ОМНК в задачах оптимальной линейной филь-

трации и параметрической идентификации векторных КМ-процессов. 

Рассмотрим схему обработки 2. Пусть  есть фрагмент 

плана ε
N
 = ε

n×m
, представляющий собой его первые (i×m) точек  

(ниже множитель m в обозначении планов ε
i×m

 будет опускаться). Пред-

положим, что нам известны оценки , , , а также блочные ма-

трицы  (блоки m×m), F
i
 (блоки (L×m)), k

zy
(ε

i
, t) (блоки m×m) и вектор 

Z
i
 (блоки длиной m) для плана ε

i
.

Пусть в точке t
i+1

  ε
i+1

  ε
n
 выполнено новое измерение Z

i+1
 процес-

са Z(t). При этом должны быть измерены одновременно все компонен-

ты Z(t), т.е. Z
i+1

 = (Z
1,i+1

, Z
2,i+1

, ..., Z
m,i+1

)T. Вычислим подматрицы (блоки) 

K
zy 

(t
i+1

,t), F
t+1

 = F(t
i+1

) и вектор-матрицу размера m×(i×m) для новой точки 

t
i+1

:  (здесь K
ij
 = K(t

i
, t

j
)). 

Тогда, поступая точно также, как и в одномерном случае (см. раз-

дел 4.4), можно получить следующие рекуррентные формулы вычисле-

ния оптимальных ОМНК-оценок , , ,  для плана 

ε
i+1

 = {ε
i
, t

(i+1)×m
}.

1) Найдем оптимальную ОМНК-оценку :

 , (6.65)

где ; 

;

.

Удобно матрицу Q
i
(t) также вычислять по рекуррентной формуле. Тог-

да для последующей итерации она корректируется следующим образом:

 . (6.66)

2) Оптимальная ОМНК-оценка  находится из выражения:

 . (6.67)
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3) С учетом (6.65)–(6.67) рекуррентную оценку  можно найти 

по формуле:

  (6.68)

где . 

4) Рекуррентная ОМНК-оценка вектора параметров  находится 

по формуле:

 , (6.69)

где матрица D
i+1

 определена в (6.46).

5) Рекуррентная корректировка матрицы D
i
 может быть выполнена 

с помощью формулы корректировки обратной матрицы при малоранго-

вой модификации исходной матрицы M
i
 [82]. Действительно, в данном 

случае, матрица M
i
 (см. (6.45)) после нового измерения корректируется 

следующим образом:

 . (6.70)

Тогда 

 . (6.71)

Замечание 6.4. Матрица A
i+1

 в рассматриваемой задаче имеет оче-

видную физическую интерпретацию, а именно, A
i+1

 есть ковариаци-

онная (дисперсионная) матрица средневадратической ошибки наи-

лучшей линейной интерполяции (экстраполяции) центрированного 

процесса Z(t) – h(t) = Ξ(t) + V(t) в точку t
i+1

 по измерениям, получен-

ным в точках t
1
, t

2
, ..., t

i
.

Как и в скалярном случае, рекуррентные формулы (6.65)–(6.71) не 

устраняют необходимости хранения в памяти ЭВМ матрицы , число 

элементов которой растет с каждой итерацией пропорционально (i×m)2, 

а также матриц F
i
, K

zy
(ε

i
, t) и вектора Z

i
, число элементов которых про-

порционально (i×m). Но если процесс Z(t) – ковариационно марковский 

и измерения выполняются в точках упорядоченных планов  или , то 

рекуррентные формулы оптимального ОМНК резко упрощаются.
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Можно показать, что матрица U
i+1

 в случае марковского процесса 

принимает вид:

 , (6.72)

где  . 

С учетом выражения (6.72) выражения для вычисления A
i+1

, , 

 и  принимают простой вид (сравни с (6.65)):

 . (6.73)

Соответственно упрощается вычисление векторов и матриц Q
i
(t), , 

D
i
. При этом исчезает также необходимость вычисления вектора k

i+1
. Нам 

нужен только его последний элемент K
i,i+1

. Таким образом, использование 

рекуррентных формул (6.65)–(6.71) для обработки результатов измере-

ний марковских процессов дает возможность избавиться от необходимо-

сти хранения в памяти ЭВМ матриц , F
i
, K

zy
(ε

i
, t) и вектора Z

i
 в про-

цессе вычислений. Исключение составляет матрица D
i
. Но матрица D

i
, 

во-первых, имеет небольшие размеры (L×L) и, во-вторых, элементы этой 

матрицы представляют собой дисперсии и ковариации оценок , т.е. не-

сут важную информацию о статистической точности получаемой модели.

Используя результаты, приведенные в приложении 7, можно полу-

чить также рекуррентные формулы ОМНК для обработки измерений 

двумерного КМ-процесса по схеме обработки 1, когда на каждом шаге 

процедуры измеряются не все компоненты процесса. Они получаются 

значительно сложнее и на них нельзя прямо распространить полученные 

здесь результаты. В зависимости от конкретной схемы измерений здесь 

могут быть получены различные формулы.

6.6. Примеры

В данном разделе приведены примеры получения общих выражений 

для подматриц K
ii
 , K

i,i+1
 и Γ

i
  ковариационной матрицы 

 измерений в точках плана  для пяти характерных двумерных мар-

ковских и КМ-процессов. Также найдены общие выражения для подма-

триц A
i
  и M

i
 , с помощью которых можно легко вычис-

лить ненулевые подматрицы обратной матрицы , а, следовательно, 

и ненулевые элементы матрицы , не прибегая к стандартным процедурам 
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обращения матриц. Для примеров 6.1 и 6.5 приведен также общий вид 

матрицы  в случае измерений в точках равномерного плана .

Чтобы выявить влияние на вид указанных подматриц таких харак-

теристик отдельных составляющих векторного процесса, как марковость 

и стационарность, рассмотрены двумерные марковские и ковариацион-

но марковские процессы, представляющие собой совокупность:

1) двух нестационарных марковских и марковски связанных процессов;

2) двух марковских и марковски связанных процессов, из которых 

один является нестационарным, а второй – стационарным;

3) двух стационарных немарковских и немарковски связанных процессов;

4) двух стационарных процессов, один из которых является немарков-

ским, а второй – марковским с полумарковскими связями между ними;

5) двух нестационарных процессов, из которых первый является не-

стационарным процессом, а второй – марковским процессом с полумар-

ковскими связями между ними.

Составляющие векторных процессов также отличаются дифферен-

цируемостью в среднеквадратичном смысле (см. гл. 1), что отмечено при 

описании каждого отдельного примера.

Пример 6.1. Рассмотрим двумерный нестационарный КМ-процесс 

Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))

T
, задаваемый матричной ковариационной функцией 

K(s,t) = [k
ij
(s,t)]  с элементами

; (6.74а)

;

.

Можно проверить, что матричная функция K(s,t) удовлетворяет усло-

вию (6.50), а ее элементы удовлетворяют условию (2.12), как при s < τ < t, 
так и при s > τ > t. Таким образом, Z(t) и его компоненты являются кова-

риационно марковскими и марковски связанными процессами.

При нормальном законе распределения, центрированная составляю-

щая Z(t) совпадает с двумерным марковским процессом, представляющим 

собой решение при t
0
 = 0 и Z

1
(0) = Z

2
(0) = 0 системы стохастических 

дифференциальных уравнений (СДУ)

 , (6.74б)

возбуждаемых нормальным белым шумом N(t) с единичной дисперсией.
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Запишем выражения для подматриц K
ii
 и K

i
,

i+1
 (t

i+1
 > t

i
) ковариаци-

онной матрицы K
N
 измерений Z(t) в точках плана , влиящих на фор-

мирование ненулевых подматриц обратной матрицы :

;

,

.

При этом подматрица  будет иметь вид:

;

где  . 

Чтобы представить матрицу K
N
 в виде  необходимо вычислить 

подматрицы Γ
i
:

,

где γ
1i
 = 1, γ

2i
 = exp(–α(t

i+1
 – t

i
)).

Замечание 6.5. Если подматрица K
ii
 = 0 или вырождена, то можно 

найти Γ
i
 с помощью любого неравного 0 и невырожденного K

ij
, исполь-

зуя соотношение .

Замечание 6.6. Можно заметить, что полученные значения γ
1i
 и γ

2i
 для 

первой и второй компонент Z(t) равны γ
i
, соответственно, в примерах 4.1 

и 4.3, где рассматривались соответствующие одномерные КМ-процессы.

Для вычисления ненулевых подматриц матрицы  необходимо 

предварительно вычислить подматрицы A
i
 и  и M

i
 :

;

.
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Здесь  с точностью до постоянного множителя совпа-

дает с α
i
 в примере 4.1, а  – с величиной α

i
  

в примере 4.3.

Отсюда 

,

где  ; 

 ;

где  . 

Найдем подматрицы M
i
, которые вместе с подматрицами Γ

i
 и  опре-

деляют все 3n – 2 ненулевых подматриц  и  

матрицы :

;

;

Более простые выражения получаются для равномерного плана . 

Пусть t
0
 = 0, t

1
 = τ, t

2
 = 2τ и т.д. Пусть σ

1
 = σ

2
 = σ. Тогда Γ

1
 = Γ

2
 = ... Γ

n–1
 = Γ; 

A
1
 = A

2
 =... = A

n
 = A; M

1
 = M

2
 =... = M

n–1
 = M и

,

где γ = exp(–ατ): .
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При этом выражения для ненулевых подматриц  и 

 матрицы  получаются довольно громоздкими 

даже для равномерного плана. Поэтому, чтобы посмотреть на структуру 

матрицы  в целом, запишем ее следующим образом.

Обозначим 

.

Тогда  можно представить в виде:

       (6.75)

или    

Найдем общий вид подматриц AΓ и ΓTA для равномерного плана  

и подставим их, а также М, в (6.75). В результате этого получаем общий 

вид матрицы Q
N 

(см. рис. 6.3 ниже).

Чтобы перейти от матрицы  к матрице  надо выполнить пре-

образование (6.59). Обозначим ; .

Тогда с учетом структуры матрицы , получаем:

 . .

Общий вид матрицы G
N
 приведен на рис. 6.4.
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Рис. 6.3. Общий вид матрицы Q
N

Рис. 6.4. Общий вид матрицы G
N
:

A
1
 = 2ατ; A

2
 = –ατ; Γ

1
 = 1 – γ2; Γ

2
 = –γ(1 – γ); Γ

3
 = –(1 – γ); Γ

4
 = (1 – γ4)/2; Γ

5
 = –γ/2

Можно видеть, что элементы левой верхней (n×n) подматрицы G
N
 

с точностью до постоянного множителя τ2 совпадают с элементами ма-

трицы (4.33) для винеровского процесса, а элементы нижней правой (n×n) 
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подматрицы с точностью до постоянного множителя σ4(1 – γ2)2/(2α) со-

впадают с элементами матрицы (4.38), рассмотренной в примере 4.3.

Матрица W
N
 соответственно будет равна:

где a
11

, a
12

, a
21

, a
22

 – элементы подматрицы A–1.

Пример 6.2. Отличается от примера 6.1 тем, что в качестве Z
2
(t) ис-

пользуется стационарное решение второго уравнения системы (6.74б). 

При этом

где τ = s – t.
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Тогда при τ
i
 = t

i+1
 – t

i
 > 0, получаем 

   ;

      ,

где . 

Отсюда находим подматрицы Γ
i
:

   ,

которые совпадают с подматрицами Γ
i
 для примера 6.1. Находим

   ;

   ;

где ;

  ;

      (t
0
 = 0);
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где .

Таким образом, в данном случае вид подматриц Γ
i
 , A

i
  

и M
i
  полностью совпадает с видом соответствующих подматриц 

для примера 6.1, отличаются только начальные подматрицы A
1
 и M

1
. Это 

имело место и в случае одномерных КМ-процессов в примерах 4.2 и 4.3.

Пример 6.3. Рассмотрим стационарный двумерный КМ-процесс Z(t) 

с матричной ковариационной функцией

. (6.77а)

Матричная функция K(s,t) удовлетворяет марковскому условию 

(6.50), но ни один из ее элементов k
11

(τ), k
12

(τ), k
21

(τ), k
22

(τ) в отдельности 

этому условию не удовлетворяет. Таким образом, Z(t) есть КМ-процесс 

с немарковскими и немарковски связанными компонентами.

При нормальном законе распределения, центрированная составляющая 

Z(t) при Z
1
(0) = Z

2
(0) = 0 совпадает со стационарным решением системы СДУ

  (6.77б)

где N(t) – нормальный белый шум с единичной дисперсией.

Компонента Z
1
(t) является квадратично дифференцируемой функци-

ей, а компонента Z
2
(t) – недифференцируемая функция, представляю-

щая собой производную от Z
1
(t).

Далее, без потери общности будем полагать σ2 = 1. Тогда подматри-

цы ковариационной матрицы K
N
 измерений Z(t) в точках плана , вли-

яющие на формирование ненулевых элементов матрицы , будут при 

τ
i
 = t

i+1
 – t

i
 > 0  иметь вид (ниже :

      .
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Отсюда

   .

Для вычисления элементов матрицы  необходимо предваритель-

но вычислить подматрицы  и M
i
 :

где γ
i
 = exp(–ατ

i
). Отсюда, при , получаем

где .

Можно получить также, что 

где .

Отсюда, при , получаем
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При i = 1:

   

Зная подматрицы , Γ
i
  и M

i
  легко вы-

числить ненулевые подматрицы матрицы  с помощью формул (6.56) 

не прибегая к известным процедурам обращения матриц.

Интересно, что подматрицы A
i
 при  и M

i
 при  полно-

стью совпадают с заменой τ
i–1

 в A
i
 на τ

i
 в M

i
 (здесь необходимо принять во 

внимание, что ).

Более простые выражения, как и в предыдущих примерах, по-

лучаются для равномерного плана . В этом случае, τ
i
 + τ = const, 

γ
i
 + γ = const, Γ

1
 = Γ

2
 = ... Γ

n–1
 = Γ; A

2
 = ... = A

n
 = A; M

2
 = ... = M

n–1
 = M; 

A
1
 = M

1
 = K

1
 = K.

При этом:

   ;

где .

Отсюда, при , получаем

Так как процесс Z(t) стационарный, все найденные величины и под-

матрицы не зависят от t
0
.
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Пример 6.4. Рассмотрим двумерный стационарный процесс Z(t), 

определяемый матричной ковариационной функцией

 (6.78а)

Функция K(τ) удовлетворяет векторному условию (6.50), k
22

(τ) – ска-

лярному условию (2.12), а k
12

(τ) удовлетворяет (2.12) только при τ > 0, 

а k
21

(τ), наоборот, только при τ < 0. Таким образом, мы имеем дело 

с двумерным КМ-процессом, первая компонента которого является 

дифференцируемым немарковским процессом, а вторая компонента – 

одномерным КМ-процессом. При этом, связи между компонентами яв-

ляются, соответственно, полумарковскими (сравни с примером 6.3).

В классе нормальных случайных процессов, Z(t) совпадает со случай-

ным процессом, являющимся стационарным решением при Z(0) = 0 СДУ

 , (6.78б)

где N(t) – белый шум с единичной эффективностью.

Процесс Z
1
(t) при одинаковых начальных условиях совпадает с про-

цессом Z
1
(t) в примере 6.3 (это можно проверить, исключив из систем 

(6.77б) и (6.78б) переменную Z
2
(t), в обоих случаях мы получим одно 

и то же СДУ 2-го порядка относительно переменной Z
1
(t)). Из системы 

(6.78б) также видно, что компонента Z
2
(t) является одномерным марков-

ским процессом (см. примеры 3.4 и 3.5).

Далее без потери общности будем полагать σ2 = 1. Тогда подматри-

цы ковариационной матрицы K
N
 измерений Z(t) в точках плана , вли-

яющие на формирование ненулевых элементов матрицы , будут при 

τ
i
 = t

i+1
 – t

i
 > 0 и  иметь вид (ниже ):
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Отсюда

   .

Видно, что элемент γ
22,i

 = exp(–ατ
i
) матрицы Γ

i
 равен величине в при-

мере 6.1 и величине γ
i
 в примерах 4.2 и 4.3. Кроме того, из примеров 6.1–

6.3 и данного примера можно сделать вывод, что если μ-я компонента 

векторного процесса есть КМ-процесс, то элемент γ
μμ,i

 подматрицы Γ
i
, 

соответствующий этой компоненте, совпадает со значением γ
i
, вычис-

ленным для соответствующего одномерного КМ-процесса. Если связь 

между компонентами Zν(s) и Z
μ
(t) марковская, как при s < t, так и при 

s > t, то γνμ,i
 = γ

μν,i
 = 0. Если связь между компонентами Zν(s) и Z

μ
(t) мар-

ковская только при s < t (или наоборот), то нулю равняется только одна 

из величин γνμ,i
 или γ

μν,i
.

Для вычисления элементов матрицы  необходимо предваритель-

но вычислить подматрицы  и M
i
 :

,

где γ
i
 = exp(–ατ

i
). Отсюда, при , получаем

где ; .
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Отметим, что определители подматриц A
i
 при  в данном 

примере и примере 6.3 отличаются только постоянным множителем 

2α2 (или 1/(2α2)).

Можно получить, что

где .

Отсюда, при , получаем

.   

Зная подматрицы , Γ
i
  и M

i
  легко вы-

числить ненулевые подматрицы матрицы  с помощью формул (6.56) 

не прибегая к операции обращения матриц.

Интересно, что как и в примере 6.3, подматрицы A
i
 при  и M

i
 

при  полностью совпадают с заменой τ
i–1

 в A
i
 на Δ

i
 = τ

i
 + τ

i–1
 

в M
i
 (здесь необходимо принять во внимание, что ).

В случае равномерного плана τ
i
 + τ = const, Δ

i
 + Δ = const, 

γ
i
 + γ = const, Γ

1
 = Γ

2
 = ... Γ

n–1
 = Γ, A

2
 = ... = A

n
 = A, M

2
 = ... = M

n–1
 = M. 

При этом

   

    

где ; .
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Отсюда, при , получаем

   

Так как процесс Z(t) стационарный, все найденные величины и под-

матрицы не зависят от t
0
.

Пример 6.5. Рассмотрим двумерный нестационарный процесс 

Z(t) = (Z
1
(t), Z

2
(t))T, для которого

  (6.79а)

Из (6.79а) видно, что связь между процессами Z
1
(t) и Z

2
(t) кова-

риационно марковская при s < t и немарковская при s > t. Обратная 

связь, наоборот, ковариационно марковская при s > t и немарков-

ская при s < t.

В классе нормальных процессов, центрированная составляющая Z(t) 

совпадает с двумерным марковским процессом, задаваемым СДУ при

 , (6.79б)

где N(t) – белый шум с эффективностью σ2, Z(0) = 0, t
0
 = 0.

Первая компонента (6.79б) является дифференцируемым немарков-

ским процессом (винеровским процессом второго порядка), а вторая 

компонента марковским процессом (винеровским процессом первого 

порядка (см. пример 3.1)). Компонента Z
2
(t) является производной от 

первой компоненты.
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Далее примем σ2 = 2. Тогда, как и в предыдущих примерах, получаем 

при t
i
 < t

i+1
:

      ;

   .

Отсюда

   .

Вычислим подматрицы A
i 
  и M

i
 : 

,

где τ
i–1

 = t
i+1

 – t
i
, 

Подматрица A
i
 при  совпадает с матрицей K

ii
 с заменой τ

i–1
 в A

i
 

на t
i
 в K

ii
.

      .

Вычислим

где Δ
i
 = t

i+1
 – t

i–1
 = τ

i
 + τ

i–1
.
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Отсюда

; при ;      

Подматрицы M
i
 совпадают с подматрицами A

i
 и K

ii
 с заменой t

i
 в K

ii
 

или τ
i–1

 в A
i
 на Δ

i
 в M

i
.

В случае равномерного плана  при t
0
 = 0 и t

1
 = τ, t

1
 = 2τ и т.д. под-

матрицы Γ
1
 = Γ

2
 = ... Γ

n–1
 = Γ; A

1
 = A

2
 = ... A

n
 = A, M

1
 = M

2
 = ... M

n–1
 = M. 

При этом

      

где τ = t
i+1

 – t
i
 = const; Δ = t

i+1
 – t

i–1
 = 2τ = const.

При этом подматрицы Γ, А и М зависят от единственного параметра τ.

;

C
i+1,i

 = C
i,i+1

 . Матрица , преобразованная к виду  имеет 

простой вид, представленный на рис. 6.5.
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Рис. 6.5. Общий вид матрицы 

Анализ всех приведенных в данном разделе примеров позволяет сде-

лать следующие выводы:

1. В случае нестационарных процессов выражения для подматриц K
ii
, 

A
i
  и M

i
  получаются подобными с заменой переменной 

t
i
 в подматрице K

ii
 на τ

i–1
 = (t

i
 – t

i–1
) в A

i
, или, с заменой t

i
 в K

ii
 на Δ

i
 = (t

i+1
 – 

t
i–1

) в M
i
. Для начальных подматриц K

11
, A

1
, M

1
, переменная t

1
 в подматри-

це K
ii
 заменяется на (t

1
 – t

0
) в A

1
, или, на (t

2
 – t

0
) в подматрице M

1
.

2. В случае стационарных процессов вышесказанное имеет место 

только для подматриц A
i
  и M

i
 . При этом, переменная 

τ
i–1

 в A
i
 соответствует переменной Δ

i
 в M

i
. Подматрицы A

1
 и M

1
 в этом слу-

чае равняются K
11

.

3. Если μ-я компонента векторного КМ-процесса – одномерный 

КМ-процесс, то диагональный элемент γ
μμ,i

 подматрицы Γ
i
, соответству-

ющий этой компоненте, совпадает со значением γ
i
, вычисленным для со-

ответствующей компоненты.

4. Если связь между компонентами Z
v
(s) и Z

μ
(t)  марковская 

как при s < t, так и при s > t, то γνμ,i
 = γ

μν,i
 = 0. Если связь между компо-

нентами Z
v
(s) и Z

μ
(t) марковская только при s < t (или наоборот, только 

при s > t), то нулю равняется только одна из величин γνμ,i
 или γ

μν,i
.

5. Для ковариационной матрицы K
N
 измерений в точках равно-

мерного плана , подматрицы Γ
1
 = Γ

2
 = ... Γ

n–1
 = Γ; A

2
 = A

3
 = ... A

n
 = A; 

M
2
 = M

3
 = ... M

n–1
 = M. В случае нестационарных процессов подматри-

цы A
1
 и M

1
 совпадают с подматрицами A и M, соответственно, если t

0
 = 0 
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и t
1
 = τ, t

1
 = 2τ, ..., t

n
 = nτ. В случае стационарных процессов подматрицы 

A
1
 и M

1
 равняются K

ii
 = K.

6. В случае, когда векторный КМ-процесс представляет собой совокуп-

ность независимых или марковски связанных одномерных КМ-процессов, 

диагональные подматрицы матрицы G
N
 (см. пример 6.2) с точностью до по-

стоянного множителя совпадают с обратными ковариационными матрица-

ми измерений соответствующих одномерных КМ-процессов (здесь имеется 

ввиду, что измерения векторного и соответствующих скалярных процессов 

проводятся в точках одного и того же плана ).

7. Для равномерных планов подматрицы Γ
i
, A

i
 и M

i
, а следовательно 

и элементы обратной матрицы  (или ) зависят только от единствен-

ного параметра τ – интервала между точками измерений, независимо от 

того – стационарный это процесс или нестационарный. Отметим, что для 

процессов общего вида, это имеет место только в стационарном случае.

6.7. Обзор некоторых новых работ, 
связанных с трехдиагональными, ленточными 

и блочно-ленточными матрицами и марковской 
аппроксимацией немарковских процессов

Исследованию матриц, имеющих диагональную структуру, по-

священо много работ, в качестве примера можно привести работы 

[1–5, 230, 232]. Как наиболее общую, надо особо отметить статью 

G. Meurant, 1992 [230], где приведен детальный обзор и анализ резуль-

татов изучения свойств инверсий к симметричным трехдиагональным, 

блочно-трехдиагональным и ленточным матрицам. В статье обобщены 

многие результаты и приведена достаточно полная (34 наименования) 

библиография публикаций в этой области, начиная с 1944 по 1992 годы. 

Обзор начинается с первой публикации Московица, D. Moskovitz, 1944 

[231], в которой приведены аналитические выражения для задач, рассма-

тривающих 1D и 2D модели Пуассона.

Связь матриц, инверсии которых имеют диагональную структуру с мар-

ковскими процессами Гаусса-Маркова изучена в работах [221–225, 229, 237]. 

В работе [221], посвященной ассимиляции данных при изучении боль-

ших, многомерных, время-зависимых полей за счет учета структуры ма-

трицы измерений удалось построить 4 экономичных алгоритма фильтра 

Калмана-Бьюси, снижающие вычислительные затраты до 2-х порядков, 

относительно известных алгоритмов. Такая возможность появляется 

в том случае, когда ошибки измерений аппроксимируются Марков-

ским случайным полем (Markov random fields).В этом случае, инверсия 

ковариационной матрицы ошибок измерений поля, имеет ленточную 
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структуру, что позволяет нам построить экономичные в вычислитель-

ном аспекте алгоритмы. Учет разреженности измерений, характерный 

для рассматриваемых в статье задач (например, результаты спутникового 

сканирования) делают возможным получение алгоритмов, которые яв-

ляются еще более эффективными.

В работе [222] рассматриваются матрицы, инверсии которых являют-

ся ленточными. В работе, трехдиагональная матрица представляется как 

Адамарово произведение трех матриц. Это приводит к очень интересному 

результату. когда случайный процесс Гаусса-Маркова представляется в виде 

произведения трех независимых процессов: прямого и обратного процессов 

с независимыми приращениями и процесса со стационарной дисперсией. 

Здесь мы можем увидеть связь между матрицами, входящими в разложение 

трехдиагональной матрицы и процессами, входящими в разложение слу-

чайного процесса Гаусса-Маркова. В этом смысле, положительно определен-

ные симметричные матрицы с ленточными инверсиями можно рассматривать 

как одну из форм представления случайных процессов Гаусса-Маркова.

В работе [223] получены алгоритмы обращения L – блочно ленточ-

ных матриц, инверсии которых также являются L – блочно-ленточны-

ми. Полученные алгоритмы обращения применены к задачам обработки 

сигналов, когда используется фильтрация Калмана-Бьюси (ФКБ). При 

этом ковариационные матрицы аппроксимируются блочно-ленточной 

матрицей. Это дает возможность уменьшить вычислительную сложность 

алгоритмов на 2 порядка и сделать ФКБ алгоритмы осуществимыми для 

решения задач большой размерности.

В [230] есть ссылка на работу Barret, 1979 [232], в которой введено 

понятие «свойство треугольника» (Матрица R имеет «свойство треуголь-

ника», если R
ij
 = (R

ik
R

kj
) / R

kk
); матрица, имеющая «треугольное свойство» 

и ненулевые диагональные элементы имеет трехдиагональную инвер-

сию и наоборот). Надо отметить, что «свойство треугольника», введеное 

в [232] совпадает с дискретной формой условия на вид ковариацион-

ной функции марковского процесса в широком смысле, приведенном 

в книге Дуба, 1953, Theorem 8.1 [1]. Мы фокусируемся на этом, так как 

на результаты теоремы 8.1 опираются многие результаты, приведенные 

в приложении 1, связанные с исследованиями связи матриц, инверсии 

которых являются трехдиагональными, блочными или блочно-трехди-

агональными матрицами с ковариационными матрицами ординарных 

(простых) марковских процессов, многосвязных марковских процессов 

и векторных марковских случайных процессов.

Обобщая содержание этих статей можно отметить, что во всех этих 

работах изучаются алгоритмы обработки сигналов, имеющих марковское 
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свойство. При этом структура матриц, входящих в алгоритмы обработки 

таких сигналов позволяет получить эффективные вычислительные алго-

ритмы, позволяющие решать задачи больших размерностей. 

Задача аппроксимации произвольных случайных процессов мар-

ковскими процессами рассмотрена в работах [222, 223, 225], в которых 

рассмотрены задачи аппроксимации ковариационной матрицы произ-

вольного гауссовского процесса ковариационной матрицей, инверсия 

к которой является ленточной матрицей. Информационные потери та-

кой аппроксимации оценены в работе [226]. В этих работах также пока-

зано, что для обращения таких матриц необходимо знание только эле-

ментов прямой матрицы, лежащих внутри ленты шириной 2m + 1. 

Также вопросы аппроксимации немарковских процессов марковски-

ми рассмотрены в работах [227, 228, 237, 233–235].

В работе [227], посвященной построению оптимальных детекторов 

последовательностей, представлено несколько классов новых субопти-

мальных детекторов последовательностей, полученных путем замены 

ковариационной матрицы исследуемого процесса ковариационной ма-

трицей марковского процесса. В статье [228] также рассмотрены вопро-

сы марковской аппроксимации немарковских процессов.

Выводы по главе 6 и общий вывод по главам 4–6

1. Показано, что в отличие от скалярного случая, для векторных про-

цессов появляются различные возможные способы формирования кова-

риационной матрицы измерений (КМИ), из которых рассмотрены две. 

Первый способ заключается в построении КМИ m-мерного векторного 

процесса из m2 блоков, представляющих собой ковариационные и вза-

имные ковариационные матрицы измерений отдельных компонент про-

цесса. Второй способ заключается в формировании КМИ векторного 

процесса из n2 блоков, представляющих собой значения матричной ко-

вариационной функции процесса в заданных n точках. Таким образом, 

первый способ формирования КМИ можно назвать компонентным, 

а второй – точечным (поточечным). Получен вид матрицы перестанов-

ки, с помощью которой КМИ векторного процесса может быть легко 

преобразована из одной формы представления в другую.

2. Сформулированы задачи линейной оптимальной фильтрации 

и параметрической идентификации векторных случайных процессов. 

Показано, что в зависимости от способа построения КМИ векторного 

процесса можно построить две различные схемы обработки наблюдений 

для этих задач. Подробно рассмотрено построение оптимальных ОМНК-

оценок в задачах линейной фильтрации и идентификации для двух от-
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меченных схем обработки измерений. Проанализированы различные 

частные случаи этих задач. Показано, что при точечном способе фор-

мирования КМИ, результаты, полученные для скалярных процессов, 

легче переносятся на векторный случай, чем при компонентном фор-

мировании КМИ.

3. Проанализированы свойства отдельных компонент векторного 

КМ-процесса и их влияние на вид матричной ковариационной функции 

процесса. Получены условия, которым должны удовлетворять ковариа-

ционные и взаимные ковариационные функции отдельных компонент 

двумерного и стационарного m-мерного КМ-процесса.

4. Найден общий вид КМИ векторного КМ-процесса в точках упо-

рядоченного плана для рассмотренных двух способов формирования 

КМИ. Показано, что для первого способа построения КМИ, обратная 

к ней матрица будет состоять из m2 трехдиагональных n×n блоков, а для 

второго способа – будет представлять блочно-трехдиагональную матри-

цу с блоками m×m. Получены простые рекуррентные соотношения для 

вычисления ненулевых элементов обратных матриц и величины опреде-

лителя КМИ. Теорема о КМИ скалярного КМ-процесса в точках плана 

общего вида (неупорядоченного плана) обобщена на векторный случай.

5. Рассмотрены вопросы эффективности использования ОМНК-

оценок в задачах с КМ-процессами. Показано, что если в общем случае, 

число арифметических операций, необходимых для обращения КМИ, 

пропорционально (nm)2, то для КМ-процессов оно пропорционально 

m3, а от n зависит линейно. При m << n это дает существенный выигрыш 

в числе необходимых арифметических операций для обращения КМИ. 

Для КМ-процессов также уменьшается объем памяти, требуемый для 

хранения КМИ (или обратной к ней матрицы), так как можно хранить 

только элементы блоков, влияющих на формирование ненулевых элмен-

тов обратной матрицы.

6. Выведены рекррентные соотношения нахождения оптимальных 

ОМНК-оценок для точечной схемы обработки измерений векторного 

случайного процесса и показано, что для КМ-процессов они принима-

ют тривиальный вид. При этом, операции с матрицами (n×m)×(n×m) или 

(р×m)×(n×m) заменяются на операции с (m×m) подматрицами этих матриц.

7. Рассмотрены примеры вычисления подматриц КМИ для пяти 

характерных двумерных КМ-процессов. Найдены аналитические соот-

ношения с помощью которых можно вычислить элементы ненулевых 

подматриц обратной матрицы. Приведен подробный анализ влияния 

свойств отдельных компонент двумерного КМ-процесса на вид аналити-

ческих выражений для элементов обратной матрицы.
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7. ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА В ЗАДАЧАХ 
ОЦЕНИВАНИЯ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ

Наряду с задачами оценивания важное значение при исследовании слу-

чайных процессов имеют и задачи планирования эксперимента (ПЭ). В гла-

ве 1 сформулирована, в достаточно общем виде, математическая постановка 

задачи ПЭ по оцениванию заданных характеристик случайного процесса. 

При этом предполагается, что цель ПЭ заключается в таком размещении из-

мерений в заданной области T
u
, которое обеспечивает наибольшую, в смыс-

ле выбранного статистического критерия, точность получаемых оценок (при 

заданном числе измерений и выбранном методе построения оценок).

В качестве оцениваемых параметров могут выступать параметры 

модели математического ожидания процесса (регрессионный анализ 

случайных полей), значения наблюдаемого процесса (задачи интерпо-

ляции и экстраполяции), значения процесса статистически связанного 

с наблюдаемым (задача фильтрации). ПЭ для задач оценивания пара-

метров математического ожидания процесса обычно называется плани-

рованием регрессионных экспериментов.

Было отмечено, что аналитическое построение оптимальных планов 

для задач оценивания случайных процессов чрезвычайно сложно и в на-

стоящее время решено только для простейших случаев. Более универ-

сальными оказываются численные методы синтеза оптимальных планов, 

которые не зависят от вида модели математического ожидания, вида 

ковариационной(ых) функции(й) процесса, размерности аргумента t, 

конфигурации области планирования T
u
 (при размерности t > 1). Но эф-

фективность численных процедур для случайных процессов общего вида 

быстро падает с увеличением размерности задачи. Особенно это касается 

численных процедур, в основе которых лежит обобщенный метод наи-

меньших квадратов (ОМНК). По этим причинам, применение числен-

ных процедур ограничено синтезом планов с небольшим числом точек.

Таким образом, весьма актуальной является задача построения эффек-

тивных процедур планирования, учитывающих класс исследуемых случай-

ных процессов и позволяющих строить планы с большим числом точек. 

Из результатов глав 4–6 можно ожидать, что для КМ-процессов возможен 

синтез более простых и быстродействующих, относительно процедур для 

процессов общего вида, алгоритмов синтеза оптимальных планов. Поэто-

му в данной главе рассматриваются вопросы численного поиска оптималь-

ных или квазиоптимальных планов для задач оценивания одномерных 
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КМ-процессов. Возможности обобщения получаемых результатов на 

скалярные m-связные КМ-процессы и векторные КМ-процессы видна 

из контекста.

Для конкретности рассматривается задача ПЭ, целью которой явля-

ется линейная фильтрация с использованием оценок ОМНК скалярного 

случайного процесса с одновременной параметрической идентификаци-

ей его математического ожидания. Важным частным случаем этой зада-

чи является параметрическая ОМНК-идентификация линейной модели 

математического ожидания процесса.

7.1. Постановка задачи планирования эксперимента 
при фильтрации и параметрической идентификации 

случайных процессов

Пусть наблюдается случайный процесс Z(t), описываемый моделью

 Z(t) = Y(t) + V(t) = η(t) + ξ(t) + V(t),   t  T, (7.1)

представляющий собой сумму полезного (фильтруемого) Y(t) и шумово-

го V(t) случайных процессов, удовлетворяющих предположениям:

 , (7.2)

где f(t) = (f
1
(t), ..., f

p
(t))

T
 – вектор известных линейно-независимых детер-

минированных функций; B = (β
1
, ..., β

p
)

T
 – вектор неизвестных параме-

тров; Т – область действия (7.1).

Предположим, что поставлена задача на основе эксперимента, пред-

ставляющего собой дискретные измерения в интервале T
u
  T одной 

реализации процесса Z(t) найти оптимальные ОМНК-оценки значений 

процесса Y(t) в заданной области T
o
  T. Промежуточным этапом этой 

задачи фильтрации является поиск оптимальных ОМНК-оценок адди-

тивных составляющих η(t) и ξ(t) процесса Y(t) и вектора параметров B.

При проведении эксперимента могут использоваться различные 

дискретные схемы измерений, которые мы будем называть n-точечными 

планами эксперимента:

1) общего вида ;

2) возрастающими ;

3) равномерными ,

где Δ – интервал между точками измерений. Для всех планов t
i
  T

u
  T.
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Оптимальная (т.е. совпадающая с наилучшей линейной несмещен-

ной оценкой) ОМНК-оценка процесса Y(t) по измерениям Z(t) в точках 

ε
n
, определяется выражениями [145]:

 , (7.3)

где   (7.4)

– оптимальная ОМНК-оценка центрированного процесса ξ(t);

   (7.5)

– оптимальная ОМНК-оценка детерминированного процесса η(t);

  (7.6)

– оптимальная ОМНК-оценка вектора параметров B.

В (7.3)–(7.6) z
n
 = (z(t

1
), ..., z(t

n
))

T
 – вектор измерений Z(t) в точках 

ε
n
; F

n
 = [f(t

1
), ..., f(t

n
)] – матрица значений вектора f(t) в точках ε

n
;  – 

матрица, обратная ковариационной матрице K
n
 вектора измерений z

n
; 

 – вектор ковариаций вектора z
n
 со зна-

чением  в точке t (здесь k
zy

(s, t) = k
zξ = kξ(s, t) + k

vξ(s, t));

  (7.7)

– ковариационная (дисперсионная) матрица оптимальных ОМНК-

оценок .

Пусть , ,  – 

ошибки оценок (7.3)–(7.5), , ,  – дисперсии этих оши-

бок. Тогда дисперсия ошибки предсказания процесса Y(t) в точке t
0
  T

0
 

по измерениям Z(t) в точках ε
n
 определяется выражением

 ,  (7.8)

где   (7.9)

– дисперсия ошибки предсказания составляющей ξ(t) в точке t
0
;  – 

дисперсия процесса Y(t) в точке t
0
;
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  (7.10)

– дисперсия ошибки предсказания математического ожидания η(t) 

в точке t
0
, совпадающая с дисперсией  оценки ;

  (7.11)

– ковариация ошибок предсказания процессов ξ(t) и η(t) в точке t
0
.

Из выражений (7.7)–(7.11) видно, что дисперсия ошибки ΔY
n
(t) 

в точке t
0
  T

0
 зависит от расположения точек измерений t

i
  в об-

ласти T
u
, т.е. от плана ε

n
 и не зависит от вектора измерений Z

n
. Поэтому, 

если известны ковариационная функция k
z
(s, t) и взаимная ковариацион-

ная функция k
zy

(s, t), то здесь можно поставить задачу планирования экс-

перимента (ПЭ), заключающуюся в априорном (до проведения экспери-

мента) выборе оптимального в некотором смысле плана эксперимента ε
n
.

Пусть E
n
 – класс всех n-точечных планов вида ε

n
. Чтобы отме-

тить зависимость величин , ,  и матрицы D
n
 от пла-

на ε
n
, будем обозначать их дальше, соответственно, через ,

,  и D(ε
n
). Тогда задачу оптимального ПЭ по оценива-

нию значения процесса Y(t) в точке t
0
  T

0
 с помощью измерений про-

цесса Z(t) в точках плана ε
n
  E

n
 можно сформулировать следующим 

образом: найти план эксперимента , который минимизирует дис-

персию , т.е. 

 . (7.12)

План , найденный в соответствии с условием (7.12) называется оп-

тимальным экстраполяционным планом [111]. Здесь не делается различия 

для случаев, когда T
0
  T (задача интерполяции) и T

0
  T (задача экстра-

поляции), так как с точки зрения алгоритмов планирования экспери-

мента эти задачи эквивалентны.

Кроме рассмотренной задачи ПЭ, минимизирующего , можно 

поставить задачи поиска планов, минимизирующих дсиперсии , 

 или некоторый выпуклый функционал  от матрицы D(ε
n
), по-

зволяющий сравнивать между собой матрицы D(ε
n
) для различных планов 

ε
n
. Тогда задача оптимального ПЭ, минимизирующего указанные величины 

будет выглядеть следующим образом: найти план , для которого

 , (7.13)
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или  , (7.14)

или  . (7.15)

Критерии (7.12)–(7.14) можно обобщить на более общий случай, 

когда надо построить план, минимизирующий дисперсию ошибки пред-

сказания не в одной, а в группе точек t
i
  T

0
  Но при этом надо 

задаться какой-то скалярной функцией  от вектора 

, 

позволяющей сравнивать между собой различные планы эксперимента. 

В качестве  часто используются функции вида

      и .

В этом случае, условие (7.12) принимает вид

 . (7.16)

Соответственно, можно переписать в виде (7.16) и условия (7.13), (7.14).

Критерии (7.14) и (7.15) можно рассматривать по отношению к бо-

лее простой модели случайного процесса

 Z(t) = BTf(t) + V(t),   t  T, (7.17)

где EV(t) = 0;  EV(s)V(t) = EZ(s)Z(t) = k(s, t). Векторы B и f(t) имеют тот же 

смысл, что и в (7.2).

Наиболее подробно в литературе рассмотрены вопросы планиро-

вания регрессионных экспериментов, т.е. поиска планов, удовлетворя-

ющих (7.15) для модели (7.17). При этом, в зависимости от вида функ-

ционала  различают A-, E-, D-, G-оптимальные планы и ряд других. 

Ниже наиболее подробно рассматривается построение D-оптимальных 

планов, когда 

.

Планы, удовлетворяющие (7.15) мы будем называть Ψ – оптималь-

ными планами.

В классических работах по планированию регрессионного экспе-

римента (см., например, [89, 94, 97–103, 110, 187a–187 c, 160–187] на-

блюдения (измерения) считаются, как правило, независимыми (некор-

релированными) случайными величинами с известными дисперсиями. 
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Первыми работами, в которых рассматривались вопросы планирования 

эксперимента для коррелированных наблюдений, были работы Сакса 

и Илвисэйкера [181]. При этом оказалось удобным интерпретировать 

коррелированные наблюдения как измерения реализации случайного 

процесса с заданной ковариационной функцией. Математическая фор-

мулировка задачи ПЭ, рассмотренной в [181], совпадает с (7.15) при ус-

ловии, что процесс задан в виде модели (7.17).

Работы Сакса и Илвисэйкера были обобщены в работах [166, 182–

185] на процессы авторегрессии, скалярные и векторные случайные 

процессы, задаваемые стохастическими дифференциальными урав-

нениями. В работе [217] показаны особенности и сложность решения 

задачи (7.15) для случайных процессов с многомерным аргументом 

(случайных полей).

Аналитическое построение планов , удовлетворяющих (7.15), 

а тем более (7.12), возможно только в простейших случаях. Здесь надо 

отметить тот примечательный факт, что большинство аналитических 

результатов, полученных в [180–184, 187, 187д] относится к случайным 

процессам, центрированная составляющая которых представляет собой 

скалярный или векторный марковский процесс или компоненту векторного 

марковского процесса. В частности, получены результаты для марковских 

процессов, определяемых стохастическими дифференциальными урав-

нениями со случайными начальными условиями.

В связи с трудностью аналитического построения планов вида , 

в работах [111–113, 134–135, 138, 140–142, 145, 147–149, 152–158] разра-

ботаны численные алгоритмы решения задач (7.15) и (7.12), являющиеся 

обобщением известных численных алгоритмов последовательного и точ-

ного планирования эксперимента (см. например [97]), на случай корре-

лированных переменных. Эти результаты достаточно подробно рассмо-

трены в [145], поэтому ниже приводятся только самые краткие сведения 

о принципах построения численных процедур, необходимые для лучше-

го понимания основных результатов данной главы.

7.2. Численные процедуры планирования эксперимента

Одним из наиболее универсальных путей решения задачи ПЭ при 

оценивании случайных процессов является численный синтез опти-

мальных планов. Численные методы дают возможность построения 

процедур нахождения планов не накладывающих никаких специфи-

ческих условий на вид функций f(t) и k(s, t), работающих при размер-

ности аргумента t большем 1 и произвольной конфигурации области 

планирования T
u
 (при размерности t > 1). Что касается размерности 
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решаемой задачи и количества вычисляемых точек плана, то они огра-

ничиваются вычислительными ресурсами компьютера, используемого 

для поиска точек плана.

Все множество численных процедур построения оптимальных пла-

нов можно свести к двум базовым процедурам – численной процедуре 

построения последовательных планов эксперимента (последовательная 

процедура планирования) и численной процедуре построения точных 

планов (т.е. планов эксперимента с заданным числом точек). С неболь-

шими модификациями они позволяют строить планы оптимальные 

(квазиоптимальные) для различных критериев оптимальности планов, 

учитывающие вид априорной информации о статистической структуре 

измерений (независимые или некоррелированные измерения с равны-

ми или различными дисперсиями, коррелированные измерения и т.п.), 

произвольной размерности аргумента t, который часто интерпретируется 

как вектор входных переменных, различной области изменения входных 

переменных T
u
 и т.д. Как последовательная процедура планирования, так 

и процедура построения точных планов требуют задания начальных пла-

нов с числом точек не меньшим числа оцениваемых параметров модели 

математического ожидания процесса (см. (7.2) и (7.17)). Выбор точек на-

чального плана влияет на скорость сходимости процедур.

Рассмотрим задачу построения оптимального в некотором смысле 

плана эксперимента  для оценивания неизвестных параметров B 

в модели (7.17). Пусть , как и раньше, некоторый выпуклый функ-

ционал, сопоставляющий матрице (7.7) число и дающий возможность 

сравнивать между собой дисперсионные матрицы оценок для различ-

ных планов. Тогда, задаваясь в зависимости от выбранного критерия 

оптимальности плана раличными видами функционала , например, 

 или , можно поставить задачу оптимизации плана по 

заданному критерию оптимальности.

Последовательными Ψ – оптимальными планами , называют-

ся планы i-я точка которых  обеспечивает максимально возможное в об-

ласти T
u
, изменение величины  при фиксированном плане ε

i–1
, т.е.

 . (7.18)

Для того, чтобы матрица D(ε
i
) была невырождена, необходимо зада-

ваться начальным планом , число точек которого n
0
  p, где р – число 

оцениваемых параметров B. Таким образом, в общем случае, последова-

тельный Ψ – оптимальный план  будет функцией , но при 
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большом числе точек синтезируемого плана ε
n
 и малой величине р этим 

можно пренебречь.

Последовательная процедура достаточно проста и позволяет строить 

планы с заданной точностью, в частности, с помощью этой процедуры 

при достаточно больших n можно строить планы с непрерывными веса-

ми (непрерывные планы – в традиционной терминологии планирования 

эксперимента [97]), не зависящие от выбора начального плана экспери-

мента. С помощью последовательной процедуры можно, при достаточно 

больших n, получать оптимальные плотности распределения точек изме-

рений в заданной области [145].

Точным Ψ – оптимальным планом называется n-точечный план 

, который удовлетворяет условию

 . (7.19)

Точные Ψ – оптимальные планы еще называют планами; Ψ – опти-

мальными в классе n-точечных планов E
n
. Исходя, из тех же соображений, 

что и в случае последовательного плана, можно утверждать, что нельзя 

построить невырожденный точный план с числом точек n < p.

Процедура построения точных планов более сложна, как 

в идейном, так и в вычислительном отношении, по сравнению 

с последовательной процедурой. Но она позволяет при большом 

числе итераций синтезировать план с заданным (возможно не-

большим) числом точек n  p, малозависящий от выбора точек на-

чального плана.

Рассмотрим численную процедуру построения последовательных 

планов, удовлетворяющих условию (7.18). Процедура построения плана 

должна заканчиваться после вычисления заданного числа точек плана n 

или после достижения заданной точности γ
T
.

А. Предварительная часть процедуры

1. Задается некоторый невырожденный начальный план экспе-

римента

.

2. Для начального плана эксперимента вычисляется матрица  

по формуле (7.7).
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Б. Циклическая часть процедуры

3. Считая план ε
i
 фиксированным с известной матрицей D(ε

i
) нахо-

дится точка t*  T
u
, включение которой в план ε

i
 обеспечивает

 . (7.19)

4. Найденная точка t* включается в план эксперимента, т.е. стро-

ится план

ε
i+1

 = ε
i
 + t

i+1
,

где t
i+1

 = t*.

5. Вычисляются матрицы F(ε
i+1

), K–1(ε
i+1

) и D(ε
i+1

) для плана ε
i+1

.

6. Если выполняется хотя бы одно из условий: n  n
k
, где n

k
 – задан-

ное (конечное) число точек плана, или Ψ[D(ε
i+1

)]  γ
T
, где γ

T
 – заданная 

точность построения плана, то процедура синтеза плана заканчивается, 

в противном случае повторяются пп. 3–6.

В качестве критерия останова процедуры часто используется выпол-

нение условия

 . (7.20)

Из приведенной процедуры видно, что для эффективной ее реализа-

ции необходимо найти рекуррентные соотношения, связывающие матри-

цы F(ε
i+1

), K–1(ε
i+1

) и D(ε
i+1

) с матрицами F(ε
i
), K–1(ε

i
) и D(ε

i
) для всех i  n

0
.

Численная процедура мало изменяется, если ищется последователь-

ный план, минимизирующий величину дисперсии ошибки предсказания 

 (или  или ) для заданного начального плана 

. В этом случае условие (7.19) необходимо заменить на соответствую-

щее другое условие, например, .

Для многих критериев оптимальности нахождение (7.19) или (7.12) 

можно заменить более простой оптимизационной задачей (см. ниже).

Численная процедура построения планов с заданным числом точек n 

(точных планов), как уже отмечалось, сложнее последовательного планиро-

вания. Предварительная часть процедуры (шаги 1 и 2) выполняются точно 

также, как и для последовательной процедуры, но число точек начального 

плана n
0
 выбирается равным заданному n. Основное отличие процедур за-

ключается в выполнении 3-го шага, который и последующие шаги для про-

цедуры точного планирования выглядят следующим образом.
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3. Находится точка  текущего плана  (s = 0, 1, 2, ...), ко-

торая вносит наибольший вклад в величину  (так называемая 

«наихудшая» точка плана) и точка t*  T
u
, включение которой в план  

обеспечивает максимально возможное при заданных условиях умень-

шение величины  («наилучшая» точка из области T
u
). Другими 

словами, находится пара точек  и t*  T
u
, такая, что замена  на t* 

обеспечивает максимальное уменьшение величины  среди всех 

точек   и всех t  T
u
.

4. Точка   исключается из плана  и вместо нее под номером 

i включается точка t*, т.е. строится план .

5. Соответственно полученному плану  корректируются матрицы 

,  и .

6. Шаги 3–5 выполняются до тех пор, пока не будет достигнута за-

данная точность γ
T
 приближения к точному Ψ – оптимальному плану. 

Условие останова процедуры может иметь, например, вид (7.20).

Обычно синтез точного Ψ – оптимального плана выполняют не-

сколько раз для различных начальных планов , пока не будут найдены 

несколько планов с приблизительно одинаковыми и наименьшими зна-

чениями . Любой из этих планов может быть принят за точный 

Ψ – оптимальный план.

Из приведенных примеров видно, что численные процедуры по-

строения планов, как правило, являются итерационными и опира-

ются на реуррентные формулы вычисления соответствующих оце-

нок и их дисперсий. В следующем разделе приводятся рекуррентные 

формулы вычисления ОМНК-оценок и дисперсий, полученные для 

плана общего вида.

7.3. Рекуррентные формулы вычисления оценок и дисперсий

Рекуррентные формулы вычисления оценок (7.3)–(7.6), диспер-

сионной матрицы (7.7) и дисперсий ошибок (7.8)–(7.11) можно легко 

найти из соответствующих выражений. Пусть известны оценки (7.3)–

(7.5) для плана ε
i
. Тогда для плана ε

i+1
 их можно вычислить с помощью 

следующих выражений:

 ; (7.21)
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 ; (7.22)

 , (7.23)

где ; (7.24)

 ; (7.25)

 ; (7.26)

 ; (7.27)

 ; (7.28)

 . (7.29)

В (7.21)–(7.29) использованы обозначения

f
i+1

 = f(t
i+1

);  k
i+1

 = (k
1,i+1

, ..., k
i,i+1

)T;  k
ij
 = k

z
(t

i
, t

j
);  z

i
 = z(t

i
).

Рекуррентная формула вычисления вектора оценок параметров  

через  широко известна

 , (7.30)

где  и  определены в (7.25) и (7.26).

Также хорошо известна формула вычисления D
i+1

 через D
i
 (здесь 

D
i
 = D(ε

i
)):

 , (7.31)

где .

Рекуррентные формулы вычисления дисперсий  и 

 находятся аналогичным образом и равны:

      , (7.32)

 . (7.33)
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Ковариация ошибок предсказаний Δξ
i+1

(t) и Δη
i+1

(t) равна:

  (7.34)

Суммируя выражения (7.32)–(7.34) с учетом формулы (7.8) получаем

   (7.35)

где w
i
(t) = f(t) – q

i
(t).

Ранее было отмечено, что для многих конкретных критериев опти-

мальности решение задач (7.12) или (7.19) можно заменить более про-

стыми оптимизационными задачами. Например, если , 

то поиск (7.19) эквивалентен поиску , где

. 

Если , то поиск  эквивалентен по-

иску . В работе [111] показано, что для за-

дачи (7.12) также можно найти более простой, эквивалентный с точки 

зрения получаемого плана, критерий. Более подробно о реализации 

конкретных критериев оптимальности планов в численных процеду-

рах см. в [145].

Как видно из формул (7.21)–(7.35), рекуррентные формулы вычис-

ления оценок и дисперсий для рассматриваемой задачи являются весьма 

громоздкими с вычислительной точки зрения, требуют постоянного хра-

нения в памяти компьютера матриц  и F
i
, размеры которых зависят от 

числа точек плана. В последовательной процедуре размеры этих матриц 

возрастают по мере вычисления новых точек плана. По этим причинам, 

численные процедуры планирования, построенные на основе рекур-

рентных формул (7.21)–(7.35) не пригодны для синтеза планов с боль-

шим числом точек.

Наибольший вклад в сложность реализации численных процедур 

вносит матрица , вычисление и хранение которой представляет до-

статочно сложную задачу даже для современных компьютеров. Поэтому 

здесь, как и в задачах оценивания, важно построение более простых про-

цедур, учитывающих структуру ковариационной матрицы измерений ис-

следуемого класса случайных процессов. Как было показано в главах 4–6, 
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рекуррентные процедуры резко упрощаются для КМ-процессов. Учиты-

вая то, что все численные процедуры планирования являются итераци-

онными и построены на основе рекуррентных формул оценивания, для 

КМ-процессов можно ожидать существенного упрощения и в отноше-

нии численных процедур планирования.

7.4. Особенности применения численных процедур 
планирования для КМ-процессов

В главах 4–6 получены рекуррентные формулы ОМНК-оценивания 

для простых, m-связных и векторных КМ-процессов. При выводе этих 

формул предполагалось, что матрица, обратная ковариационной ма-

трице измерений является трехдиагональной для простых, ленточной 

с полушириной ленты m для m-связных и блочно-трехдиагональной для 

векторных КМ-процессов. Но, к сожалению, такие, удобные для вычис-

лений, структуры обратных ковариационных матриц возможны только 

для измерений в точках упорядоченных планов  и .

Рассмотрим подробнее рекуррентные формулы ОМНК, соответству-

ющие измерениям простых (односвязных) КМ-процессов в точках упо-

рядоченных планов  (i = n
0
, n

0
 + 1, n

0
 + 2...). При этом матрица  при 

любом i является трехдиагональной и вектор u
i+1

 в (7.28) принимает вид 

(см. формулы в приложении 3):

 ,  (7.36)

где γ
i
 = k

i,i+1
/k

ii
;     k

i,i+1
 = k

z
(t

i
, t

i+1
);   k

ii
 = k

z
(t

i
, t

i
).

Таким образом, при измерениях КМ-процессов в точках  вектор 

u
i+1

 имеет единственный ненулевой элемент γ
i
 в позиции i.

С учетом (7.36) рекуррентные выражения (7.24)–(7.27) для вычисле-

ния , ,  и α
i+1

 принимают тривиальный вид:

 . (7.37)

Из (7.37) видно, что при обработке результатов измерений КМ-

процессов в формулах (7.24)–(7.27) исчезают матрицы  и F
i
, а векто-

ры , z
i
 и k

i+1
 вырождаются в скалярные величины. Соответствен-

но упрощается вычисление векторов и матриц q
i
(t), , D

i
.
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К сожалению, при использовании численных процедур поиска то-

чек плана, последовательность синтезируемых точек (план) ε
n
, как пра-

вило, не является упорядоченной последовательностью вида . Дей-

ствительно, анализ приведенных численных процедур показывает, что 

первой выбирается точка, которая наиболее сильно изменяет критерий 

оптимальности плана (при заданном начальном плане), следующей вы-

бирается точка, которая также наиболее сильно изменяет этот критерий, 

но уже с учетом включения в план первой найденной точки и т.д. Есте-

ственно, рассчитывать на то, что последовательность найденных точек 

плана будет упорядоченной не приходиться. Другими словами, в процес-

се численного планирования мы имеем дело с неупорядоченными пла-

нами ε
i
 (i = n

0
, n

0
 + 1, n

0
 + 2, ...).

При этом, обратная ковариационная матрица уже не будет иметь 

регулярную структуру (трехдиагональную, ленточную или блочно-

трехдиагональную), а будет разреженной матрицей с ненулевыми 

элементами в позициях, определяемых порядком следования точек 

плана ε
n
 в плане . Естественно, что полученные ранее рекуррент-

ные процедуры не могут быть использованы в численных процеду-

рах планирования.

Анализ выражений (7.21)–(7.35) показывает, что от структуры ма-

трицы  зависят только вектор u
i+1

 и связанные с ним величины и век-

торы , , , α
i+1

. Поэтому достаточно найти рекуррентные 

процедуры вычисления этих величин и векторов для измерений КМ-

процесса в точках неупорядоченного плана ε
n
, чтобы модифицировать 

рассмотренные выше численные процедуры построения планов с учетом 

разреженности матрицы .

В случае измерений КМ-процесса в точках плана общего вида ε
n
, 

формулы вычисления вектора  и величин α
i+1

, ,  будут не-

сколько сложнее, чем формулы (7.34), соответствующие измерениям 

марковского процесса в точках планов  и . Но все же эти формулы 

будут намного проще, чем формулы (7.24)–(7.27), пригодные для оцени-

вания произвольных процессов по измерениям в точках плана ε
n
. Самым 

главным достоинством получаемых ниже формул является исключение 

необходимости хранения в памяти компьютера матриц F
i
 и , возрас-

тающих в процессе итераций.

Для вывода формул вычисления величин α
i+1

, ,  и вектора 

 в точках плана общего вида ε
n
 необходимо предварительно получить 

формулы рекуррентного обращения ковариационной матрицы измере-

ний КМ-процесса в точках ε
n
.
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Пользуясь результатами теорем 4.2 и 4.4 можно получить формулы 

вычисления матрицы  по известным: – матрице , – вектору k
i+1

 

и скалярной величине k
i+1,i+1

.

В виду громоздкости выкладок, сопутствующих получению таких 

формул, весь этот материал вынесен в приложение 4. В приложении 4 

также приведена процедура рекуррентного обращения ковариацион-

ной матрицы измерений КМ-процесса в точках упорядоченных пла-

нов вида  и .

В зависимости от расположения новой точки t
i+1

 по отношению 

к уже найденным и включенным в план ε
n
 точкам {t

1
, t

2
, ..., t

i
} формулы 

вычисления величин α
i+1

, ,  и вектора  будут различными. 

При этом можно выделить три случая. (Ниже, в отличие от матрицы  

упорядоченного плана  величины γ
i
 и α

i
, во избежание путаницы, име-

ют двойную нумерацию (индексацию), соответствующую порядковым 

номерам точек, с которыми они связаны, т.е. 

γ
ij
 = k

ij
/k

ii
;          (t

j
 > t

i
), 

где k
ij
 = k

z
(t

i
, t

j
). При этом, если j = i+1, то γ

i,i+1
 = γ

i
.

1) Если координата новой точки плана t
i+1 

(т.е. расстояние от точки 

t
i+1

 до 0) больше координат всех предыдущих точек {t
1
, t

2
, ..., t

i
}, что мож-

но записать следующим образом:

, 

где r – порядковый номер точки с максимальной координатой в плане ε
i
 

то вектор,

 , (7.38)

где . (7.39)

Из (7.38) следует, что

 . (7.40)

При r = i величина

,

т.е. совпадает с величиной α
i+1

 в (7.37).
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2) Если координата новой точки плана t
i+1

 меньше координат всех 

предыдущих точек {t
1
, t

2
, ..., t

i
}, что можно записать следующим образом: 

, 

где l – порядковый номер точки с минимальной координатой в плане ε
i
, 

то вектор

 , (7.41)

где . (7.42)

При этом величина

   (t
l
 > t

i+1
). (7.43)

3) Если новая точка плана t
i+1

 лежит между предыдущими точка-

ми плана, т.е. t
l
 > t

i+1
 > t

r
, где  и , 

то вектор,

    , (7.44)

где ; 

 .

При этом величина

  (7.45)
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Из формул (7.38)–(7.45) видно, что для КМ-процесса нет необходи-

мости на каждом i-м шаге вычислять все элементы вектора k
i+1

 . 

Достаточно знать, в первом случае, элемент k
r,i+1

, во втором случае, k
i+1,l

 

и, в третьем случае, элементы k
r,i+1

 и k
i+1,l

 этого вектора.

С учетом (7.38)–(7.45) формулы (7.24)–(7.26) в зависимости от 

взаимного расположения точки t
i+1

 и точек {t
1
, t

2
, ..., t

i
} принимают 

следующий вид.

1) Точка t
i+1

 > t
r
:

 , (7.46)

где u
r
 и α

i+1
 определены ранее в (7.39) и (7.40).

2) Точка t
i+1

 < t
l
:

 , (7.47)

где u
l
 и α

i+1
 определены ранее в (7.42) и (7.43).

3) Точка t
l
 > t

i+1
 > t

r
:

 , (7.48)

где u
r
, u

l
 и α

i+1
 определены ранее в (7.44) и (7.45).

Используя формулы (7.38)–(7.48) можно легко вычислять с помо-

щью выражений (7.21)–(7.23) и (7.30) ОМНК-оценки процессов Y(t), 

η(t), ξ(t) и вектора параметров B для планов общего вида ε
n
. С точки зре-

ния ПЭ более важно то, что формулы (7.38)–(7.48) дают возможность 

легко корректировать матрицу D
i
 и дисперсии ошибок предсказания 

, ,  при включении в план ε
i
 новой точки, не-

зависимо от расположения новой точки по отношению к точкам плана 

ε
i
. Это дает возможность при построении планов для КМ-процессов, 

удовлетворяющих критериям (7.12)–(7.15), использовать стандартные 
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численные процедуры, подобные рассмотренным выше. Но трудоем-

кость синтеза планов при этом резко снизится вследствие простоты ре-

куррентных формул ОМНК-оценивания для КМ-процессов.

Формулы (7.38)–(7.48) можно обобщить на случай скалярных 

m-связных и векторных КМ-процессов. Для предсказания с вероятно-

стью 1 значения m-связного КМ-процесса в текущий момент времени 

t
i
 надо знать его значения в m предыдущих t

i–m
, ..., t

i–1
 или в m последу-

ющих t
i+1

, .., t
i+m

 моментах времени. Поэтому, формулы, аналогичные 

(7.38)–(7.48), для многосвязных КМ-процессов должны учитывать связь 

измерения в точке t
i+1

 с измерениями в m предыдущих и m последующих 

точках плана ε
i
 (а не только в предыдущей и последующей точке как для 

простого КМ-процесса). Здесь под m предыдущими точками плана ε
i
 по-

нимаются такие его m точек, координаты которых меньше t
i+1

, но больше 

координат всех остальных точек плана. Соответствующим образом опре-

деляются последующие по отношению к t
i+1

 m точек плана ε
i
.

Для односвязных векторных процессов формулы (7.38)–(7.48) мож-

но применить практически без изменений, если считать, что скаляр-

ные величины α
i+1

, k
ij
, γ

ij
, k

zy
(t

i
, t) и т.д. представляют собой подматрицы 

размера m×m, векторы k
i+1

,  и т.д. представляют собой матрицы 

(i×m). Подробнее об этом см. в главе 6.

В заключение этого раздела рассмотрим особенности построения 

ОМНК-оценок по измерениям в точках неупорядоченного плана ε
n
. Как 

правило, в задачах обработки результатов выполненного эксперимента 

ситуаций с неупорядоченными планами, естественных для задач ПЭ, во 

многих случаях можно избежать. Действительно, если обработка ведет-

ся в реальном масштабе времени и аргумент t есть время, то измерения 

будут естественным образом упорядочены в порядке возрастания. Если 

обрабатываются результаты уже выполненного эксперимента, то также 

проще вначале упорядочить измерения в порядке возрастания координат 

точек измерений и использовать для получения оценок простые выра-

жения (7.37). Но все же на практике могут встречаться ситуации, когда 

приходится обрабатывать неупорядоченные измерения. Например, это 

может иметь место, когда аргумент t не время, а, скажем, пространствен-

ная координата и обработка ведется в реальном масштабе времени.

При этом в памяти компьютера, в отличие от случая измерений 

в точках упорядоченных планов  и , необходимо сохранять:

1) все предыдущие координаты точек измерений {t
1
, t

2
, ..., t

i
}, т.е. план ε

i
;

2) все предыдущие значения вектора измерений z
i
 = {z

1
, z

2
, ..., z

i
} 

(в случае упорядоченных планов  и  достаточно хранения только 

предыдущих значений t
i
 и z

i
).
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При практическом использовании формул (7.46)–(7.48) возможны 

две экспериментальные ситуации:

– известны функции k
zy

(s, t), k(s, t), f(t) и, следовательно, необхо-

димые значения величин k
zy

(t
i
, t), k

ij
 = k(t

i
, t

j
) и вектора f

i
(t) = f(t

i
) могут 

быть вычислены для любого момента времени t и в любых точках t
i
, t

j
  T 

;

– заданы не сами функции k
zy

(s, t), k(s, t), f(t), а их значения в точ-

ках ε
n
. В этом случае, в памяти компьютера необходимо, кроме плана 

ε
n
 и вектора z

n
, хранить также n-мерный вектор k

zy
(ε

n
, t), (n – 1)-мерный 

вектор k
n,n+1

 = (k
12

, k
23

, ..., k
n–1,n

)T – ковариаций измерений Z(t) в точках t
i
 

с измерениями в точках t
i+1

  или (n – 1)-мерный вектор коэф-

фициентов ; n-мерный вектор k
nn

 = (k
11

, k
22

, ..., k
nn

)T – дис-

персий Z(t) в точках ε
i
 и матрицу F

n
.

Чтобы исключить повторные вычисления можно и в первой экспе-

риментальной ситуации сохранять в памяти найденные ранее значения 

k
zy

(t
i
, t), k

jj
, f

j
 . В этом случае достигается известный компромисс 

между требуемыми объемами вычислений и памяти.

Выводы по главе

1. Сформулирована задача планирования эксперимента (ПЭ) при 

фильтрации и параметрической идентификации случайных процессов. 

Аналитическое решение такой задачи весьма сложно. Поэтому на прак-

тике задачи ПЭ при оценивании случайных процессов решаются, как 

правило, с помощью численных процедур, мало зависящих от вида мо-

дели случайного процесса, размерности его аргумента и конфигурации 

области планирования.

К сожалению, эффективность численных процедур планирования бы-

стро падает с увеличением размерности задачи. При этом наиболее значи-

тельный вклад в усложнение процедур вносит необходимость вычисления 

(корректировки) на каждом шаге алгоритма матрицы, обратной ковариа-

ционной матрице измерений процесса в точках синтезируемого плана.

2. Проанализированы известные численные процедуры построения 

оптимальных планов. Результаты анализа показывают, что все множество 

численных процедур планирования можно свести к двум базовым про-

цедурам – численной процедуре построения последовательных планов 

эксперимента (последовательная процедура планирования) и численной 

процедуре построения планов с заданным числом точек (процедура по-

строения точных планов). Обе процедуры требуют задания начального 
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плана эксперимента с числом точек не меньшим числа оцениваемых па-

раметров. Выбор точек начального плана влияет на оптимальность ко-

нечного (синтезированного) плана.

3. Численные методы построения планов являются итерационными 

и опираются на рекуррентными процедуры вычисления соответству-

ющих оценок и их дисперсий. Показано, что их можно легко модифи-

цировать таким образом, чтобы они учитывали разреженность обратной 

ковариационной матрицы измерений КМ-процесса в точках синтезиру-

емого плана. При этом для КМ-процессов резко сокращаются размерно-

сти векторов и матриц, входящих в процедуры планирования, и стано-

вится реальным построение планов с большим числом точек. 

4. Получены рекуррентные формулы ОМНК-оценивания для про-

стых (односвязных) КМ-процессов в точках плана общего вида, со-

ставляющие основу процедур планирования. Эти формулы зависят от 

положения вновь вводимой в план точки по отношению к точкам, уже 

включенным в план. В зависимости от трех возможных положений но-

вой точки по отношению к имеющимся в плане, найдены три модифи-

кации рекуррентных формул оценивания.
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8. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ

Приведенные в книге теоретические результаты имеют достаточно 

общий характер и могут быть использованы для повышения эффектив-

ности решения широкого круга задач статистики случайных процессов, 

имеющих дело с ковариационной матрицей измерений процесса или об-

ратной к ней матрицей. Поэтому основной целью этой главы является 

описание ряда прикладных задач (Лазерная доплеровская анемометрия, 

автоматизация процесса записи-восстановления голограмм, хроматогра-

фический анализ веществ), в которых применение результатов работы 

может повысить эффективность и упростить их решение. 

8.1. Лазерная доплеровская анемометрия

Лазерная доплеровская анемометрия (ЛДА) – направление современ-

ной прикладной оптики, связанное с разработкой когерентно-оптиче-

ских методов измерения скорости движения жидкостей, газов и твердых 

тел. Эти методы основаны на регистрации доплеровского сдвига частоты 

в свете, рассеянном исследуемой средой [124–126, 128–130, 195]. В ли-

тературе лазерные доплеровские анемометры часто еще называют лазер-

ными доплеровскими измерителями скорости (ЛДИС), мы ниже будем 

использовать термин – лазерные доплеровские анемометры (ЛДА). Ин-

формативные сигналы ЛДА являются результатом фотоэлектрического 

преобразования рассеянного от частиц движущейся среды светового поля 

и обработки их в первичных преобразователях доплеровского сигнала.

ЛДА являются одним из наиболее общих диагностических средств 

при измерениях потоков. Перечень достоинств ЛДА [163]:

– невозмущающие измерения – в поток не вводится зонд (щуп), т.е. 

сохраняются все характеристики потока;

– прямое измерение желаемой компоненты скорости без измерения 

других компонент;

– высокие динамические пределы – измерение скорости потоков 

в пределах от микрон/с до сверхзвуковых скоростей;

– высокая разрешающая способность вследствие малости измери-

тельного объема, раскрывает широкие потенциальные возможности ЛДА.

Эти достоинства делают ЛДА идеальным инструментом для измерения 

скорости (особенно в таких «трудных» областях применения как измерение 

скорости течения крови, плазмы в клетках, измерения в агрессивных средах, 

в химических реакторах, измерение скорости потоков радиации и т.д.).
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8. Примеры применения

8.2. Принцип действия ЛДА

Рассмотрим упрощенный принцип действия ЛДА на примере двух-

лучевой дифференциальной системы [123–126, 163].

Измеряемый поток освещается двумя сфокусированными пучками 

(лучами) равной интенсивности (рис. 8.1). В точке пересечения лучей 

образуется так называемый измерительный объем (и.о.), имеющий фор-

му эллипсоида (рис. 8.2, а). Каждая частица движущейся среды, про-

ходя через и.о., рассеивает часть падающего света, который попадая на 

фотоэлемент, дает импульс тока. Величина и форма импульса фототока 

зависит от схемы построения ЛДА, оптических свойств частицы, ее тра-

ектории и скорости движения. Частота рассеянного частицей света будет 

отличаться от частоты падающего света в результате эффекта Доплера 

и пропорциональна скорости движения частицы. 

Рис. 8.1. Принцип измерения в ЛДА

                    а                                                              б

Рис. 8.2. Измерительный объем (а) и его поперечное сечение 
(интерференционная картина) (б) в точке пересечения освещающих лучей
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Связь доплеровской частоты и скорости потока описывается про-

стой формулой

 ,  (8.1)

где f
D
 – доплеровская частота; v

x
 – измеряемая в направлении Х компо-

нента скорости; λ – длина волны освещающего света (лазера); α – по-

ловина угла между освещающими (зондирующими) пучками; φ – угол 

между вектором скорости V и направлением Х.

Работа дифференциальной системы может быть описана про-

стой интерференционной моделью [126, 163]. Согласно этой модели 

в и.о. образуется интерференционная картина с периодическим про-

странственным распределением результирующего поля (рис. 8.2, б). 

Расстояние между полосами интерференционной картины d
f
 соот-

ветствует разности фаз освещающих лучей. Частица движущейся 

среды, пересекая и.о. порождает вторичный свет с частотой, про-

порциональной частоте интерференционных полос, который далее 

улавливается фотодетектором.

Характерный вид сигнала от одной частицы на выходе фотодетекто-

ра без учета шумов показан на рис. 8.3.

Рис. 8.3. Характерный вид сигнала на выходе фотодетектора
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Он обычно называется доплеровским цугом и описывается формулой

 , (8.2)

где i
0
 – амплитуда импульса; t

0
 – момент пролета рассеивающей частцы 

через центр и.о.; σ – характерная ширина импульса; ω
D
 – доплеровская 

частота; φ – фаза, зависящая от разности хода освещающих лучей и t
0
.

8.3. Статистические характеристики и модели полезных 
сигналов и шумов ЛДА

Выше отмечалось, что доплеровский сигнал представляет собой по-

следовательность цугов со случайными амплитудами и моментами по-

явления (фазами) огибающей. Поэтому задачи анализа сигналов ЛДА 

во многом подобны задачам, решаемым в статистической теории связи 

и могут быть исследованы ее методами. Наиболее близкие по постановке 

задачи рассмотрены в статистической теории лазерной связи [202].

Остановимся вначале на природе шумов ЛДА, которые можно

классифицировать следующим образом [124–126, 195]:

1) естественный шум, вызванный дискретным (фотонным) характе-

ром светового потока и соответствующим дискретным характером фото-

электронной эмиссии, так называемый «фотонный шум»;

2) шумы лазерного излучения, среди которых можно выделить шумы 

типа «белого шума» и низкочастотные флуктуации;

3) помехи, вносимые оптической системой;

4) помехи от посторонних источников света (блики, отражения и т.п.);

5) шумы фотодетектора (дробовой, темновой и шумы Джонсона);

6) шумы электронной аппаратуры;

7) шум, вызванный полидисперсностью частиц в потоке (различные 

размеры, форма и оптические свойства рассеивающих частиц);

8) фазовый шум, характерный для многочастичного режима, заклю-

чающийся в флуктуации фазы суммарного доплеровского сигнала, вы-

званный случайным числом и расположением частиц в потоке;

9) градиентный шум, характерный для одночастичного режима и за-

ключающийся вналичие градиента скорости в пределах и.о.;

10) турбулентность и случайность характеристик среды распростра-

нения лазерного излучения и вызванная этим неравномерность периода 

интерференционной картины в и.о.;

11) неравномерность освещенности в пределах и.о.
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Шумы 2–6 часто еще называют аппаратными шумами, а шумы 7–11 – 

шумами среды распространения и рассеяния излучения.

В совокупности все эти шумы вызывают амплитудные (флуктуа-

ции огибающей высокочастотной составляющей доплеровского цуга), 

фазовые и частотные (флуктуации частоты и фазы) искажения формы 

доплеровского сигнала. В результате этого для многочастичного режи-

ма в большинстве случаев зависимость высокочастотной составляющей 

фототока является узкополосным случайным процессом с гауссовским 

распределением с разрывами фазы, провалами амплитуды и случайным 

образом образом модулированным по частоте. В одночастичном режиме 

фазовый шум отсутствует и сигнал ЛДА является нестационарным ко-

локолообразным гауссовым радиоимпульсом, сопровождаемым мульти-

пликативными дробовыми шумами.

Рассмотрим теперь модели полезных сигналов ЛДА. Вид этих моде-

лей зависит от схемы построения ЛДА, характера движения частиц ис-

следуемой среды (ламинарный, турбулентный), плотности цугов и т.д.

При работе в одночастичном режиме (характерном для газообразных 

движущихся сред) для описания полезного доплеровского сигнала ис-

пользуются следующие выражения [125]:

а) для дифференциальной оптической системы с гауссовыми пучками

 ; (8.3)

б) для дифференциальной системы с маской в виде двух прямоуголь-

ных отверстий

 ; (8.4)

в) для дифференциальной системы с маской в виде двух круглых 

отверстий

 ; (8.5)

г) для схемы с сигнальным и опрным гауссовыми пучками

 . (8.6)

В (8.3)–(8.6): β
1
 – параметр, характеризующий среднюю амплитуду 

импульсов фототока и зависящий от оптической схемы, мощности ла-

зера, эффективности детектирующей системы, размеров, конфигурации 
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и оптических свойств рассеивающих частиц; β
2
 – параметр, характери-

зующий ширину доплеровского пика и зависящий от оптической схемы 

и скорости частиц; t
0
 – момент прохождения частицы через центр из-

мерительного объема; β
3
 – наиболее важный информационный пара-

метр, соответствующий доплеровской частоте; β
5
 – глубина модуляции; 

β
5
 – фазовый сдвиг, зависящий от разности хода освещающих лучей; J

1
 – 

функция Бесселя первого порядка.

Часто используются модели, приведенные к центру измерительного 

объема (t
0 
= 0) и β

4
 = 1, β

5
 = 0:

а) ; (8.3а)

б) ;  (8.4а)

в) ; (8.5а)

г) .  (8.6а)

В многочастичном режиме, характерном для жидкостей, пульпы 

и других плотных сред, сигнал на выходе фотодетектора представляет со-

бой суперпозицию сигналов от отдельных частиц:

 , (8.7)

где y
p
(t – t

p
) – фототок от р-й частицы, пересекающий центр измеритель-

ного объема в момент времени t
p
.

При анализе, учитывая случайный характер формирования, в каче-

стве модели многочастичного доплеровского сигнала выбирают узкопо-

лосный случайный процесс

 , (8.8)

где a(t) и b(t) – некоррелированные между собой нормальные стаци-

онарные случайные процессы с нулевым математическим ожиданием 

и ковариационной функцией 
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Ковариационные функции процессов a(t) и b(t) определяются вы-

ражением

 , (8.9)

где R
w
(τ) – ковариационная функция весовой (аппаратной) функции 

W(t), зависящей от типа оптической системы:

а) для системы с гауссовыми пучками (дифференциальной и с опор-

ным пучком)

 W(t) = exp(–βt2), (8.10)

б) для дифференциальной системы с прямоугольными отверстиями

 , (8.11)

в) для дифференциальной системы с круглыми отверстиями

 . (8.12)

Параметр β зависит от скорости пролета частицы и оптической 

схемы ЛДА.

Параметры β, β
1
, β

2
, β

3
, β

4
, β

5
, входящие в (8.3)–(8.12), даже при от-

сутствии шумов зависят от многочисленных параметров схемы и поэто-

му их вычисление аналитическим путем весьма трудно и дает не всегда 

надежные результаты. Из приведенной выше классификации видно, что 

сигнал ЛДА есть результат воздействия на полезный сигнал, описывае-

мый моделями (8.3)–(8.12), многочисленных шумов различного проис-

хождения. Это делает во многих случаях единственно возможным путем 

нахождения параметров β статистические методы, построенные на ос-

нове обработки результатов измерений выходного сигнала ЛДА, т.е. ис-

пользование методов статистической параметрической идентификации.

Перейдем теперь к моделям ковариационных функций полезных 

сигналов и шумов ЛДА. Анализируя модели ковариационных функций 

сигналов, рассмотренные в литературе по ЛДА [124–130, 163, 164, 195, 

196], можно сделать вывод, что общий вид выражения для ковариацион-

ной функции отфильтрованного полезного доплеровского сигнала прак-

тически одинаков для всех типов ЛДА и может быть представлен в виде 
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произведения периодической компоненты с частотой, равной доплеров-

ской частоте и аппаратной ковариационной функции, зависящей от па-

раметров измерительного тракта и характера движения потока [125]:

 , (8.13)

где σ2 – дисперсия доплеровского сигнала, зависящая от среднего числа 

частиц, пересекающих измерительный объем, размеров, конфигурации 

и оптических свойств частиц, оптической схемы ЛДА, мощности лазера 

и эффективности детектирующей системы; ω
D
 – доплеровская частота; 

τ – интервал времени; φ – фазовый сдвиг доплеровской частоты; m – ко-

эффициент, определяемый оптической схемой (глубина модуляции); 

  (8.14)

– ковариационная функция весовой функции W(t).

В зависимости от типа оптической системы функция R
w
(τ) для лами-

нарных потоков описывается выражениями:

1) для системы с гауссовыми пучками при измерении однородных 

ламинарных потоков

 R
w
(τ) = exp(–βτ2), (8.15)

где β – параметр, характеризующий степень затухания экспоненты (ши-

рину пика) и определяемый величиной угла между зондирующими пуч-

ками и радиусом лазерного пучка;

2) для системы с прямоугольной маской при однородном ламинар-

ном потоке

  (8.16)

Для турбулентных потоков выражения (8.13)–(8.16) усложняются, 

т.к. параметры σ2, β, β
1
, β

2
 сами становятся случайными процессами, ко-

вариационные функции которых зависят от функции корреляции мгно-

венных смещений (флуктуаций) частицы.

Ковариационные функции, получаемые с помощью фотонных корре-

ляторов, описываются несколько другими выражениями [125, 126, 196]:

а) ламинарный поток и оптическая схема с гауссовыми пучками:

 ; (8.17)
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б) слаботурбулентный поток и гауссовые пучки:

 ; (8.18)

в) ламинарный поток и оптическая схема с прямоугольной маской 

 ; (8.19)

г) слаботурбулентный поток и схема с прямоугольной маской

 . (8.20)

В (8.17)–(8.20) параметры β
1
, β

2
, β

3
, β

4
, β

5
 имеют следующий физиче-

ский смысл: β
1
 – дисперсия; β

2
 и β

4
 – параметры, характеризующие ши-

рину пика, вызванную, соответственно, аппаратными и турбулентными 

причинами; β
3
 – доплеровская частота; β

5
 – глубина модуляции.

Приведем теперь примеры ковариационных функций для некоторых 

шумов ЛДА [125, 126].

Ковариационная функция фазового шума для систем с гауссовыми 

пучками может быть описана выражением

  (8.21)

где параметр β
1
 зависит от ширины полосы доплеровского сигнала. 

Функция (8.21) может быть интерпретирована как ковариационная 

функция процесса с бесконечной дисперсией.

Для систем с масками аналитическое решение отсутствует и в каче-

стве модели фазового шума используют белый шум. Функцию (8.21) ча-

сто используют также в качестве модели ковариационной функции сум-

марных гауссовых помех ЛДА.

Градиентный шум при ламинарном потоке имеет ковариационную 

функцию экспоненциального вида:

 , (8.22)

где β
1
 – дисперсия скоростей частиц; β

2
 – интенсивность пуассоновского по-

тока (частота попадания частиц в и.о. описывается пуассоновским законом).
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Параметры σ2, β
1
, ..., входящие в выражения (8.13)–(8.22) зависят 

от очень большого числа детерминированных и случайных факторов, 

поэтому аналитическое их вычисление связано с большими трудностя-

ми и не всегда возможно. Как известно, одной из трудноформализуе-

мых задач при идентификации объектов и процессов является выявле-

ние структуры модели. В данном случае структура модели известна из 

теоретических исследований и использование методов параметричсе-

кой идентификации на основе данных эксперимента может оказаться 

весьма эффективным.

С точки зрения параметрической идентификации модели полезно-

го сигнала (8.3)–(8.6) и ковариационных функций (8.13)–(8.15), (8.17)–

(8.20) могут быть описаны одним общим выражением (для моделей ко-

вариационных функций y надо заменить на k и t на τ)

 , (8.23)

где вид функций W
1
(β

2
, t) и W

2
(β

4
, t) определяется особенностями схемы 

ЛДА и характером движения исследуемой среды.

В заключение этого раздела надо отметить следующее. Приведен-

ные модели полезного сигнала и ковариационных функций имеют 

смысл только тогда, когда используется фотон-корреляционная или 

прямая компьютерная обработка доплеровского сигнала, т.е. обраба-

тывается сигнал с фотодетектора (после аналого-цифрового преоб-

разования). В случае, когда сигнал предварительно обрабатывается 

в спецпроцессорах (типа счетчиков или систем слежения за частотой) 

теряются особенности формы доплеровского сигнала. На выходе ука-

занных спецпроцессоров мы получаем только отсчеты средней часто-

ты цуга, а вся остальная информация о форме и других параметрах 

доплеровского сигнала теряется. Ковариационные функции и другие 

статистические характеристики, вычисляемые по сигналам на выходе 

спецпроцессоров уже будут представлять собой статистические харак-

теристики непосредственно исследуемой среды и характера ее движе-

ния. Естественно, при этом они будут зависеть от типа исследуемой 

среды (пульпа, жидкость, газ, плазма), характера поля скоростей и из-

учаются в соответствующих отраслях наук (гидродинамике, физике 

плазмы и т.д.). В целом можно отметить, что методы вторичной обра-

ботки доплеровского сигнала после спецпроцессоров мало зависят от 

рассмотренной статистической структуры сигнала и особенностей по-

строения схемы ЛДА, а определяются непосредственно статистически-

ми характеристиками анализируемого потока.
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8.4. Марковская аппроксимация сигналов ЛДА

Функции (8.13)–(8.23), используемые в качестве моделей кова-

риационных функций полезных сигналов и шумов ЛДА, за исклю-

чением функции (8.22), не удовлетворяют условиям (2.12) и (2.19) 

для простых и m-связных КМ-процессов. Таким образом, случайные 

процессы, ковариационные функции которых описываются выраже-

ниями (8.13)–(8.21), (8.21), не являются КМ-процессами. Ковари-

ационные матрицы наблюдений таких процессов при обращении не 

приводят к ленточным матрицам, и поэтому все трудности, присущие 

процедуре вычисления оптимальных ОМНК-оценок (НЛНО), будут 

иметь место при обработке сигналов ЛДА.

Здесь можно предложить замену НЛНО параметров идентифициру-

емой модели ОМНК-оценками с весовой матрицей, в качестве которой 

используется ковариационная матрица наблюдений m-связного КМ-

процесса, соответствующего (сопряженного) данному процессу (см. гла-

ву 5). В главе 5 были проанализированы результаты большого количества 

численных экспериментов такой замены для различных линейно-пара-

метризованных моделей математического ожидания и ковариационных 

функций широко распространенных немарковских процессов (часть из 

которых совпадает с функциями (8.13)–(8.23)). При этом параметры ко-

вариационных функций варьировались в широких пределах, позволяю-

щих охватить большой диапазон реальных ситуаций, а величина связно-

сти m аппроксимирующего КМ-процесса изменялась в пределах от 0 до 5. 

Результаты этих экспериментов позволяют дать следующие рекомендации 

по использованию ОМНК-оценок в задачах исследования сигналов ЛДА.

1. Если интервал корреляции мал или интервал съема данных больше 

интервала корреляции (слабокоррелированные наблюдения), использо-

вание оптимальных ОМНК-оценок дает незначительный выигрыш по 

сравнению с обычными МНК-оценками. В этом случае целесообразно 

отказаться от оптимальных ОМНК-оценок в пользу более простых в вы-

числительном отношении МНК-оценок, даже при известных корреля-

ционных свойствах сигнала.

2. При сильнокоррелированных наблюдениях, особенно в случаях, 

когда ковариационная функция содержит периодическую составляю-

щую, что имеет место для сигналов ЛДА, использование оптимальных 

ОМНК-оценок дает существенный выигрыш в точности получаемых 

оценок (в некоторых случаях величина определителя дисперсионной ма-

трицы НЛНО меньше величины определителя дисперсионной матрицы 

МНК-оценок в десятки и сотни раз).
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Таким образом, при обработке сильнокоррелированных измерений 

ламинарных и слаботурбулентных потоков, оцениваемые характеристи-

ки которых описываются полиномиальными моделями, можно рекомен-

довать использование в качестве оценок неизвестных параметров ОМНК-

оценки с ленточной весовой матрицей. В качестве весовой при этом 

используется матрица, обратная ковариационной матрице наблюдений 

КМ-процесса, сопряженного с наблюдаемым (немарковским) процес-

сом. Это дает возможность повысить точность оценивания (по сравнению 

с МНК) при небольшом повышении трудоемкости вычислений.

Кроме экспериментов с теоретическими ковариационными функ-

циями была промоделирована также ситуация с выборочной ковариаци-

онной функцией шумов измерительного тракта лазерной доплеровской 

установки, созданной на кафедре «Физика-1» МЭИ. Выборочная ко-

вариационная функция была получена путем обработки данных, пред-

ставляющих собой отсчеты (с равномерной дискретизацией) выходно-

го сигнала установки, находящейся в режиме калибровки. В результате 

обработки была получена выборочная ковариационная функция шумов 

ЛДА следующего вида (см. ниже рис. 8.4) [203]:

 , (8.24)

где ;  

. 

Рис. 8.4. Оценки ковариационной функции шумов ЛДА
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Проведенные численные эксперименты с ковариационной функци-

ей (8.24) показали, что аппроксимация (в принятом в гл. 5 смысле) кова-

риационной матрицы значений (8.24) матрицей вида  при значениях 

m  3 мало влияет на величину элементов дисперсионной матрицы оце-

нок. Это позволяет использовать матрицу  в качестве весовой матри-

цы ОМНК-оценок при решении задач параметрической идентификации 

и фильтрации сигналов ЛДА. При этом все вышеприведенные рекомен-

дации остаются в силе

8.5. Разработка АСНИ голографических экспериментов

Автоматизированные системы научных исследований (АСНИ) 

наиболее эффективны в таких областях применений, которые имеют 

дело с большими объемами информации. К ним относятся, например, 

физика высоких энергий, астрономия, экологические исследования, 

биология и медицина, натурные и стендовые испытания сложных тех-

нических объектов и т.д. Большие объемы информации приходиться 

перерабатывать также при проведении голографических эксперимен-

тов как на физических установках, так и при моделировании на ЭВМ. 

Объем таких исследований год от года растет в связи с широким ис-

пользованием голографических методов в различных технических 

приложениях (см., например, [197, 1981]). Поэтому вопросы создания 

АСНИ голографических экспериментов (ГЭ) в настоящее время явля-

ются весьма актуальными.

Цели создания АСНИ ГЭ состоят в:

– повышении качества, сокращении сроков и трудоемкости раз-

работки;

– разработке системы синтеза голограмм и компьютерного модели-

рования голографических процессов;

– повышении эффективности исследований в области систем обра-

ботки изображений путем использования методов анализа и планирова-

ния эксперимента на случайных полях.

Рассмотрим голографические эксперименты по выбору оптималь-

ных параметров схемы записи/восстановления (далее просто схемы за-

писи) голограмм на ФТПН-фототермопластический носитель [135].

Упрощенная схема экспериментальной установки по оптимиза-

ции параметров схемы записи приведена на рис. 8.5. Основу экспе-

риментальной установки составляет оптическая схема формирова-

ния, фокусирования в нужную точку и управления лазерным лучом, 

в которую входят объективы, зеркала, прерыватели пучков (затворы), 

светоделители, светофильтры, диафрагмы и т.д. Кроме оптической 
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схемы, в состав экспериментальной установки входят устройства по-

зиционирования исходного изображения, зарядки и проявления тер-

мочувствительного слоя ФТПН, датчики обратной связи и др.

Рис. 8.5. Схема управления процессом записи/восстановления голограмм на ФТПН

В зависимости от поставленной задачи и условий проведения экс-

перимента оптическая схема установки может быть самой различной 

[197, 198], но общий принцип записи голограмм на ФТПН при этом 

сохраняется. Луч лазера с помощью светоделителя расщепляется на 

два пучка – объектный (сигнальный) и опорный. Сигнальный пучок, 

проходя через исходное изображение, модулируется и фокусируется 
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на ФТПН. На то же место фокусируется и опорный пучок. Интерфе-

ренционная картина опорного и сигнального пучков фокусируется на 

ФТПН в виде Фурье-голограммы. 

Качество записанной голограммы зависит от многих параметров 

схемы, основными из которых являются отношение интенсивностей 

сигнального и опорного пучков, потенциал и длительность зарядки 

чувствительного слоя ФТПН в поле коронного разряда, длительность 

и интенсивность экспонирования ФТПН лазерным лучом (энергия 

экспонирования), длительность и интенсивность нагрева (энергия на-

грева). Оценить качество записанной голограммы можно с помощью 

таких параметров восстановленного изображения как дифракционная 

эффективность, отношение сигнал/шум, контраст изображения.

Таким образом, задача оптимизации схемы записи сводится к следу-

ющему – изменяя параметры схемы, влияющие на качество записи го-

лограммы добиться максимального качества восстановленного с ФТПН 

изображения. Анализ показывает, что теоретически решить эту задачу 

очень сложно, так как трудно построить полную математическую модель 

зависимости выходных параметров схемы от входных. В то же время по-

становка этой задачи полностью совпадает с классической постановкой 

задачи планирования экстремальных экспериментов, в которой в каче-

стве управляемых факторов используются параметры схемы Х, влияю-

щие на качество записи голограмм, а в качестве параметров оптимиза-

ции – параметры Y, характеризующие качество голограммы. При этом 

оптимальные параметры схемы определяются экспериментальным пу-

тем и знание математической модели процесса не требуется. Методы 

и алгоритмы решения такой задачи подробно рассмотрены в литературе 

по планированию эксперимента (см., например, [99–102]).

Второй задачей, решаемой АСНИ ГЭ, является повышение эффек-

тивности исследований в области систем обработки изображений. 

Известно [190], что математически задача обработки зашумленных 

изображений может быть записана в терминах случайных полей (или 

«детерминированного» поля со случайными параметрами):

 Z(x) = H[Y(x, B)] + V(x),   x  , (8.25)

где Z(x) – наблюдаемое поле (например, интенсивность зашумленного 

изображения в области ); x – вектор координат поля; Y(x, B) – исследу-

емое поле (т.е. восстанавливаемое изображение); B – вектор информаци-

онных (неизвестных) параметров поля;  – оператор, характеризующий 

систему регистрации; V(x) – шум (в том числе шум, вызванный естествен-

ным фоном и зернистостью фотоматериала);  – область изображения.
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8. Примеры применения

Требуется по наблюдениям поля Z(x) определить возможно более 

точные по заданному критерию точности значения поля Y(x, B) и пара-

метров B. Таким образом, задача восстановления изображения сводится 

к оцениванию поля Y(x, B). Обычно для решения этой задачи использу-

ется двухэтапный подход:

1) цифровое восстановление поля  по заданному критерию 

точности; 

2) оценивание параметров B.

Первый этап такой обработки обычно называют коррекцией изобра-

жающих систем, а второй этап – измерениями на изображениях.

Если искажения регистрирующей системы отсутствуют или компен-

сированы, то модель (8.25) принимает вид

 Z(x) = Y(x, B) + V(x),  x  ,    . (8.26)

При этом задача оценивания поля  и параметров B по наблю-

дениям поля Z(x) сводится к задаче фильтрации поля  с одновре-

менным оцениванием параметров B. К задаче обработки изображений 

в такой постановке применимы алгоритмы обработки и планирования 

эксперимента, рассмотренные в [145]. В случае, когда размерность век-

тора x равна 1, можно использовать и алгоритмы, предложенные в на-

стоящей работе.

Как было отмечено в разделе 8.6.1, получение качественных голо-

грамм требует оптимизации схемы записи/восстановления. Оптимиза-

ция схемы, в свою очередь, требует серии дорогостоящих натурных го-

лографических экспериментов, уникального оборудования и большого 

мастерства от экспериментатора.

В таких случаях с успехом можно использовать моделирование про-

цессов записи/восстановления голограмм на ЭВМ (т.е. методы цифро-

вой голографии) при котором за счет идеализации одних и разумного 

абстрагирования от других несущественных факторов удается изучить 

влияние нужного фактора. Голограммы, получаемые с помощью ЭВМ, 

называются синтезированными голограммами [197, 198].

Получение качественных синтезированных голограмм требует опти-

мизации параметров дискретизации, квантования и кодирования при су-

ществующих на них параметрических и функциональных ограничениях. 

В [157] предложен следующий алгоритм синтеза оптимальных голограмм.

1. Построение математической модели голографируемого объекта, 

в результате чего получается матрица чисел, представляющих собой рас-

пределение комплексных амплитуд (амплитуды и фазы) света в плоско-

сти регистрации голограммы.



231экспериментального исследования марковских случайных процессов

результатов для решения некоторых прикладных задач

2. Вычисление отсчетов Фурье-образа с помощью быстрого преобра-

зования Фурье.

3. Квантование и кодирование отсчетов.

4. Численное восстановление изображения с помощью обратного 

преобразования Фурье.

5. Визуализация восстановленного изображения (на экране элек-

тронно-лучевой трубки, с помощью графопостроителя и т.д.).

6. Если качество восстановленного изображения удовлетворяет тре-

бованиям, то переход к п. 8, если нет, то переход к п. 7.

7. Изменение значений оптимизируемых параметров в соответствии 

с выбранным методом оптимизации и планом эксперимента и переход к п. 2.

8. Получение голографической картины.

9. Оптическое уменьшение голограммы до нужных размеров.

8.6. Экспериментальное определение параметров 
хроматографических пиков

Метод хроматографического анализа сложных (смесей) основан 

на физическом разделении смеси на составляющие компоненты и яв-

ляется одним из наиболее эффективных физико-химических методов 

разделения и анализа сложных смесей [131–133]. В результате хрома-

тографического анализа мы получаем временную кривую, называемую 

хроматограммой или спектром, по которой можно судить о качествен-

ном и количественном составе анализируемой смеси.

Хроматограмма представляет собой ряд пиков, каждый из которых 

принадлежит тому или другому компоненту анализируемой смеси. Пики 

могут быть различной формы и иметь симметричный или несимметрич-

ный вид. Симметричные пики часто описываются гауссовой кривой [131]

 , (8.27)

где А – параметр, зависящий от количества вещества в пробе и скоро-

сти газа-носителя; t
0
 – время от момента ввода пробы до появления мак-

симума пика (время удерживания); t – текущее время; σ – среднеква-

дратичная ширина пика. Заменой переменной x = (t – t
0
)/σ выражение 

(8.27) можно привести к виду 

 y(x) = β·f(x), (8.28)

где  β = A/σ. Значение β характеризует коли-

чество вещества, соответствующего данному пику в анализируемой смеси.
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8. Примеры применения

Обработка хроматограммы состоит в измерении и представлении 

в цифровом виде определенных, так называемых определяющих, пара-

метров пиков. При этом весь процесс хроматографического анализа 

от ввода пробы до получения окончательных результатов можно раз-

бить на три этапа:

1) собственно анализ – получение хроматограммы;

2) первичная обработка – получение численных значений определя-

ющих параметров пиков;

3) вторичная обработка – получение окончательных результатов ка-

чественного и количественного анализа смеси.

На протяжении всего канала вход-выход на полезный сигнал хро-

матографа воздействуют различные случайные факторы. В результате 

этого выходной сигнал хроматографа представляет собой смесь детер-

минированного полезного сигнала и некоторого случайного шума, 

в общем случае имеющего систематическую составляющую. Поэтому, 

в настоящее время, при анализе хромаграмм все большее применение 

находят статичтические методы. 

Если определяющим параметром пика является амплитуда пика β, 

то полезную составляющую хроматограммы можно описать линейно-

параметризованной моделью. Кроме того, предположим, что полез-

ный сигнал и шум образуют аддитивную смесь. При этом выходной 

сигнал хроматографа можно представить в виде нестационарного слу-

чайного процесса вида

 ,  t  T, (8.29)

где η(t) – детерминированный сигнал (полезный сигнал хроматографа); 

f
i
(t),  – заданные функции, конкретный вид которых определя-

ется видом исследуемых хроматографических пиков; t – текущее время; 

Т – время анализа; v(t) – аддитивный шум хроматографа, статистические 

характеристики которого (в частности, ковариационную функцию) мож-

но определить, исследуя выходной сигнал хроматографа без ввода пробы 

анализируемого вещества.

Таким образом, задача оценивания высоты пиков β
i
,  по дис-

кретным измерениям y(t) является частным случаем задачи фильтрации, 

сформулированной в главе 1, при ξ(t) = 0. В [145] приведены результаты 

экспериментов по определению ковариационной функции шума хромато-

графа. Показано, что в зависимости от типа детекторов (регистрирующих 
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устройств хроматографа) ковариационные функции шума v(t) описыва-

ются функциями вида

 ; (8.30)

    τ = s – t, (8.31)

где значения параметров α
1
, α

2
 определяются особенностями схемы.

Функция (8.30) есть ковариационная функция простого КМ-про-

цесса, т.е. сигнал хроматографа в этом случае можно считать КМ-про-

цессом и для его анализа применимы результаты главы 4 работы.

Функция (8.30) является ковариационной функцией первой компо-

ненты двумерного КМ-процесса. В этом случае для обработки сигнала 

хроматографа с использованием эффективных алгоритмов, найденных 

в главах 4–6, можно предложить два подхода:

1) если у экспериментатора есть возможность измерять или вычис-

лять производную выходного сигнала, то можно рассматривать выходной 

сигнал хроматографа и его производную как двумерный КМ-процесс 

и использовать при его обработке алгоритмы, полученные в главе 6;

2) аппроксимировать ковариационную функцию наблюдений вы-

ходного сигнала хроматографа ковариационной матрицей КМ-процесса 

связностей 1 или 2 и использовать матрицу, обратную к полученной, 

в качестве весовой матрицы ОМНК. Результаты численных экспери-

ментов, представленные в главе 5, показывают, что для ковариационной 

функции (8.31) и гауссовых функций f
i
(t) уже при связности аппрокси-

мирующего КМ-процесса, равного 2, элементы дисперсионной матрицы 

 ОМНК-оценок параметров β
i
 практически совпадают с эле-

ментами дисперсионной матрицы  НЛНОценок параметров 

β
i
 (GLSME – generalize least-squares method estimate; BLUE – best linear 

unbiased estimate).

Предлагаемые подходы дают возможность численного синтеза пла-

нов с большим числом точек или построения оптимальных плотностей 

размещения точек измерений в интервале Т, что практически невозмож-

но для процессов общего вида (см. [145]). Численные методы планиро-

вания эксперимента для процессов (полей) общего вида, когда матрица 

K
n
 является полной (неразреженной), не дают возможности построения 

планов с большим числом точек, а тем более оптимальных плотностей 

распределения наблюдений в заданной области.
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Рассмотренная здесь задача относится к обработке результатов пас-

сивного хроматографического эксперимента. В настоящее время пред-

ложены эффективные алгоритмы применения методов активного экспе-

римента в хроматографическом анализе, когда подбирается специальная 

программа (последовательность) ввода анализируемых проб, которая 

позволяет повысить отношение сигнал/шум и упростить статистическую 

обработку хроматограмм [109].

Выводы по главе

1. Выработана общая концепция построения персонального ав-

томатизированного рабочего места для лазерной доплеровской 

диагностики потоков движущихся сред на основе типовых и спе-

циализированных технических средств. Составлен набор типовых па-

раметрических моделей полезных сигналов и ковариационных функ-

ций полезного сигнала и шумов ЛДА. 

2. Показана возможность аппроксимации ковариационной матрицы 

наблюдений доплеровского сигнала ковариационной матрицей наблю-

дений КМ-процесса невысокой связности, что позволяет существенно 

упростить решение задач фильтрации и параметрической идентифика-

ции доплеровского сигнала.

3. Разработана структура технического и методически-программного 

обеспечений АСНИ голографических экспериментов.

4. Показана возможность применения полученных в работе резуль-

татов при обработке хроматограмм. При этом шум выходного сигнала 

хроматографа аппроксимируется КМ-процессом, связность которого за-

висит от заданной точности получаемых результатов. Применение такой 

аппроксимации позволяет получить оптимальную плотность размеще-

ния измерений в заданном интервале при оценивании высоты хромато-

графических пиков и тем самым повысить эффективность проведения 

экспериментальных исследований.



235экспериментального исследования марковских случайных процессов

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что для марковских процессов, точнее, кова-

риационно марковских процессов (КМ-процессов), учет особенно-

стей структуры ковариационной матрицы измерений КМ-процесса, 

позволяет существенно упростить вычисление оценок характеристик 

процесса, которые встречаются в задачах анализа. Это позволило полу-

чить простые формулы ОМНК-оценивания для оптимального решения 

в рамках корреляционной теории таких важных задач математической 

статистики случайных процессов, как фильтрация (частным случаем 

которой являются задачи интерполяции и экстраполяции) и параме-

трическая идентификация процесса, статистически связанного с на-

блюдаемым. Особенно простыми получаются рекуррентные алгоритмы 

ОМНК, что позволяет использовать их в системах, работающих в ре-

альном масштабе времени. Многие теоретические результаты доведены 

до конкретных алгоритмов и программ. 

В книге приведены следующие результаты:

1. Дано определение нового класса случайных процессов – кова-

риационно марковских процессов (КМ-процессов), в которых усло-

вие марковости накладывается на вид ковариационной функции про-

цесса. Класс КМ-процессов в общем случае не совпадает с классом 

обычных марковских процессов и марковских процессов в широком 

смысле. Но для нормальных процессов с нулевым средним понятия 

марковский процесс, марковский процесс в широком смысле и КМ-

процесс совпадают. Понятия КМ-процесс и марковский процесс 

в широком смысле совпадают для процессов с нулевым средним, не-

зависимо от вида распределения.

2. Описан и классифицирован ряд одномерных, двумерных и много-

мерных марковских и ковариационно марковских процессов, широко 

используемых в практике инженерных исследований в качестве моделей 

реальных случайных процессов.

3. Найден один из классов квадратных матриц, обращение которых 

приводит к трехдиагональным матрицам. Получены простые формулы 

вычисления элементов обратной матрицы через элементы трех централь-

ных диагоналей прямой матрицы. Показано, что подмножество поло-

жительно определенных матриц этого класса, представляет собой класс 

ковариационных матриц измерений (КМИ) одномерных КМ-процессов 
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для наблюдений, упорядоченных в порядке возрастания (убывания) ко-

ординат точек измерений. 

4. Показано, что ковариационную матрицу неупорядоченных на-

блюдений одномерного КМ-процесса можно получить путем умноже-

ния ковариационной матрицы упорядоченных наблюдений этого же 

процесса на соответствующую матрицу перестановки. При этом, обрат-

ная матрица получается разреженной с числом ненулевых элементов не 

превышающим 3n – 2, где n – порядок матрицы (число наблюдений).

Обобщая сказанное в пп. 3 и 4 можно отметить, что КМИ КМ-

процесса имеет весьма удобную с точки зрения различных приложений 

структуру. При этом, если измерения выполняются в точках упорядочен-

ного плана, то матрица, обратная к КМИ, является трехдиагональной, 

а для неупорядоченных измерений – разреженной.

5. КМИ КМ-процесса полностью определяется небольшим чис-

лом (2n – 1) ее элементов. Поэтому для решения многих задач стати-

стики случайных процессов достаточно знания только этих элементов 

КМИ. Другими словами, задаваясь классом исследуемых случайных 

процессов, т.е. априорной информацией качественного характера, мы 

уменьшаем количество численной информации, необходимой для эф-

фективного решения задачи.

6. Найден класс квадратных матриц, обращение которых приво-

дит к ленточным матрицам с полушириной ленты m и предложен про-

стой рекуррентный алгоритм обращения такого класса матриц, более 

эффективный по сравнению со стандартными методами обращения 

матриц. Такие матрицы полностью определяются n диагональными 

и 2mn – m(m + 1) внедиагональными элементами. Показано, что под-

множество положительно определенных матриц этого класса можно 

считать классом ковариационных матриц упорядоченных наблюде-

ний многосвязных КМ-процессов.

7. Предложен новый метод аппроксимации дискретных немарков-

ских процессов m-связными КМ-процессами, который заключается 

в замене КМИ такого процесса КМИ m-связного КМ-процесса. При 

связности аппроксимирующего процесса, равного нулю, такая аппрок-

симация эквивалентна замене наблюдаемого процесса белым шумом 

с дисперсией, равной дисперсии заменяемого процесса. При связно-

сти КМ-процесса равного n – 1, КМИ аппроксимирующего процесса 

совпадает с КМИ наблюдаемого процесса. Таким образом, точность 

аппроксимации повышается с увеличением связности аппроксими-

рующего КМ-процесса и при m, равной n – 1, становится абсолют-

но точной. Многочисленные численные эксперименты подтвердили 
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эффективность применения такой аппроксимации для задач пара-

метрической идентификации случайных процессов с использовани-

ем ОМНК-оценок. На практике всегда можно найти такое значение 

связности аппроксимирующего КМ-процесса, при котором дости-

гается заданный компромисс между точностью получаемых оценок 

и трудоемкостью их вычисления.

8. Показано, что если ковариационную матрицу векторного КМ-

процесса представить в виде блочной матрицы, каждый блок которой 

есть значение матричной ковариационной функции векторного про-

цесса в заданных точках, то обратная к ней матрица имеет блочно-трех-

диагональную структуру. Получены формулы вычисления подматриц 

(блоков) обратной матрицы через подматрицы, нанизанные на три цен-

тральные диагонали прямой блочной матрицы. Найден вид матрицы пе-

рестановки, с помощью которой ковариационную матрицу наблюдений 

векторного процесса, разбитую на блоки указанным способом, можно 

привести к блочной матрице, блоки которой соответствуют ковариаци-

онным матрицам наблюдений составляющих векторного процесса.

9. Получены простые рекуррентные формулы вычисления ОМНК-

оценок с ленточными весовыми матрицами, применимые для задач 

фильтрации и идентификации КМ-процессов (для которых они явля-

ются оптимальными) и произвольных процессов путем их аппроксима-

ции КМ-процессами соответствующей связности (при этом получаемые 

оценки будут квазиоптимальными).

10. Проанализированы особенности планирования эксперимента 

в задачах с КМ-процессами и предложен метод модификации известных 

численных процедур построения последовательных и точных планов, 

учитывающий особенности ковариационной матрицы наблюдений КМ-

процесса. При этом вычислительная сложность процедур резко снижа-

ется относительно процедур общего вида. Это делает возможным синтез 

планов с большим числом точек и численное построение оптимальных 

плотностей расположения точек измерений в заданной области. Все ска-

занное касается и процессов, аппроксимируемых КМ-процессами.

11. Результаты работы могут быть использованы для повышения эф-

фективности решения не только линейных, но и ряда нелинейных задач 

математической статистики случайных процессов. 
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Приложение 1

НЕКОТОРЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ТЕОРЕМЫ МАТРИЧНОЙ АЛГЕБРЫ

Здесь приводятся краткие сведения из матричной алгебры, которые 

используются в работе. Более подробные сведения можно найти в рабо-

тах [80–83, 86,–87].

Определение П1. Прямоугольный массив чисел

  (П1.1)

называется матрицей. Если m = n, то матрица называется квадратной по-

рядка n (или m). Если m = 1 или n = 1, то матрица называется соответ-

ственно вектор-строкой или вектор-столбцом.

Определение П2. Подматрицей A
pq

 (p < m; q < n) матрицы A
mn

 называ-

ется массив чисел, находящийся на пересечении строк и столбцов с за-

данными номерами. Если подматрица находится на пересечении строк 

и столбцов с одинаковыми номерами, то она будет квадратной и называ-

ется главной подматрицей.

Определитель любой квадратной подматрицы называется минором 

матрицы А. Если подматрица главная, то и минор называется главным.

Определение П3. Угловой или ведущей подматрицей A
i
 квадратной 

матрицы A
n
 называется подматрица, состоящая из элементов первых i 

строк и столбцов A
n
, т.е. A

i
 = A

n
{1, ..., i} . Определитель угловой 

подматрицы называется угловым минором. Угловые подматрицы являют-

ся вложенными друг в друга.

При доказательстве свойств матриц ,  (см. главы 4 и 5, прило-

жения 3 и 5) используются понятия угловых подматриц, сформирован-

ных в прямом A
i
 (или ) и обратном ( )  направлениях, т.е. 

; . Здесь  обозначает квадрат-

ную подматрицу матрицы A
n
 из элементов, находящихся на пересечении 

строк и столбцов с одинаковыми номерами от i до j.

Ниже приведена графическая иллюстрация формирования угловых 

подматриц  (рис. П1).
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Рис. П1. Формирование угловых подматриц  
в прямом и обратном направлениях

Определение П4. Матрица A
mn

 разбитая на непересекающиеся прямо-

угольные подматрицы (блоки)

  (П1.2)

называется блочной матрицей .

Действия над блочными матрицами выполняются также как если бы 

вместо блоков (подматриц) находились обычные числовые элементы. 

Естественно, при этом должны иметь смысл операции

 и ,  .

Иногда в литературе (см., например, [80]) блочные матрицы называ-

ются также клеточными матрицами. 

Определение П5. Матрица A
n
, имеющая вид

 , (П1.3)
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где A
ii
 – подматрица порядка n

i
 , называется блочно-диаго-

нальной. Для такой матрицы часто используется обозначение

 или ,

которая называется прямой суммой матриц A
ii
 . Многие свой-

ства блочно-диагональных матриц, описанные в терминахъ блочного 

умножения, обобщают аналогичные свойства диагональных матриц. 

Например,

 . (П1.4)

Определение П6. Матрицу А называют ленточной, если все ее нену-

левые элементы заключены внутри ленты, образованной диагоналями, 

параллельными главной диагонали, т.е. a
ij
 = 0, если  и a

i,i–m
  0 

(или a
i,i+m

  0) хотя бы для одного значения i. Величина m называется по-

лушириной, а число 2m + 1 – шириной ленты. Множество элементов, для 

которых  называется лентой матрицы А. Если все элементы 

ленты не равны нулю, то матрица называется полной ленточной матри-

цей. Для матрицы порядка n и полуширины m число элементов ленты 

равно n(2m + 1) – m(m + 1). Если матрица симметрична, то достаточно 

хранить ее полуленту (вместе с диагональю) и число элементов в памяти 

равно n(m + 1) – m(m + 1)/2.

Определение П7. Матрица A
n
 называется трехдиагональной, если для 

нее a
ij
 = 0 при . Таким образом, трехдиагональная матрица яв-

ляется частным случаем ленточной при m = 1. Определитель трехдиаго-

нальной матрицы A
n
 легко вычисляется по индукции:

 ,   , (П1.5)

где A
i
 – угловая подматрица A

n
 из элементов, на пересечении строк 

столбцов с номерами от 1 до i.

Определение П8. Матрица A
mn

 называется разреженной, если число ее 

ненулевых элементов во много раз меньше общего числа элементов ма-

трицы (по крайней мере в 3 раза).

Определение П9. Матрица P
n
 называется матрицей перестановки 

(перестановочной матрицей), если в любой ее строке и в любом столб-

це только один элемент равен 1, а все остальные равны 0. Умножение 
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на такую матрицу сводится к перестановке строк либо столбцов в зави-

симости от того, слева или справа производится умножение. При умно-

жении A
mn

 слева на P
m
 в матрице A

mn
 переставляются строки, а при умно-

жении A
mn

 справа на P
n
 в матрице A

mn
 переставляются столбцы.

Определитель матрицы перестановки P
n
 равен ±1 (т.е. матрица пере-

становки невырождена).

Определение П10. Матрица A
n
 называется унитарной, если  

(а в случае вещественной A
n
, унитарные матрицы называются еще веще-

ственно ортогональными). Матрицы перестановок являются унитарны-

ми. Унитарные матрицы невырождены и .

Определение П11. Симметричная n×n матрица A
n
 называется поло-

жительно определенной, если xTA
n
x > 0 для любого ненулевого вектора 

x = (x
1
, ..., x

n
)T. 

Если xTA
n
x  0, то матрица A

n
 называется положительно полуопреде-

ленной. Примером положительно полуопределенной матрицы является 

ковариационная матрица K
n
 = [(x – Ex)(x – Ex)T].

Аналогичным образом вводятся понятия отрицательно определенной 

и отрицательно полуопределенной матриц.

Приведем также утверждение и теорему о свойствах положительно 

определенных матриц, важных для доказательства теорем о свойствах 

матриц .

Утверждение П1. След, определитель и все главные миноры положи-

тельно определенной матрицы положительны.

Теорема П1. Симметричная матрица A
n
, тогда и только тогда бу-

дет положительно определенной, когда det A
i
> 0 для i = 1, 2, ..., n. Бо-

лее обще, положительность любой последовательности из n вложенных 

главных миноров матрицы A
n
 (а не только последовательности из веду-

щих главных миноров) необходима и достаточна для положительной 

определенности этой матрицы. 
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Приложение 2

ПРИМЕРЫ ОДНО-, ДВУ-, ТРЕХ- 
И МНОГОМЕРНЫХ КМ-ПРОЦЕССОВ

Ниже приведен ряд ковариационных функций нормальных марков-

ских процессов, удовлетворяющих условию (2.12). Так как ковариаци-

онные процессы, в том числе КМ-процессы, полностью определяются 

заданием ковариационной функции процесса, приведенные функции 

полностью определяют соответствующие КМ-процессы. Примеры взяты 

из различных источников [4–7, 20, 22, 27, 22–39, 63, 167]. В приложении 

они приведены к единообразному виду, с использованием одинаковых 

обозначений, где это было возможно.

А. Одномерные КМ-процессы

Ниже везде s, t, t
0
  R1; τ = s – t; σ, σ

i
, α, α

i
, β, β

i
, γ, γ

i
, μ, μ

i
 – положи-

тельные вещественные числа (если не оговорено другое).

1. .

При m = 1  функция k(s, t) = min(s, t) представляет собой 

стандартный винеровский процесс.

2. , t
0
 > s, t > 0 – броуновское движе-

ние с закрепленными концами (броуновский мост).

3. ,

где α и β – вещественные числа, причем α > β. При α > 0 и β < 0 функцию 

k(s, t) удобнее представлять в виде

,

где α > 0 и γ = –β > 0.

При α = γ,  и k(t, t) = σ2.

4. .

5.  или в другой форме 

записи 

.
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6. , 

где t
1
 = min(s, t);   t

2
 = max(s, t),   t

0
 < t

1
, t

2
.

7. 

Б. Двумерные КМ-процессы и их компоненты

Ниже k
21

(s, t) = k
12

(t, s);  k
21

(τ) = k
12

(–τ); τ = s – t. 

а) Первые компоненты двумерных КМ-процессов, представляющие 

собой стационарный недифференцируемый процесс

1. ;

2. 

б) Двумерные КМ-процессы, первая компонента которых есть ста-

ционарный дифференцируемый процесс

3. 

4. 

4а.     .

  k
21

(τ) = –k
12

(τ).

5.  (α > β);

  k
21

(τ) = –k
12

(τ);
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5а.  (α > β);

.

в) Двумерные КМ-процессы, первая компонента которых есть не-

стационарный дифференцируемый процесс

6. 

7. 

8. 

   

9. 

10. 
 α  β;



261экспериментального исследования марковских случайных процессов

Приложения

10а. 
  α  β;

11. 

 s, t  t
0
.

12. 

13. 
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14. 

14а. 

15.  

.

Примечания. 
1. Ковариационные функции второй компоненты и взаимные кова-

риационные функции компонент двумерных КМ-процессов 3–5, 7–15, 

первая компонента которых является дифференцируемой функцией, по-

лучены путем вычисления первой и второй частных производных:

или  

2. Матричные ковариационные функции 4а, 5а,10а и 14а получены 

путем решения соответствующих систем дифференциальных уравнений 

вида (3.27) (см. главу 3). 
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2. Марковские процессы 4 и 4а, 5 и 5а, 10 и 10а, 14 и 14а имеют оди-

наковые первые компоненты.

3. Если вторая компонента представляет собой одномерный КМ-

процесс, то ее ковариационной функцией может быть, в частности, лю-

бая из ковариационных функций, приведенных в разделе А.

4. Производные от ковариационной функции № 6 в виду их гро-

моздкости не приведены.

В. Трехмерные КМ-процессы

а) Трехмерный КМ-процесс, первая компонента которого есть ста-

ционарный дважды дифференцируемый процесс:

;

;   k
21

(τ) = –k
12

(τ);

  k
13

(τ) = –k
22

(τ);  k
31

(τ) = –k
13

(τ);

   k
32

(τ) = –k
23

(τ);

.

б) Трехмерный КМ-процесс, первая компонента которого есть не-

стационарный дважды дифференцируемый процесс:

;
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.

Примечания.
1. Ковариационные функции второй и третьей компонент и взаим-

ные ковариационные функции компонент рассмотренных трехмерных 

КМ-процессов (первая и вторая компоненты которых являются диффе-

ренцируемыми функциями) получены путем вычисления частных про-

изводных по соответствующим переменным от ковариационной функ-

ции первой компоненты.

2. Ковариационные функции второй и третьей компонент, 

в частности, могут представлять собой функции, приведенные в раз-

делах А и Б.
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Г. Многомерные КМ-процессы

1. m-мерный винеровский КМ-процесс:

,

где r
ij
 – символ Кронекера.

2. Нестационарный m-мерный КМ-процесс:

.

Элементы K(s, t) при i  j можно найти из соотношения k
ji
(s, t) = k

ij
(t, s). 

При этом надо учесть, что s < t заменяется на s > t и наоборот.

3. Стационарный m-мерный КМ-процесс:

k
ji
(s, t) = k

ij
(t, s).
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Приложение 3

ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ И УТВЕРЖДЕНИЙ

П3.1. Доказательство теоремы 2.3

Используя основные свойства условных математических ожиданий, 

получаем  и :

.

В силу определения m-связного марковского процесса при τ = t
j–1

,

где Z
j
 = Z(t

j
). Для марковских процессов в широком смысле оператор 

 можно заменить на оператор . Но

,

где r–1 (v, l = j – m, j –m + 1, ..., j – 1) – элементы матрицы . Под-

ставляя значение  вместо , получаем

Аналогичным образом, можно доказать обратное утверждение: если 

моментная функция процесса, удовлетворяет (2.19), то процесс является 

m-связным марковским процессом в широком смысле.

2. Доказательство второго пункта теоремы полностью повторяет 

приведенное доказательство п. 1 с заменой величин, векторов и матриц, 

связанных с Z(t) на Z0(t) и r(s, t) на k(s, t).
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П3.2. Доказательство теоремы 2.5

Согласно [4], ковариационная функция случайного процесса Z(t) 

связанного с белым шумом уравнением (2.26) при a
0
(t) = z(t

0
) = 0 опре-

деляется формулой

  (П3.1)

где функции q
1
(t) и q

2
(t) могут быть вычислены через a

1
(t) и b(t) с помо-

щью выражений

 ;      . (П3.2)

Легко видеть, что функция k(s,t), удовлетворяющая (П3.1), удовлет-

воряет также условию (2.12), определяющему одномерный КМ-процесс. 

Действительно, если s < τ < t, то мы имеем

  t > τ > s;

   s < τ < t.

То есть k(s,t) = k(s,τ)k(τ,t)/k(τ,τ), что завершает доказательство.

П3.3. Доказательство теоремы 4.1

Справедливость первого пункта теоремы покажем методом индук-

ции, используя рекуррентную процедуру обращения матриц с помощью 

последовательного окаймления (см., например, [80]).

Рассмотрим вначале i-й шаг рекуррентной процедуры обращения 

матриц. Согласно [80], если

  i = 1, 2, 3, ...,
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где ;  – окаймляющие, соответ-

ственно, вектор-строка и вектор-столбец длиною i-элементов, то

   i = 1, 2, 3, ..., (П3.3)

где ; ; .

Пусть матрица  (размера i×i), найденная на предыдущем (i – 1)-

шаге рекуррентной процедуры (1  i  n – 1), имеет трехдиагональный 

вид, соответствующий (4.11), а i-мерные векторы a
i+1

 и 

 ;  

 .  (П3.4)

Выполняя необходимые вычисления, получаем формулы (П3.5) ниже:

 . (П3.5)

Подставляя значения u
i+1

 и v
i+1

 из (П3.5) в (П3.3) и выполнив все 

необходимые операции, видим, что матрица  также будет трехдиаго-

нальной, причем элементы  будут соответствовать (4.11). Таким об-

разом, если начальная матрица , с которой начинается процесс ре-

куррентного обращения, имеет трехдиагональный вид и окаймляющие 

векторы  выбираются из соответствующих строк и столб-

цов матрицы (4.9), то все последующие матрицы , включая 

последнюю , будут трехдиагональными.

Последовательное вычисление , ,  для матриц  

показывает, что матрица  является трехдиагональной, т.е. началь-

ная часть процедуры (П3.3) для матриц вида (4.11) также приводит 
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к трехдиагональным матрицам. Это завершает доказательство первой 

части теоремы.

2. Формулы (4.11) получаются в процессе доказательства первой ча-

сти теоремы.

3. Формулу (4.12) можно получить путем непосредственного вычис-

ления определителя матрицы (4.9).

П3.4. Доказательство утверждения 4.1

Обозначим матрицу перестановок, содержащую m внедиагональных 

единиц и позволяющую соответственно переставить (переупорядочить) 

m строк или m столбцов, через P(m) (2  m  n). Тогда матрицу W
n
 можно 

представить в виде W
n
 = P(l)Q

n
P(k).

Отсюда 

 . (П3.6)

Матрицы перестановок являются унитарными, т.е. удовлетворя-

ют условию P–1 = P
T
 или PPT = I. Учитывая это, для (П3.6) получаем 

, что завершает доказательство.

П3.5. Доказательство утверждения 4.2

Для данного случая можно записать W
n
 = PQ

n
PT, где P = P(m) – ма-

трица перестановки. Отсюда

. 

То есть матрицы W
n
 и  получаются из матриц Q

n
 и  соответ-

ственно путем умножения слева и справа на одни и те же матрицы пере-

становок или, другими словами, в обратной матрице надо переставить те 

же строки и столбцы, что и в исходной матрице.

П3.6. Доказательство теоремы 4.2

1. Для случая дискретных измерений (4.15) можно переписать в виде

 , (П3.7)

где k
ij
 = k(t

i
, t

j
);    j > m > i.

Недиагональныые элементы k
ij
 ковариационной матрицы общего 

вида при j > i можно представить следующим образом

 . (П3.8)
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В (П3.8) нижние индексы i и j – 1 указывают на то, что произведение 

берется от i до j – 1, а верхний индекс i показывает, что коэффициенты γ
il
 

относятся к i-й строке матрицы.

Действительно, для любых вещественных чисел k
i,i+1

 и k
ii
 (для кото-

рых k
i,i+1

 = 0, если k
ii
 = 0) всегда можно найти такое вещественное γ

ii
, что 

k
i,i+1

 = γ
ii
k

ii
. Рассуждая аналогичным образом, получаем

   k
i,i+2

 = γ
i,i+1

k
i,i+1

 = γ
ii
γ

i,i+1
k

ii
;

.

При этом матрица K
n
 с учетом ее симметричности будет зависеть от 

n(n + 1)/2 независимых элементов γ
ij
  и k

ii
 .

Покажем, что если ковариационная функция процесса удовлетворя-

ет (4.15), то величины γ
ij
 (j > i) не зависят от индекса i. Действительно, 

с учетом (П3.7) можно записать , но тогда

.

Таким образом, ковариационная матрица измерений КМ-процесса

  зависит только от 2n – 1 величин γ
i
  и k

ii
 . При этом 

недиагональные элементы матрицы  определяются выражением (j > i):

 . (П3.9)

Сравнивая (П3.9) и (4.17) приходим к выводу о справедливости пер-

вого утверждения теоремы.

2. Как известно, ковариационная матрица в общем случае является 

положительно полуопределенной, т.е. может быть вырожденной. Пока-

жем, что ковариационная матрица вида (4.17) является строго положи-

тельно определенной, исключая случай .

Из результатов, приведенных далее в приложении 5, вытекает необ-

ходимое условие существования матриц вида , а именно, все угловые 

миноры  матрицы  должны быть отличны от нуля. Так 

как ковариационная матрица вида  есть частный случай , то, сле-

довательно, и для нее все . С другой стороны, как 
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и любая ковариационная матрица, матрица  положительно полуопре-

делена, т.е. все . Из этих двух условий вытекает, что 

для матрицы  все , т.е. (см. теорему П1) матрица  

строго положительно определена.

П3.7. Доказательство теоремы 4.3

Пусть задана произвольная положительно определенная матрица 

вида (4.17). Недиагональные элементы (4.17) удовлетворяют условию

  (П3.10)

(т.к. матрица (4.17) симметрична, то далее рассматривается только ее 

верхняя треугольная часть).

Аналогично (П3.10) можно записать, что

.

Умножение k
im

 на k
mj

 дает

.

Учитывая (П3.10), последнее выражение можно переписать в виде 

k
im

k
mj

 = k
ij
k

mm
. Так как для положительно определенных матриц k

mm
  0, 

точнее k
mm

 > 0 при любом , то можно записать . 

Последнее выражение есть дискретная форма записи условия (4.15), т.е. 

элементы матрицы (4.17) есть коэффициенты ковариаций измерений КМ-

процесса. Так как мы не накладывали никаких дополнительных условий на 

(4.17), кроме положительной определенности, то из этого следует, что ска-

занное верно для любой положительно определенной матрицы вида (4.17).

П3.8. Доказательство теоремы 4.4

1. Пусть K
n
 есть ковариационная матрица измерений в точках плана 

, тогда матрица  для плана ε
n
, полученного из  путем перестановки 

(переупорядочивания) l (l  n) точек, может быть записана в виде

 ,  (П3.11)

где P(l) матрица перестановки с l внедиагональными единицами, находя-

щимися на пересечении строк и столбцов с номерами, соответствующими 
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переставленным точкам плана. Из (П3.11) вытекает справедливость пер-

вого пункта теоремы.

2. Согласно утверждению 4.2, матрица  будет определяться вы-

ражением , откуда вытекает справедливость пун-

кта 2 теоремы.

3. Матрицу  можно рассматривать как произведение вида (П3.11), 

где матрица  – положительно определена. Отсюда следует поло-

жительная определенность .

П3.9. Доказательство теоремы 5.1

Справедливость первого утверждения теоремы можно показать ме-

тодом индукции, совершенно аналогично тому, как это было сделано 

при доказательстве первого пункта теоремы 4.1 (см. выше). Напомним, 

что при этом рассматривались первые три и i-й шаги процедуры обра-

щения матриц методом последовательного окаймления [80]. На основе 

анализа этих шагов был сделан вывод о справедливости п. 1 теоремы 3.1. 

В связи со сказанным, доказательство теоремы 5.1 полностью повторяет 

доказательство теоремы 3.1, за исключением, несколько большей слож-

ности выкладок.

Остановимся на получении условий, которым должны удовлетворять 

строки и столбцы квадратной матрицы A
n
, чтобы обратная к ней матрица 

 была ленточной с полушириной ленты равной m.

Из (П3.3) можно записать:

 a
i+1

 = A
i
u

i+1
;  .  (П3.12)

Анализ (П3.3) показывает, что если векторы u
i+1

 и v
+1

 при m  i  n – 1 

будут иметь вид

     (П3.13)

а при i < m будут совпадать с векторами λ
mi

 и γ
im

, соответственно, 

то матрица  будет ленточной с полушириной ленты равной m 

(т.е. ).
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С учетом (П3.13) и обозначений (5.1)–(5.6) из (П3.12) получаем усло-

вия ленточности квадратной матрицы A
n
 или, другими словами, соотно-

шения, связывающие между собой строки с столбцы матрицы вида :

 .  (П3.14)

2. Формулы (5.9)–(5.10) для вычисления ненулевых элементов ма-

трицы  получаются непосредственно в процессе доказательства пер-

вого утверждения теоремы.

3. Формулу (5.11) можно получить путем непосредственного вычис-

ления определителя матрицы . При этом, все миноры матрицы , за 

исключением (2m + 1)n – m(m + 1) миноров M
ij
 , 

входящих в ленту с полушириной m, будут равны 0. С учетом этого факта 

формула вычисления определителя  принимает вид (5.11).

П3.10. Доказательства теорем 5.2 и 5.3

Доказательства теорем 5.2 и 5.3 повторяют доказательства соот-

ветствующих теорем главы 4. При этом, естественно, многие скаляр-

ные величины заменяются на вектора и матрицы, в частности ска-

лярные величины γ
i
  и k

ii
  заменяются на векторы γ

i
 

и (под)матрицы K
m
[i], а вместо условия (2.12) рассматривается более 

общее условие (2.20).

П3.11. Доказательство теоремы 6.1

1. Недиагональные элементы (подматрицы) K
ij
 произвольной (т.е. не 

обязательно марковской) ковариационной матрицы вида (6.38) при j > i 

можно представить в виде K
ij
 = K

ii
Γ

ii
Γ

i,i+1
...Γ

i,j–1
, где Γ

ij
 – квадратные под-

матрицы порядка m.

Действительно, пусть заданы вещественные квадратные матри-

цы K
i,i+1

 и K
ii
, такие, что если K

ii
 = 0, то K

i,i+1
 = 0 и detK

ii
 = 0 только при 

K
ii
 = 0. Тогда всегда можно найти такую вещественну матрицу Γ

ij
, что 

K
i,i+1

 = K
ii
Γ

ii
. Рассуждая аналогичным образом, получаем

т.е.  . 
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При этом, матрица (6.38) с учетом ее симметричности будет зависеть 

от n(n + 1)/2 независимых элементов (подматриц)

Γ
ij
 .

Покажем, что если ковариационная функция K(s,t) векторного про-

цесса удовлетворяет условию (6.50), то элементы Γ
ij
 (j > i) не зависят от 

индекса i, а при (j < i) Γ
ij
 не зависят от индекса j. Действительно, с учетом 

(6.50) можно записать, что , но тогда

.

Последнее равенство показывает, что ковариационная матрица из-

мерений векторного КМ-процесса зависит только от 2n – 1 подматриц Γ
i
 

 и K
ii
 . Отметим, что это утверждение верно и для кова-

риационной матрицы измерений векторного марковского процесса K
N
, 

сформированной для схемы обработки 2.

Таким образом, внедиагональные элементы ковариционной ма-

трицы измерений векторного КМ-процесса при j > i можно предста-

вить в виде

 K
ij
 = K

ii
Φ

i,j–1
 .  (П3.15)

Сравнивая (П3.15) и выражение (6.54) делаем вывод о справедливо-

сти п. 1 теоремы.

2. Справедливость п. 2 теоремы можно показать с помощью рекур-

рентной процедуры обращения матриц методом окаймления, точно так-

же, как это было сделано при доказательстве теоремы 4.2 (см. выше). 

Необходимо только учесть, что при этом матрицы K
N
 и  надо 

рассматривать как блочные с блоками, представляющими собой квадрат-

ные подматрицы K
ij
 и C

ij
 порядка m. И, естественно, необходимо учиты-

вать правила обращения с матричными и векторными величинами.

3. Справедливость формулы (6.58) можно проверить прямым вычис-

лением определителя угловых подматриц .

П3.12. Доказательство теоремы 6.2

Для доказательства первого пункта теоремы достаточно раскрыть 

подматрицы Γ
i
, Φ

ij
, K

ij
 и записать выражение для νμ-го элемента ij-го эле-

мента матрицы K
N
.
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С учетом (6.61) имеем:

  (П3.16)

С помощью преобразования (6.59) из (6.54) имеем (6.62) с элемента-

ми (П3.16).

2. Для доказательства пункта 2 теоремы 6.2 раскроем подматрицы 

, M
i
, Γ

i
 и запишем выражения для νμ-го элемента ненулевых подматриц 

 и  матрицы K
N
. Можно видеть, что они будут иметь вид (6.15).

С помощью преобразования (6.59) приведем матрицу (6.54) к виду 

(6.62). При этом трехдиагональная по отношению к подматрицам K
ij
 

матрица  переходит в блочно трехдиагональную матрицу  вида 

(6.63) с ненулевыми скалярными элементами, определяемыми выраже-

ниями (6.64).
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Приложение 4

РЕКУРРЕНТНОЕ ОБРАЩЕНИЕ МАТРИЦ ВИДА  

И КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ ИЗМЕРЕНИЙ (КМИ)  
ПРОСТОГО КМ-ПРОЦЕССА

1. Обращение матрицы  и КМИ КМ-процесса в точках планов  и 

Используя соотношения (П3.3) и (П3.5) (см. приложение 1), можно 

построить простую процедуру рекуррентного обращения матриц вида  

(см. (4.9)), частным случаем которой является матрица  (4.17).

Пусть известна трехдиагональная матрица  размера i×i, обратная 

к матрице . Тогда матрицу , обратную к , можно 

найти следующим образом.

1) Из (П3.5) следует, что матрица [u
i+1

v
i+1

] будет иметь только один 

ненулевой элемент, как это показано на рис. П4.1: 

Рис. П4.1. Вид матрицы [u
i+1

v
i+1

] для матриц вида 

Из вида [u
i+1

v
i+1

] и (П3.3) следует что, все элементы  войдут в 

 неизменными, за исключением элемента c
ii
 (здесь c

ml
  – 

элементы матрицы ). Поэтому первый этап процедуры вычисления 

 заключается в корректировке элемента c
ii
 матрицы  по формуле 

(см. (4.11)):

 , (П4.1)

где  – скорректированное значение c
ii
; α

i+1
 = α

i+1,i+1
 – γ

i
λ

i
a

ii
.

2) На втором этапе скорректированная таким образом матрица  

окаймляется справа и снизу i-мерными вектор-столбцом и вектор-строкой, 

соответственно, ненулевые элементы которых вычисляются по формулам:

  ;  . (П4.2)
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3) Вычисляется новый диагональный элемент матрицы :

 . (П4.3)

Таким образом, получаем предельно простую процедуру рекуррент-

ного обращения матрицы , а следовательно, и матрицы .

2. Обращение неупорядоченной матрицы  и КМИ КМ-процесса 
в точках плана общего вида ε

n

Ковариационная матрица  измерений КМ-процесса в точках 

плана ε
n
 является частным случаем матрицы , получаемой из  пу-

тем перестановки (переупорядочивания) части ее одноименных строк 

и столбцов. Поэтому, в первой половине данного раздела, для большей 

общности получаемых результатов, рассмотрим построение рекуррент-

ной процедуры обращения матриц вида . Особенности обращения 

матриц вида  рассматриваются во второй части раздела. Ниже при 

обозначении матриц  и  будем опускать надстрочный индекс «1», т.е. 

использовать более простые обозначения  и .

2.1. Рекуррентное обращение матриц . Будем считать, что строки 

и столбцы матрицы , а также все ее элементы сохраняют нумерацию, 

соответствующую нумерации строк и столбцов (элементов) матрицы  

(см. ниже, пример). То есть под номером n(j), j-й строки или j-го столбца 

 матрицы , понимается порядковый номер этой строки (столб-

ца) в . Так как номера одноименных строк и столбцов матрицы  при 

этом будут совпадать, ниже будем вычислять и оперировать только с но-

мерами строк.

Пусть известна матрица , обратная к , и имеющая (см. след-

ствие 4.1) не более (3i – 2) ненулевых элементов. Тогда матрицу , об-

ратную к , можно найти следующим образом.

1. Пусть номер n(i + 1) очередной (i + 1) – 1 строки матрицы  боль-

ше номеров всех предыдущих ее строк, вошедших в (под)матрицу  (см. 

рис. П4.2). Математически это можно записать так:

 . 
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В этом случае, вектор-столбец u
i+1

 и вектор-строка v
i+1

 в рекуррент-

ном выражении (П3.5) будут иметь вид:

 , (П4.4)

где u
r,i+1

 = λ
n(r),n(i+1)

 и v
i+1,r

 = γ
n(i+1),n(r)

.

Рис. П4.2. Выбор подматриц  и векторов a
i+1

,  из матрицы  

Примечание. , .

Величины λ
ij
 и γ

ij
 в (П4.4) связаны с величинами λ

i
  и γ

i
 

 в (4.9) следующим образом:

  (П4.5)

(Величинам Λ
ij
 и Γ

ij
 в (4.9) будут соответствовать λ

i,j+1
 и γ

i+1,j
 в (П4.5). 

Введение вместо Λ
ij
 и Γ

ij
 новых обозначений λ

i,j+1
 и γ

i+1,j
 для матрицы  дает 

возможность более краткой записи индексов в последующем изложении.)

Из (П4.4) следует, что матрица [u
i+1

v
i+1

] будет иметь единственный не-

нулевой элемент, находящийся на пересечении r-й строки и r-го столбца 

(см. рис. П4.3), т.е. все элементы  войдут в матрицу  неизменными, 

за исключением элемента c
rr
 (c

ij
  – элементы матрицы ).
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Таким образом, процедура вычисления  при n(i + 1) > n(r), будет 

состоять в следующем.

а) Корректировка элемента c
rr
 матрицы :

 , (П4.6)

где  – скорректированное значение c
rr
.

В (П4.6) величины u
r,i+1

, v
i+1,r

 определены в (П4.4), а 

  (П4.7)

где  α
ml

 = a
ll
 – λ

ml
γ

lm
a

mm
  (l > m).  (П4.8)

б) ненулевые элементы новых строки и столбца матрицы  вычис-

ляются по формулам:

 ,   . (П4.9)

в) вычисляется новый диагональный элемент матрицы :

 .  (П4.10)

Рис. П4.3. Вид векторов u
i+1

v
i+1

 и матрицы [u
i+1

v
i+1

] при n(i + 1) > n(r)

Примечание. u
r,i+1

, v
i+1,r

  – ненулевой элемент матрицы [u
i+1

v
i+1

].

2. Пусть номер n(i + 1) очередной (i + 1)-й строки  меньше номе-

ров всех предыдущих строк , вошедших в , т.е. 

 . 
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В этом случае, векторы u
i+1

 и v
i+1

 примут вид:

 , (П4.11)

где u
l,i+1

 = γ
n(l),n(i+1)

 и v
i+1,l

 = λ
n(i+1),n(l)

.

Из (П4.10) следует, что матрица [u
i+1

v
i+1

], как и в первом случае 

(n(i + 1) > n(r)), будет иметь только один ненулевой элемент, но на пере-

сечении строки и столбца с номерами 1. Величина этого элемента будет 

равна u
l,i+1

·v
i+1,l

. Вид матрицы [u
i+1

v
i+1

] и векторов u
i+1

 и v
i+1

 при этом будет 

соответствовать рис. П4.3 с заменой индекса r на l.

Таким образом, процедура вычисления  при (n(i + 1) > n(l)) будет 

полностью аналогична процедуре нахождения  при (n(i + 1) > n(r)) 

с заменой в формулах (П4.6), (П4.9) и (П4.10) величин u
r,i+1

 и v
i+1,r

 на u
l,i+1

 

и v
i+1,l

, соответственно. При этом величина α
i+1

 в (П4.6), (П4.9) и (П4.10) 

должна вычисляться по формуле:

  (П4.12)

3. Пусть номер n(i + 1) очередной (i + 1)-й строки  лежит между 

номерами предыдущих строк , вошедших в , т.е.

n(l) > n(i + 1) > n(r),

где  и .

В этом случае векторы u
i+1

 и v
i+1

 примут вид:

 ,  (П4.13)
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где

Из (П4.13) следует, что матрица [u
i+1

v
i+1

] будет иметь четыре ненуле-

вых элемента, находящихся на пересечении строк и столбцовс номерами 

r и l, как это показано на рис. П4.4. Таким образом, перед включением 

матрицы  в матрицу  в  достаточно скорректировать четыре эле-

мента: c
ll
, c

lr
, c

rl
 и c

rr
 и процедура вычисления  в данном случае будет 

состоять в следующем.

а) Корректируются четыре элемента матрицы  по формулам:

 ,  (П4.14)

где  и  – скорректированные значения элементов c
ll
, c

lr
, c

rl
 и c

rr
.

В (П4.14) величины u
r,i+1

, u
l,i+1

, v
i+1,r

, v
i+1,l

 определяются выражениями 

(П4.13), а

 , (П4.15)

где α
ml

 определено в (П4.8).

Рис. П4.4. Вид векторов u
i+1

 и v
i+1

 и матрицы [u
i+1

v
i+1

] при n(l) > n(i + 1) > n(r)
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б) Вычисляются ненулевые элементы новых строки и столбца ма-

трицы  по формулам 

 . (П4.16)

в) Вычисляется новый диагональный элемент матрицы  по фор-

муле (П4.10), где α
i+1

 определяется формулой (П4.15).

2.2. Рекуррентное обращение матрицы . При построении проце-

дуры рекуррентного обращения матрицы  мы исходили из того, что 

известно соответствие строк и столбцов  (а, следовательно, всех ее 

элементов) строкам и столбцам (элементам) упорядоченной матрицы 

 и использовали нумерацию (индексацию) величин λ
ij
, γ

ij
 и α

ij
, соответ-

ствующую .

Здесь мы будем предполагать, что упорядоченная матрица , соот-

ветствующая , неизвестна. Это больше соответствует реальной ситу-

ации, когда измерения поступают в произвольной последовательности 

и матрица  формируется в порядке поступления измерений, т.е. в каж-

дый момент времени известна только ее левая верхняя подматрица .

В этом случае, в основу построения алгоритма рекуррентного обра-

щения  можно положить сравнение координаты точки (под координа-

той точки здесь и ниже понимается расстояние от точки до 0), в которой 

выполнено текущее измерение, с координатами точек предыдущих из-

мерений. Это позволяет без знания, собственно, матрицы , работать 

с матрицей , как с упорядоченной матрицей .

Основными отличиями процедуры обращения  от процедуры об-

ращения  являются:

1) учет равенств λ
ji
 = γ

ij
 (см. (П4.5)) и v

i+1
 = , имеющих место 

вследствии симметричности  (ниже будут использоваться обозначения 

γ
ij
 (j > i)  и u

i+1
);

2) нумерация (индексация) величин γ
ij
 и α

ij
 согласно порядку распо-

ложения элементов (строк и столбцов) в неупорядоченной матрице , 

т.е. в порядке поступления измерений.

Пусть известны:

– матрица , обратная ковариационной матрице  измерений 

КМ-процесса в точках плана ε
i
;
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– i-мерный вектор k
i+1

, элементы которого есть ковариации измере-

ния Z(t) в точке t
i+1

 с измерениями Z(t) в точках ε
i
 (или известен i-мерный 

фрагмент вектора коэффициентов );

– величина k
i+1,i+1

, представляющая собой дисперсию наблюдаемого 

процесса Z(t) в точке t
i+1

.

Необходимо найти матрицу , обратную ковариационной матрице 

 измерений КМ-процесса в точках плана ε
i+1

 = ε
i
 + t

i+1
.

Здесь, в зависимости от расположения точки t
i+1

 относительно точек 

плана ε
i
 = {t

1
, t

2
, ..., t

i
}, возможны три различные ситуации.

1. Координата новой точки плана t
i+1

 больше координат точек, вхо-

дящих в ε
i
, т.е. . При этом вектор 

 ,  (П4.17)

где u
r,i+1

 = γ
r,i+1

 и 

 γ
ml

 = k
ml

/k
mm

;  k
ml

 = k(t
m
, t

l
);  t

l
  t

m
. (П4.18)

Из (П4.17) следует, что

 , (П4.19)

где . (П6.20)

При m = i и l = i + 1 величина

, 

т.е. совпадает с величиной α
i+1

 в (4.18).

В данном случае, симметричная матрица  имеет вид, ана-

логичный виду матрицы [u
i+1

v
i+1

] при n(i + 1) > n(r), изображенной 

на рис. П4.3.

Формулы (П4.6) и (П4.9) для матрицы  принимают вид:

 ,    .  (П4.21)

Формула (П4.10) остается неизменной, но α
i+1

 вычисляется с помо-

щью (П4.19).
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2. Координата новой точки плана t
i+1

 меньше координат точек ε
i
, т.е. 

. При этом 

 ; ,  (П4.22)

где  и величина α
ml

 (t
l
 > t

m
) определена ра-

нее в (П4.20).

Матрица  в данном случае будет иметь вид, подобный виду 

матрицы [u
i+1

v
i+1

], изображенной на рис. П4.3, с заменой индексов r на l 

и вычисление матрицы  будет заключаться в корректировке элемента 

c
ll
 матрицы  и вычислении ненулевых элементов окаймляющих векто-

ров по формулам (П4.21) с заменой c
rr
 на c

ll
 и u

r,i+1
 на u

l,i+1
, соответственно.

3. Новая точка плана t
i+1

 лежит между точками плана ε
i
, т.е. t

l
 > t

i+1
 > t

r
, 

где  и . При этом вектор 

 , (П4.23)

где

С учетом (П4.23) формула вычисления α
i+1

 принимает вид:

  . (П4.24)

Матрица  в данном случае будет иметь вид, подобный виду 

матрицы [u
i+1

v
i+1

] при n(l) > n(i + 1) > n(r), изображенной на рис. П4.4.

Таким образом, здесь, как и в случае с матрицей , перед включени-

ем матрицы  в , достаточно скорректировать в  четыре элемен-

та, а точнее, с учетом симметричности , только три элемента.
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Формулы (П4.14) и (П4.16) для матрицы  принимают вид:

 ;  (П4.25)

   (П4.26)

Элемент c
i+1,i+1

 матрицы  вычисляется по формуле (П4.10), где α
i+1

 

находится по формуле (П4.24).

В заключение рассмотрим пример, подтверждающий справедливость 

полученных результатов.

3. Пример П4.1

Пусть матрица  имеет вид: 

 . (П4.27)

Для удобства записи индексов в дальнейшем изложении, заменим 

величины Λ
ij
 (j  i) и Γ

ij
 (j  i) в  на λ

i,j+1
 и γ

i+1,j
, соответственно (опре-

деление величин λ
i,j

 и γ
i,j

 дано в (П4.5)). Получим матрицу  из  путем 

следующей перестановки строк и столбцов :

      . (П4.28)



286 У.Н. Бримкулов                     Ковариационная матрица измерений в задачах  

Приложения

Предположим, что к началу применения рекуррентной процедуры 

обращения матриц вида  нам известны:  и . 

Тогда вычисление матрицы  сводится к следующим шагам:

1 шаг

1) Вычисление векторов u
2
 и v

2
:

;   .

2) Вычисление величины α
2
:

, 

где α
23

 = a
33

 – λ
23
γ

32
a

22
.

3) Вычисление матрицы [u
i+1

v
i+1

]: .

4) Вычисление 

.

2 шаг

1)  (здесь учтено, что λ
25

 = λ
23
λ

35
);

 (здесь учтено, что γ
52

 = γ
53
γ

32
).

2) α
3
 = a

55
 – λ

35
γ

53
a

33
 = α

35
, где α

35
 = a

55
 – λ

35
γ

53
a

33
.

3) .
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4) 

(μ
25

 = a
55

 – γ
32
λ

23
γ

53
λ

35
a

22
).

3 шаг

1) 

(учтено, что λ
24

 = λ
23
λ

34
);

(здесь учтено, что γ
42

 = γ
43
γ

32
).

2) , где  .

3) 
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4) .

В приведенной записи матрицы  учтено, что μ
35

 = α
35

; λ
35

 = λ
34
λ

45
;  

γ
53

 = γ
54
γ

43
;  μ

24
 = a

44
 – γ

32
λ

23
γ

43
λ

34
a

22
.

4 шаг

1) 

(здесь учтено, что γ
31

 = γ
32
γ

21
;  γ

51
 = γ

54
γ

43
γ

32
γ

21
; γ

41
 = γ

43
γ

32
γ

21
).

(здесь учтено, что λ
13

 = λ
12
λ

23
; λ

15
 = λ

12
λ

23
λ

34
λ

45
; λ

14
 = λ

12
λ

23
λ

34
).

2) ,   где α
12

 = a
22

 – λ
12
γ

21
a

11
.



289экспериментального исследования марковских случайных процессов

Приложения

3)  

4) ,

где μ
13

 = α
13

 = a
33

 – γ
21
λ

12
γ

32
λ

23
a

11
, так как γ

31
 = γ

32
γ

21
;  λ

13
 = λ

12
λ

23
.

Если найти матрицу, обратную к упорядоченной матрице , и пере-

ставить в ней строки и столбцы, аналогично выполненной в начале фор-

мулирования данного примера, перестановке строк и столбцов , то 

полученная таким образом матрица полностью совпадет с матрицей , 

полученной здесь.
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