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Введение. Электропроводимость среды в большом масштабе по горизонтали и по 
вертикали (глубины) изучается геоэлектрикой. Электрические и магнитные поля возникают 
при естественном или искусственном ведении тока в земной коре.

В разведке полезных ископаемых методами геоэлектрики используются 
магнитотеллургические зондирования.

Г орные породы обладают электромагнитными свойствами и характер 
электромагнитных полей определяется геоэлектрическим строением среды.

В настоящее время электроразведка, основанная на электрических и магнитных 
свойствах горных пород, имеет более пятидесяти способов и методов.

Это объясняется тем, что, во-первых различные породы имеют различные 
электромагнитные свойства и во-вторых в зависимости от этих свойств задаются различные 
степени электрических токов. С другой стороны некоторые породы создают собственные 
электрические поля.
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В электроразведке обычно измеряются амплитуды электрических и магнитных 

составляющих поля и их фазы.
Методы геоэлектрики и электроразведки составляют геоэлектромагнитные методы. 

Эти методы решают фундаментальные геологические, геофизические задачи и широко 
используются в исследовании, поиске и разведке нефтегазовых, угольных и рудных 
месторождений.

Методы классической геоэлектрики или методы электродинамики сплошных сред 
позволяют вывести интерпретацию полученных результатов на количественный уровень.

В неклассическом методе геоэлектрики изучаются наблюдаемые явления, не 
вписывающиеся в рамки электродинамики. К ним относятся методы естественного 
электрического поля и методы: высокоразрешающая электроразведка, сейсмоэлектрические, 
электромагнитный мониторинг.

В области геоэлектрики можно выделить следующие основные направления 
исследований:

• исследование геоэлектрического строения Земли;
• разработка информационно-математического обеспечения геоэлектромагнитных 

исследований;
• исследование геодинамических процессов в Земле;
• исследование неклассических методов геоэлектрики.
Систему уравнений Максвелла в случае макроскопической электродинамики можно 

привести в уравнении геоэлектрики.
Математическая модель геоэлектрики включает в себя все основные законы 

электромагнетизма и описывает электромагнитные поля в разных средах.
Опишем систему уравнений Максвелла.
Каноническая форма системы уравнений Максвелла связывает напряженности 

электрического векторного поля -  Е, напряженности магнитного векторного поля -  Н, 
вектора электрической индукции -  D,  вектора магнитной индукции - В с  плотностью 
электрического заряда р и с плотностью электрического тока j :

rotH  = 1 dD 4л

rotE  = —

c dt + 
1 дБ

c -J,

c dt ’
divB  = 0, 

d ivD  = 4 лр .
Система уравнений Максвелла (1)-(4) состоит

дифференциальных уравнений первого порядка. Источники
из
Р

(1)

(2)

(3)
(4)

восьми линейных 
и J не являются

произвольными.
Уравнения (1)-(4) состоят из двух самостоятельных блоков. Первый блок состоит из 

уравнений (1) и (4), который связывает векторы H , D и источники J, р , второй блок состоит 
из уравнений (2) и (3), который связывает только E,Б из источников.

Система уравнений Максвелла не является замкнутой, так как эта система связывает 
четыре векторные величины двумя векторными уравнениями. Для замыкания уравнений (1) 
-  (4) необходимо добавить некоторые соотношения, связывающие первый блок со вторым 
блоком.

Эти соотношения определяются из свойств материальных сред, в котором происходят 
электромагнитные процессы. Их называют материальными уравнениями.

В макроэлектродинамике материальные уравнения находятся либо непосредственно 
из эксперимента, либо на основании модельных представлений.
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1. Векторы E, H  считаются исходными, а материальные уравнения задаются в виде

D = D(E, H ), B = B(E, H ).
2. E,B считаются исходными, а материальные уравнения задаются в виде

D = D(E, В), H  = H  (E, B).
Материальные уравнения можно найти с введением физических параметров: £ - 

диэлектрическая проницаемость среды, [Л - магнитная проницаемость среды и 1 -
электропроводимость среды:

D  = sH , 
B  = juH.

(5)
(6)

Материальные уравнения во многом зависят от материальных сред.
£,Е £, 11

не зависят от поля
£ = £(E, B)
P = P(E, B)

£ = £(r) 

М = M(r )

£ = £(t) 
р = p (t)

,  = D

" H. 
i, j  = 1,2,3

Среда Линейная Нелинейная Неодно
родная

Нестацио
нарная

Анизо
тропная

Перечислим наиболее простые модели сред:
A. Однородная изотропная среда -  среда с одинаковыми электромагнитными 

свойствами.
Б. Анизотропная среда -  среда с электромагнитными свойствами, отличающимися в 

направлении и в крестслоистости пород.
B. Одномерная (двумерная, трехмерная) неоднородная среда -  среда, в которой 

электромагнитные свойства меняются в одном (двух, трех) направлении.
Ток смещения. Д. Максвелл математически строго обосновал физические 

электромагнитные процессы и получил математические модели в виде уравнений и 
систематизировал их. До Д. Максвелла многие уравнения электромагнитных процессов были 
известны, а Д. Максвелл проанализировал и выбрал те уравнения, которые необходимы для 
этого явления, добавил к этому уравнению так называемый ток смещения и получил 
замкнутую систему уравнений. В честь его эту систему назвали системой уравнений 
Максвелла. До периода Максвелла были известны два основных вида токов: ток 
проводимости и ток переноса.

Ток смещения также как ток проводимости порождает магнитное поле. Переменные 
электрического поля создают магнитное поле и они существуют совместно, и такое поле 
будет даже в вакууме, где нет смещения электрических зарядов внутри молекул.

Математическая формулировка тока смещения:

смещ пров
dq
~dt ’

(7)

Здесь 1смещ - сила тока смещения, 1пров - сила тока проводимости, q - заряд
ss Sконденсатора q = C -р = C ■ E ■ x = 0 • E ■ x = \ss0 ■ E = D  = SD .

X
q =  CU =  SD. (8)

где C  - электроемкость конденсатора, E  - напряженность электрического поля 
между обкладками, X - расстояние между обкладками, £ - электрическая проницаемость, S  
- площадь, D  - вектор смещения, U  - напряжение между обкладками конденсатора. 

Напряженность электрического поля и вектор смещения равны
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E  -  *  - <* = q _ q D  = ss 0 ■ E.
SS0 S SS0 ■ S ’

где (У - поверхностная плотность заряда.

Отсюда получим

смещ смещ • S  = S  •
dq 

dt • S
S ™  

dt (9)

смещ
dD
~dt ’

(10)

где Jсмещ - плотность тока смещения.
Вектор смещения D  связан с вектором напряженности электрического поля E  и 

вектором поляризации P  соотношением
D  =  ss  0 • E  +  P.

Подставляя (11) в формулу (10) получим

смещ = Е£о
dp dp
dt dt ’

(11)

(12)

dE dP
где ЕЕ 0 • - часть плотности тока смещения, - часть плотности тока,

dt dt
обусловленную поляризацией.

Таким образом, ток смещения -  это наличие связи между электрическим и магнитным 
полем, то есть величина, связывающая электрическое и магнитное поле, взаимосвязь на 
существование электромагнитного поля.

Открытие тока смещения позволило создать единую теорию электрических и 
магнитных процессов. Основным следствием теории Максвелла был вывод о существовании 
электромагнитных волн, распространяющихся со скоростью света.

Математическая модель процессов в магнитостатике и электростатике.
В практических приложениях почти всегда приходится решать уравнения Максвелла 

(1) -  (4) в кусочно-непрерывных средах, тогда граничные условия являются неотъемлемой 
частью этих явлений.

дБ dD
В стационарных случаях электромагнитных полей будут -

dt dt
0 , тогда (1) -  (4)

распадаются на две системы
divD  = р , rotE  = 0, D  = s 0 E  + P  = s s 0 E , (13)

rotH  = J , divB = 0, Б  = p 0(H  + M ) = ju0p  • H . (14)
(13) является уравнением электростатики, (14) -  магнитостатики.
Система уравнений Максвелла в макроскопической электродинамике описывается 

математической моделью геоэлектрики.
Из уравнений Максвелла, при определенных условиях, можно получить двумерное 

уравнение геоэлектрики.
d2 и

s (z , у )р (z , у ) —  = Az,yu(z , y , t) - V z,y In p (z , y )V z,yu(z, ̂ , t) 

0u
- ф ,y)м (z ,У) —  , t e R+, z g R+, y  G R ,

dt

(15)

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА, МЕХАНИКА И ФИЗИКА 91



Известия КГТУ им. И.Раззакова 41/2017
где s(z, у), /л(z, у) - диэлектрическая и магнитная проницаемости соответственно, 

<г(z, у) - электропроводимость среды, и(z, y, t) - напряженности электрического магнитного
с_а_ д }

dz ’ ду
2 ^ 2

поля, Д,„ = — ^ н---- - - оператор Лапласа, V zy =z. У градиент функции.
dz ду

В случае, когда геоэлектрический разрез известен, из физических условий задачи и из 
уравнения (1) определяется электрическая (магнитная) компонента поля, то есть решаются 
прямые задачи электроразведки.

Решая прямую задачу геоэлектрики, можно получить электрическую компоненту поля 
в средах вдали от источника с электромагнитными параметрами £, Ц, сг .

Сложность прямых задач заключается в выборе моделей, близких к реальным средам. 
Для этого применяется математическое моделирование с использованием математических 
аппаратов и современных средств компьютерных технологий.

В геоэлектрике обычно рассматриваются две среды (воздух, земля), в воздухе все 
физические параметры и напряженности известны, а в земле или напряженности 
электрического/магнитного поля неизвестны, физические параметры известны, их называют 
прямой задачей, или физические параметры неизвестны, напряженности на поверхности 
земли известны называют обратной задачей.

В геоэлектрике начальные и граничные условия обычно задаются в следующем виде:

и( z, У, 0 | t<o = 0, (16)
du( z, у, t) 

dz =o = h(y)s(t) +r (y)e(t X у e (-D, D), t e[0, T ], (17)

где h(у), r(у) - функции источники, 5(t)- дельта функция Дирака, 0(t)- тета функция 
Хевисайда, D,T - некоторые постоянные.

Двумерная прямая задача геоэлектрики. Определить функцию и( z, у, t) -
напряженность электрического/магнитного поля из задачи (15) -  (17) при известных 
значениях функций е(z, у), ju(z, у),о-(z, у), а также при известных значениях функций
источников h(у), r( у).

Двумерная обратная задача геоэлектрики. Определить физические параметры 
s(z, у), ju(z, у), <т(z, у) при известных значениях функции источников h(^), г(у), а также при 
задании дополнительной информации о решении прямой задачи на поверхности земли

и (z, У, t  ̂z=o = f (У, tX у е  [ -  D , D 1 t ^ l 0, T 1 (18)
Методы решения прямых и обратных задач геоэлектрики.
Аналитические, точные решения прямых задач, тем более обратных задач, почти 

невозможны.
В случае когда, в прямых задачах, на начальные, граничные условия и на 

коэффициенты уравнений ставятся определенные условия, например ограниченность, 
непрерывность, непрерывность производных можно получить аналитические формулы 
решения прямых задач, формула Даламбера -  в одномерной, формула Пуассона -  в 
двумерной, формула Кирхгофа -  в трехмерной переменной.

Явные аналитические формулы для обратных задач почти не существуют. В редких 
случаях, когда ставятся жесткие условия на коэффициенты уравнений, на начальные и 
граничные условия, а самое главное на решение задачи, обратные задачи можно привести к 
интегральному уравнению Вольтера второго рода, на что и можно создать разрешающие 
алгоритмы.

Таким образом, для решения прямых и обратных задач, не только геоэлектрики, 
прибегают к решению задачи численными, приближенными методами.
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Основными приближенными методами решения прямых задач гиперболического типа 
(уравнение (15) относится к уравнению гиперболического типа) являются: метод сеток, 
метод разностных схем, метод конечных элементов, метод Монте-Карло, метод Галеркина, 
метод Ритца и другие.

Перечислим методы решения прямых задач (см. лит. [18,15,4,3,16,14,11,5,9,12]. 
Разностные методы: метод сеток; интегро-интерполяционный метод; метод аппроксимации 
интегральных тождеств; вариационно-разностные методы, проекционный метод Галеркина, 
конечных элементов; граничных элементов, метод прогонки, редукции, релаксации, 
расщепления.

Перечислим методы решения обратных задач (см. лит. [1,2,7,10,13,19,20,6,17,8]). 
Метод регуляризации; метод минимизации сглаживающего функционала; итерационные 
методы интегральных уравнений первого рода; градиентные методы; оптимизационные 
методы; разностные методы, проекционно-разностные методы.
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