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Рассмотрим систему 

t ь t 
f H(s)u(s)ds + f N(s)u(s)ds + f K(t,s,u(s))ds = g(t) tE[a,b], (1) 
а t а 

где H(s),N(s) - n х n - мерные известные матричные функции, K(t,s,u(s)) - известная 

непрерывная n- мерная вектор-функция, g(t) и u(t)- известная и искомая функции. 

Наряду с системой (1) будем рассматривать систему 
t ь t 

&V(t,&) + f H(s)v(s,&)ds + f N(s)v(s,&)ds + f K(t,s, v(s,&))ds = g(t) +т( а) , (2) 
а t а 

где u(t)- решение системы (1), О< Е- малый параметр. 
Введем обозначения: 

1) <·,->-скалярные произведения в Rn, IIAII, llull- нормы соответственно 
n х n - мерной матрицы А и n - мерного вектора u, то есть для любых 

и=(и1 ,и2 , ..... :Jlп), v=(v1,v2, ..... ,vп)ERn,<u,v>=и1v1 +и2v2 + ..... +unvп, 

llиll = -J< и, и>; 
2) Сп[а,Ь]- пространство n- мерных векторов с элементами из С[а,Ь], 111-норма в 

Сп[а,Ь], то есть для любого u(t) Е Сп[а,Ь] 

llиCt)llc = max llиCt)ll 
tE[ а,Ь] 

Предполагаем выполнение следующих условий: 
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а) detlH(t)-N(t)j:;t:O при всех tE[a,b]. Не ограничиваясь общности будем считать 
(H(t)-N(t))=In при всех tE[a,b], где In -nxn- мерная единичная матрица. Так как в 

случае detlH(t)- N(t)j:;t: О, tE[a,b] в системе (1) можем сделать замену 

u(t) = [ H(t)- N(t)]-1 и1 (t); 
б) при t > 1 для любых (t,s, и1 ),( т,s, и1 ),(t,s, и2 ),( т,s, и2 ) Е Gx R 

справедлива оценка: 

IK(t,s,u1)- К( r,s, и1 )- K(t,s, и2 ) +К( т,s,и2 )1:::; м1 (t- т)(и1 - и2 ) 
где G = {(t,s): а~ s ~ t ~ Ь}, О< М1 - известная постоянная. 

В дальнейшем используется следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 1. Если выполняются условия а) и б). Тогда система (1) имеет 

единственное решение u(t) Е CJa,b], тогда и только тогда, когда 

ь 
g(O) = f N(s)u(s)ds 11 g(t) IIE с1[ а,Ь ], 

а 

где u( t) - решение системы 

t 
u(t) = f K((t,s, u(s))ds + g'(t) 

а 

tE[a,b], 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Из системы (1) имеем 

t ь t 
f[H(s)- N(s)]u(s)ds + f N(s)u(s)ds + f K(t,s,u(s))ds = g(t), 
а а а 

t t 
f u(s)ds + f K(t,s,u(s))ds = g(t)- fJ, 
а а 

где 

ь 
fJ = f N(s)u(s)ds. 

а 

Берем производную по t с обеих сторон системы (4), получаем 

t 
u(t)+ f K((t,s,u(s))ds = g'(t) 

а 

при tE[a,b]. 

Отсюда имеем систему (3). 
Системы (3) и (1) эквивалентны тогда и только тогда, когда g(O)- fJ =О. 
Теорема 1 доказана. 
Предположим выполнения следующих условий: 

в) det(I n- М(&)) :;t: О при Е> О, где 
1 Ь _t-s 

М(&)=-- f N(s)X(s,a,&)ds, X(t,s,&) = 1 ne & ; 
&а 

(3) 

(4) 

г) Ai (t),i = 1,2, ..... j1- собственные значения матрицы ~ [ H(t)- N(t) +н* (t)- N* (t)] и 
min A/t) = A(t) ~а> О, при tE[a,b]; 

142 



д) K(t,t,u)=O, для любых (t,u)E[a,b]xR; 
е) K(t,s,O)=O, при (t,s) EG={(t,s): а~ s ~ t ~ Ь} и 

_t-s 
11 X(t,s,&) 11= е 5 

Na = supliN(s)il 
IE[a,b] 

Подставляем в систему (2) формулу 

v(t,&) = u(t )+ c;(t,&) 
где u(t)- решение системы (1). 

t ь t 

(5) 

вс;(t,&) + f H(s)c;(s,& )ds + f N(s)c;(s,& )ds =- f[ K(t,s, u(s) + c;(s,& )) - K(t,s, u(s))]ds-
а t а 

-&[u(t)-u(a)]. 
Вводим обозначения 

t 
g(t,&) =- f[ K(t,s,u(s) + c;(s, в))- K(t,s, u(s))]ds- &[ u(t)- и( а)] (б) 

а 

Отсюда в силу следствия теоремы и применяя формулу Дирихле, имеем 

1 ьь 
c;(t,&) = 

2 
X(t,a,&) · (I n-М(в)Г 1 · f f N(s)[K(s, r,u(r) +с;( т, в))- K(s, r,u(r))]drds + 

& ar 

+ __!_ X(t,a,&) · (I - М(в)Г 11 N(s)[u(s) -u(a)]ds-
& n 

а 

1 bbs 
- 3 X(t,a,&) · (I n -М(в)Г 1 f f f N(s)X(s,p,&) ·[К(р, r,u(r) + с;(r,в))-К(р, r,u(r))]dp 

& arr 
1 1bs 

dsdr --
2 

X(t,a,&) ·(! -М(в)Г f f N(s)X(s,p,&)[u(p) -u(a)]dpds-
& n аа 

1 t 
-- f K(t, s, u(s) +c;(s, в))- K(t,s, u(s))ds- [ u(t)- и( а)]+ 
&а 

1 t t 1 t 
+2 f f X(t,s,&)·[K(s,r,u(r)+c;(r,&))-K(s,r,u(r))]drds+- fX(t,s,&){u(s)-u(a)]ds 

& ar &а 

Введем, новые обозначения Н1 (t, т,с;(т,&),&),Н 2(t, т,с;(т,&),&),rр(t,&), и получаем 

новое уравнение 

ь t 
c;(t,&) = JH1 (t, т,с;(т,&),в)dт+ fH 2(t, т,с;(т,&),в)dт+rр(t,&) (7) 

а а 

где 

1 ь 
н1 (t, т,с;(т,&),&) =2 X(t,a,&)(In- М(в))- 1 fN(s )[К(s,т,и( т)+ с;( т,&))- К(s, т, u( т))]ds-

& т 

1 bs 
- ЗX(t,a,в)(In -М(в))- 1 · f f N(s)X(s,p,&)[K(p, т,и(т)+с;(т,в))-К(р, т,u(т))]dpds, (8) 

& тт 
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1 
Н 2(t, r,~('r,&),&) =-

5 
[K(t,s,u(s) +~(s,в))- K(t,s,u(s))]+ 

1 t 
+ 2 f Х(t,р,в)[·К(р, r,u(r) +~(r,в))- К(р, r,u(r))]dp, 

& р 

1 1ь 
rp(t,&)=-X(t,a,&)(I -М(в))- fN(s)[u(s)-u(a)]ds-

& n 
а 

1 bs 
- 2 X(t,a,&)(In -М(в))- 1 f fN(s)X(s,p,&)[u(p)-u(a)]dpis-

& аа 

1 t 
- [ u(t)- и( а)]+- f X(t,s,&)[ u(s)- u(a)]ds, 

&а 

(9) 

(10) 

ЛЕММА 1. Пусть выполняются условия а),б),в), и г) 11(1 n-М(&))-1 11::::; М0 , где 
известная постоянная О <М0 не зависит от Е> О, 

н1 (t, т, с;( т, &),&),Н 2 (t, т, с;( т, &),&),rp(t,&) определены по формулам (8),(9),(10), тогда 

справедливы следующие оценки: 

где 

- _!_(t- а) 
IIH1 (t,т,r;(т,&),&)ll:::; ~е & М0N0М1 (Ь-а)привсехt,1Е[а,Ь]; (11) 

llн2 (t,r,r;(r,&),&)ll:::;м1 привсех (t,1)EG; (12) 

-l(t-a) 
llrp(t,&)ll::::; (M0 N 0L(b- а)е & + L&),при всех t Е[а,Ь] (13) 

N0 = sup IN(s)l, 
tE[a,b] 

а функция u(t) удовлетворяет условию Липшица с коэффициентом L, то есть для любых t,s Е 
[а,Ь], при t > s справедлива оценка 

lи(t)- u(s)l::::; L(t- s) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а::::; t::::; Ь, тогда, учитывая формулу Дирихле 

преобразуемфункцию Н1 (t,1, r;(r,&),E), 

1 1 Ь _l(s--r) 
H1(t,-r,q(-r,c:),c:) = &

2 
X(t,a,c:)(In -М(с:)Г ·N(s)· f {[K(s,-r,u(-r)+c;:(r,s))-K(s,-r,u(-r))]·e & + 

' 1 s 
+- fX(s,p,c:)[K(s, т, и( т)+ c;(r,s))- K(s, -r,u(-r))- К(р, т, и( т)+ c;(r,s)) + К(р, -r,u(-r))]dp 

&"Z" 

}ds; 
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1 ь 
11 Н1 (t, т,~(т,с:),с:) 11~11 2X(t,a,c:)M 0N(s)f{[K(s, т, и( т) +~(т,с:))- K(s, т, и( т))]· 

& т 

1 
--(s-t) 1s 

·е & +- f X(s,p,c:)[K(s, т, и( т) +~(т, с:))- K(s, т, и( т))- К(р, т, и( т) +~(т,с:))+ 
&т 

1 1 1 
1 

--(t-a) Ь --(s-т) 
1

s --(s-p) 
+K(p,т,u(т))]dp}dsll~2e & M0N0 f{M1 (s-т)e & +- fe с: 

& т & т 

1 -l(t-a) 
·(s-p)dp}l~(т,&)ldsll~ &е & м0 -N0М1 (Ь-а) (14) 

Из формулы (9) имеем 

1 1 t 
Н 2(t, т,q(т,с:),с:) = --[K(t,s,u(s) + q(s,c:))- K(t,s,u(s))] +- fX(t,p,c:)[K(p, т, и( т)+ q(s,c:))-

с; 2 

- К(р,т,и(т))]dр = 
1 

--(t- р) 
1 

= --[K(t, s, u(s)+~(s, с:))- K(t, s, u(s))]e & + 
с; 

с; р 

1 t 
+ 2 f X(t, р, c:)[K(t, s, u(s)+ ~(s, с:))- K(t, s, u(s))- К(р, т, и(т)+~(т, с:))+ К(р, т, u(т))]dp 

с; s 
Отсюда 

1 
--(t- р) 

1 11 H 2 (t, т,q(т,с:),с:) 11::;;11--[K(t,s,u(s) + ~(s,&))- K(t,s,u(s))]e & + 
с; 

1 t 
+ 2 fX(t,p, c:)[K(t, s,u(s) +q(s,c:))- K(t,s,u(s))- К(р, т, и( т) +q(т,с:)) + К(р, т,и(т))]dр 11::;; 

с; s 

1 1 1 
-- (t - s) t -- (t- р) -- (t - s) 

1 с; 1 f с; 1 с; :o;-:M
1
(t-s)e - 2 е M

1
(t-p)dp:o;-M

1
(t-s)e 

v с; s с; 

1 
М t --(t-s) 1 

1 --(t-s) 
--[fe с: (t-s)ds9\1

1
(1-e с: ):o;M

1
,(t,s)EG 

с; т 

(15) 

Из формулы (10) имеем 

rp(t, & ) = (/J1 (t, & ) + rp2 (t, & ) ' 

где 

1 1ь 
rp1(t, с:)= -X(t,a, с:)(! - М(с:))- f N(s)[u(s) -u(a)]ds-

с: n а 

1 bs 
- 2 X(t,a,c:)(I n-М(с:))- 1 f f N(s)X(s, т,с:)[и(т) -u(a)]dтds, 

& аа 
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1 t 
rp

2
(t,&) = -[и(t)-и(а)]+- f X(t,s,&)[и(s)-и(a)Jis. 

&а 

Преобразуем вектор - функцию rp1 (t, & ) : 

<p1(t,&) = 

1 1ь 
= -X(t,a,&)(I n- М(&))- f N(s){ [и(s)- и( а)]-

& а 

1 s 
-- f X(s, т,& )[и( т)- и(s)]dт- [ и(s)- и( а)]+ 
&а 

-l(s-a) 1 1 
+[и(s)-и(а)]е & }ds=-X(t,a,&)(Iп-M(&))-

& 

Ь 1 s -l(s-a) 
· fN(s){-- fХ(s,т,&)[и(т)-и(s)]dт+[и(s)-и(а)]е & }ds. 
а 

&а 

1 
1 --(t-a) Ь 

11 rp1 (t,&) 11~11 & е & М0 f N 0L{ 
а 

и = s- т dи = -d т 
' 

1 1 1 
1 

s --(s-т) --(s-a) 
1 

--(s-т) 

-- fe & (т-s)dт+(s-a)e & }dsll~ dv=-e & dт ~ 
&а & 

1 
--(s-т) 

v=e & 

1 1 1 
--(t-a) Ь --(s-a) --(t-a) 

~е & м0 fN0L(1-e & }ls~e & м0N0L(b-a) (Iб) 

а 

Преобразуем вектор- функцию rp2(t,&) 

1 t 
<р2 (t, &) = -[u(t)- u(a)]+- f X(t,s, &)[u(s) -u(a)]ds = -[u(t) -и( а)]+ 

&а 

1 t 1 t 
+- f X(t,s, &) ·[u(s)- u(t)]ds +- f X(t,s,&) ·[u(t) -u(a)]ds = -[u(t)- и( а)]+ 
6 а 6 а 

1 
1 t 1 t --(t- а) 1 t 

+- f X(t,s,&) ·[u(s) -u(t)]ds +- f е & [u(t) -u(a)]ds =- f X(t,s,&) ·[u(s) -u(t)]ds-
6 а 6 а 6 а 
_l(t-a) 

-е & [u(t)-u(a)]. 

Имеем оценку 
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1 t _l(t-a) 
11 rp2(t,&) 11=11- f X(t,s,&) ·[и(s) -и(t)]ds -[и(t) -и(s)]е & 115 

&а 

_l(t -s) t _l(t -s) _l(t -а) 
s L{ (t - s )е & ~~~~ + f е & ds + (t -а )е & } s 

а 

1 
_l(t-a) t --(t-s) _l(t-a) _l(t-a) 

siL{-(t-a)e 5 + fe 5 ds-(t-a)e 5 }sLв(1-e 5 )s 
а 

s Lв; (17) 

Так как 1 rp(t,&) 1=1 (/Jl (t,&) 1 + 1 rp2(t,&) 1, то 

Лемма 1 доказана. 

1 
--(t-a) 

1 rp(t,&) 1= (MoN aL(b- а)е & + L&)' где t Е[а,Ь] 
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