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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОГО ВОЛЬТЕРРОВА 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

C. Искандаров, К.А. Асанова

Установлены достаточные условия асимптотической устойчивости на полуоси решений линейного интегро- 
дифференциального уравнения третьего порядка типа Вольтерра. Предложен новый метод исследования.
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ABOUT ASYMPTOTIC STABILITY OF SOLUTIONS OF LINEAR VOLTERRA  
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS THIRD ORDER

S. Iskandarov, K.A. Asanova

The article establishes the sufficient conditions for asymptotic stability of the solutions on the half-linear of third 
order Volterra integro-differential equation. A new method of research is offered.
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Все фигурирующие функции и их производные являются непрерывными, и соотношения имеют место 
при t ≥ t0, t ≥ τ ≥ t0 ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; J = [t0, ∞); под асимптотической устой-
чивостью решений линейного ИДУ третьего порядка понимается стремление к нулю при t → ∞ всех его 
решений и их первых и вторых производных.

ЗАДАЧА. Установить достаточные условия асимптотической устойчивости решений линейного ИДУ 
третьего порядка типа Вольтерра вида

.  (1)

Речь идет о решениях  ИДУ (1) с любыми начальными данными . Каж-
дое такое решение существует и оно единственно. 

Для решения этой задачи сначала аналогично работе [1] в ИДУ (1) делается замена:
,   (2)

где p, q – некоторые вспомогательные параметры, причем p ≥ 0, q > 0, 0 < W (t)  – некоторая вспомогатель-
ная весовая функция; y (t) – новая неизвестная функция.

Тогда ИДУ (1) сводится к следующей эквивалентной системе: 

где
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Теперь поступаем аналогично работе [2]. А именно, каждое уравнение системы (3) преобразуем от-
дельно. Для произвольно фиксированного решения x(t), y(t) первое уравнение системы (3), т. е. замену (2) 
возводим в квадрат, интегрируем в пределах от t0 до t, в том числе по частям, и приходим к следующему 
тождеству: 

  (4)

Для преобразования второго уравнения системы (3), т. е. ИДУ первого порядка для y(t), аналогично [3], 
введем следующие предположения и обозначения: 

,  (K)

,  (F)

 
ψi(t) (i = 1...n) – некоторые срезывающие функции, 
 

 (P)
ci(t) (i = 1...n) – некоторые функции, т. е. применяем метод частичного срезывания.
Заметим, что ядра Ti(t, τ) (i = 1...n) называются частично срезанными [3].
Для произвольно фиксированного решения  системы (3) ее второе уравнение умножаем на 

y(t), производим интегрирование в пределах от t0 до t, в том числе по частям, при этом вводим условия (K), 
(F), (P) функции Ti(t, τ), Ei(t), ci(t) (i = 1...n), используем леммы 1.4, 1.5 [4]. В итоге получаем следующее 
тождество:

 (5)

где 

Cложив тождества (4), (5), получим окончательное энергетическое тождество для любого произвольно 
фиксированного решения  системы (3): 
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 (6)

где . 
Переходя от тождества (6) к интегральному неравенству, аналогично теореме и следствию 1 работы 

[2], применением неравенства между средней арифметической и геометрической двух неотрицательных 
функций, неравенства Коши–Буняковского, метода интегральных неравенств Ю.А. Ведь, З. Пахырова [4]  
и леммы Люстерника–Соболева [5, 6] (если  то x(t) → 0, t → ∞), доказывается 

ТЕОРЕМА. Пусть 1)  выполняются условия (К), (F), (Р); 2)  4) 
 существуют функции  такие, что  

существуют функции ci(t) такие, что  
 

6) (W(t))2 +

Тогда для любого решения  системы (3) верны следующие утверждения:
  (7)

  (8)
Пусть, кроме того, 7) W(t) → 0, t → ∞. Тогда все решения ИДУ (1) и их первые и вторые произво-

дные стремятся к нулю при t → ∞, иначе говоря, любое решение ИДУ третьего порядка (1) асимптотически 
устойчиво.

Заметим, что из утверждений (7) на основе леммы Люстерника–Соболева имеем, что 
 В силу условия (7) и утверждения (8) из замены (2) получаем, что 

 Следовательно, для любого x(t) ИДУ (1)  что дает асимпто-
тическую устойчивость решений ИДУ третьего порядка (1). 

ПРИМЕР. Для ИДУ третьего порядка

где 

выполняются все условия теоремы при  здесь 
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и, значит, любое решение и его первые и вторые производные этого ИДУ стремятся к нулю при t → ∞  т. е. 
любое решение асимптотически устойчиво.

Отметим, что коэффициенты ak(t) (k= 0,1,2)  и срезанное ядро T1(t, τ) недифференцируемы при t ≥ 0.
Заметим, что выше поставленная задача ранее решена в [7] применением к первому уравнению си-

стемы (3) модифицированного метода преобразования уравнений [8, 9]. Анализ полученных результатов 
показывает, что условия, полученные в настоящей работе и в [7], не пересекаются. Тем самым расширяется 
класс ИДУ третьего порядка вида (1), для которого сформулированная выше задача решаема. 
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