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Введение. Различные определения понятия 
однородности для топологических пространств рас-
смотрены в [1]. Все они связаны с различными пре-
образованиями пространства X в целом, а именно, 
задана такая непрерывная группа G биективных пре-
образований g: X→X, что для любых двух элементов 
x1, x2∈ X существует такое g12∈G, что g12(x1) = x2. 
В этом случае любые два элемента (вместе с положе-
нием в пространстве в целом) неразличимы.

В связи с этим возникает вопрос о неоднород-
ности топологических пространств. Известны сле-
дующие результаты.

По традиции через β обозначается компакти-
фикация Стоуна–Чеха. Введем еще обозначение 
β*X:= βX\ X. 

Обозначим через N дискретное множество на-
туральных чисел. Тогда βN – пространство всех 
ультрафильтров в множестве N, β*N – пространство 
всех свободных ультрафильтров в множестве N.

В [2] введено 
Определение	 1. P-точка в топологическом 

пространстве – это такая точка, когда пересечение 
любого счетного семейства окрестностей этой точ-
ки является окрестностью этой точки.

Также введено 
Определение	2.	Слабо-P-точка в топологиче-

ском пространстве – это такая точка x∈X, котороя  

не находится в замыкании любого счетного под-
множества из X\{x}.

Доказано, что в предположении континуум-
гипотезы в β*N существуют как P-точки, так и не-
P-точки.

В [3] этот результат обобщен: доказано без 
дополнительных теоретико-множественных пред-
положений, что для любого непсевдокомпактного 
пространства X пространство β*X будет неодно-
родным.

В [2] доказано, что пространство β*N содер-
жит слабо-P-точки. 

Однако, как показывает обзор этих результа-
тов, в частности в [4], все доказательства являются 
неконструктивными.

Поэтому в [5] предложены более общие поня-
тия, для которых можно построить более конкрет-
ные пространства.

Определение	 3. Если две точки топологиче-
ского пространства имеют гомеоморфные окрест-
ности, то они называются локально однородными. 

Таким образом, топологическое пространство 
распадается на подпространства, каждое из которых 
содержит локально однородные между собой точки.

Соответственно, в [6] предложено
Определение	4.	Если хотя бы две точки x1∈X, 

x2∈X не являются локально однородными, то про-
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странство X в целом называется локально неодно-
родным.

Достаточные условия локальной неоднород-
ности получены в [6] и [7] для кинематических 
пространств.

Определение	 5 [8]. Кинематическим про-
странством называется множество G точек 
и множество K маршрутов. Каждый маршрут M – 
это пара: число TM >0 (время маршрута) и функция 
mM : [0, TM] → G (траектория маршрута). Выпол-
няются следующие свойства. 

(K1) Для любых z0 ≠ z1 существует такое M∈K, 
что mM(0) = z0 и mM(TM) = z1, и множество значений 
TM для таких M ограничено снизу положительным 
числом {передвижение между любыми точками 
возможно, но сколь угодно быстрое передвижение 
невозможно}.

(K2) Если M = {TM, mM(t)} ∈ K, то также 
{TM, mM(TM– t)} ∈ K {движение в обратном на-
правлении}.

(K3) Если M = {TM, mM(t)} ∈ K и T*∈ (0, TM), 
то также: {T*, m*(t)≡ mM(t) (0 ≤ t ≤ T*)} ∈ K {мож-
но остановиться в любой момент}.

(K4)  Если {T1, m1(t)} ∈ K, {T2, m2(t)} ∈ K 
и m1(T1)=m2(0),  то пара: 

число T* = T1 + T2  и функция m*(t)= m1(t) (0 
≤ t < T1); m*(t)= m2(t–T1) (T1 ≤ t ≤ T1+T2) также при-
надлежит K {транзитивность}.

Для любой функции – траектории маршрута 
mM : [0, TM] → G множество ее значений естествен-
но называть линией.

Теорема 1 [6]. Если 1) внутренность линейно 
связного множества Х⊂  R2 не пуста; 2) в кинемати-
ческом пространстве Х существуют такие точки A, 
B, C, D, и такая линия [AC], что любая линия [BD] 
имеет хотя бы одну общую точку с этой линией, то 
Х не является открытым множеством в R2. Таким 
образом, Х является локально неоднородным кине-
матическим пространством.

В [7] этот результат обобщен на многомерный 
случай.

В данной статье этот вопрос рассматривается 
для общих топологических пространств.

1.	 Критерии	 неоднородности,	 связанные	
с	локальными	свойствами	топологических	про-
странств. Отметим, что каждое локальное свой-
ство топологического пространства дает некото-
рый критерий локальной неоднородности.

Например, если множество окрестностей точ-
ки x1∈ X локально компактно (локально одномер-
но, локально связно и т. д.), а  множество окрест-
ностей точки x2∈ X – не такое, то топологическое 
пространство X локально неоднородно.

Введем более точные определения с количе-
ственными показателями.

Определение	 6. Если любая окрестность V 
точки x∈X имеет не менее n-компонент связно-
сти, то точка x называется (≥n)-локально связной; 
если для любой окрестности V точки x существу-
ет окрестность V1⊂ V этой точки, имеющая точно 
n-   компонент связности, то точка x называется 
n-локально связной.

Аналогично, если рассматривать окрестности 
с исключенной точкой x: V\{x}, то точка x называет-
ся исключительно (≥n)-локально связной или соот-
ветственно исключительно n-локально связной.

Определение	7. Если для любой окрестности 
V точки x существует окрестность V1⊂ V этой точ-
ки, гомеоморфная точке x с выходящими из нее n 
взаимно непересекающимися отрезками, то точка x 
называется n-линейно связной.

2.	 Условия	 существования	 локально	 неод-
нородных	подпространств.	

Теорема 2. Если топологическое простран-
ство имеет локально n-линейно связную точку (x1) 
и n≠2, то оно является локально неоднородным.

Доказательство. Возьмем на отрезке, концевой 
точкой которого является x1, любую другую точку. 
Она является локально 2-линейно связной. 

Отметим, что кольцо является локально одно-
родным локально 2-линейно связным.

Приведем пример, когда переход к подмноже-
ству сохраняет однородность.

Пример 1. Рассмотрим счетное дискретное про-
странство N:={x1, x2, x3, …} и конус на нем, с верши-
ной x0. Введем в этом конусе кинематику с базисом: 
время перехода на любом подотрезке из отрезка [xk, 
x0] равно длине этого подотрезка, k=1, 2, 3,….

При исключении любого множества из {x1, x2, 
x3, …} такого, что остающееся множество – счет-
ное, получающееся подпространство гомеоморфно 
исходному пространству.

Теорема 4. Всякое недискретное отделимое 
топологическое  пространство имеет локально не-
однородное подпространство.

Доказательство. По условию существует точка 
x1∈Х, любая окрестность которой не пуста. Выбе-
рем любую другую точку x2∈Х. Существуют такие 
окрестности V1 точки x1 и V2 точки x2, что V1∩ V2=∅.

Тогда V1 ∪{ x2} ⊂ Х – локально неоднородное 
подпространство: в нем точки  x1 и x2 имеют негоме-
оморфные системы окрестностей. Теорема доказана.

Для получения более содержательных резуль-
татов потребуем, чтобы  подпространство не со-
держало изолированных точек. Имеют место

Теорема 5. Всякое метрическое пространство 
без изолированных точек имеет локально неодно-
родное подпространство без изолированных точек.

Теорема 6. Всякое кинематическое простран-
ство, рассматриваемое как топологическое, имеет 
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локально неоднородное подпространство без изо-
лированных точек.
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