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Введение. В работах  [1,  2] показано,  что  дифференциальные  уравнения  с  частными производными 
с аналитическими функциями имеют специфику, отличную от уравнений с бесконечно дифференцируе-
мыми функциями. В [4] на основе метода [3], получены условия для возникновения на плоскости измене-
ния аргумента линии в форме петли, названной авторами «простирающимся пограничным слоем». В ра-
боте [5] показано, что такие линии естественно возникают для сингулярно возмущенных обыкновенных 
дифференциальных уравнений с аналитическими функциями, что можно рассматривать как специфиче-
ское свойство таких уравнений. Также предложено называть их более кратко – погранслойными линиями. 

1. Результаты, используемые в настоящей статье 

Обозначим R = (–∞,∞), R+ = [0,∞); С – комплексная плоскость,  

С1=      ,   1C   ; 

( )* – комплексное сопряжение;  
Q(G) – пространство аналитических функций в области G   C ; 

 – малый положительный вещественный параметр. 
Рассмотрим уравнение c параметром  при производной 

z’ t , a t z t , ,z C,( ) ( ) ( )                                                             (1) 

с начальным условием  

0 0z t ,( ) z ,                                                                               (2) 

где Ω – односвязная область; t0 – ее внутренняя точка;  0z C,   a( t ),  f t Q) .( ( )  

Если правая часть фактически не зависит от z, то решение задачи (1)-(2) записывается в явном виде. 
Поэтому на заданную функцию  a( t )  мы только наложим условие: эта функция существует, то есть  a( t )  

не равна тождественно нулю.  
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Будем обозначать решение задачи (1)–(2) через Z(t,) (для тех значений t, для которых оно существует 
и однозначно определено). 

Определение 1. Если |Z(t1,ε)| ограничено при ε →0, то будем называть точку t1 регулярной для задачи 
(1)–(2), в противном случае – нерегулярной.  

Определение 2. Точку, в любой окрестности которой существуют как регулярные, так и нерегуляр-
ные точки, будем называть погранслойной точкой.  

Определение 3. Любое множество регулярных (погранслойных) точек будем называть   регулярным 
(погранслойным) множеством.  

Определение 4. Погранслойное множество, являющееся непрерывным, локально взаимно-однозначным 
образом отрезка, будем называть погран-слойной линией. 

Определение 5. Для погранслойной точки  1t C  число 
1C   называется погранслойным направ-

лением,  если  для  любого  малого  0    существует  такое  малое  0  ,  что  множество 

1t C   Arg t t Arg{ ) ,( |       1  t }t| |    содержит погранслойные точки. 

Примечание. В  погранслойных  точках 
1lim  Z t ,{ }0( )| ,     вообще  говоря,  не  существует. Это 

видно из следующего простейшего примера. 

Пример  1.  Уравнение  ( )z’ t , z t , ,( )     с  начальным  условием  1(z 0, ) ,    имеет  решение 

Z t , exp( ) ( / )t  .  Здесь   t C R 0{ | et }    –  регулярные  точки  функции  Z t , ; t C( ) { | 0 }Ret     – 

сингулярные точки функции  Z( t , ) .  

При  Ret 0   –  погранслойные  точки,  образующие  погранслойную  линию,  заменяем 

t is,s ,  Z t , ex( ) )p( is /   R   –  быстрые  колебания;  можно  также  заменить  t –is,  s . R   Таким 

образом, для t = 0 имеются два погранслойных направления:  i   и  –i  . 
Следующий пример показывает, что условие линейности является существенным.  
Пример 2. Уравнение   z’(t,) = z2(t,), с начальным условием z(0,) = 1, имеет решение Z(t,) =   / 

( t). При   0 это решение не стремится к нулю только в окрестности точки t = 0. Таким образом, по-
гранслойные линии отсутствуют. 

Заменим t (s)= t0+ s,   С1, sR+ . Подставляя в (1), получаем уравнение:  

 dz(t (s),)/ ( ds) = a(t (s))z(t (s),).                                                           (3) 

Обозначая W (s,) = z(t (s),), A (s) = a(t (s)), получаем уравнение 

 W’(s,) =  A (s) W(s,)                                                                    (4) 
с начальным условием 

W(0,) = z0.                                                                                 (5) 

В силу условия (3), существует такое целое неотрицательное n, что  

a(t) = (t t0)
nan(t), an(t)  Q (), an(t0)  0.                                                          (6) 

При этом отметим, что n, как функция от t0, может быть больше нуля только на множестве точек, не 
имеющих точку прикосновения, в силу свойств аналитических функций. 

Подставляя (7), получаем:   

 A (s)=  a(t0+ s)=  ( s)
nan(t0+ s)=  

n+1sn an(t0+ s). 

Уравнение (7) принимает следующий вид: 

 W’(s,) =  
n+1an(t0+ s) s

n W(s,), sR+ .                                              (7)  

Выбирая  = 0 так, чтобы было Re 0 
n+1an(t0) = 0, получаем погранслойное направление. Это мож-

но сделать самое меньшее двумя способами. 
В силу непрерывности, при , близких к 0, будет и Re  

n+1an(t0) > 0, и Re  
n+1an(t0) < 0. 

Отсюда, в свою очередь, следует, что при s <, где  – достаточно мало, будет и Re   n+1an(t0+  s)  
> 0, и Re  n+1an(t0+ s) < 0. 
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Из общей теории сингулярных возмущений следует, что при таких  решение уравнения (10) будет 
либо  стремиться  к   при     0,  либо  стремиться  к  решению  вырожденного  уравнения  с  возможным 
всплеском в начале, но такие всплески (при n>0) будут только в отдельных точках. 

Отметим также, что при движении от любой регулярной точки начальное условие (8) заменяется на 
условие вида: |W(0,)| ограничено при   0. Но общие асимптотические оценки сохраняются. 

Таким образом, в каждой погранслойной точке имеется не менее двух погранслойных направлений. 
Движение по соответствующему направлению является решением некоторого дифференциального урав-
нения на плоскости С и дает погранслойную линию. 

Такое  уравнение,  если его можно построить,  будем называть погранслойным уравнением,  соответ-
ствующим начальной задаче (1)–(2). 

Из изложенного выше видно, что вдоль погранслойной линии решение уравнения имеет быстрые ко-
лебания. Для упрощения исследования в [5] примена замена, аналогичная переходу от «фазовых коорди-
нат» к «энергии». 

Рассмотрим уравнение (1) в предположении, что f(t)  0. Введем функцию  

U(s,) = z(T(s),)(z(T(s),))*, sR+, T(0) = 0 

– квадрат модуля функции z(t,) вдоль некоторой траектории. 
Наша цель – так подобрать функцию T(s), чтобы было U’(s,)  0. 
Имеем:  

 U’(s,)= (z(T(s),)(z(T(s),))*)’= 
= ( z’(T(s),) (z(T(s),))* + z(T(s),) (z’(T(s),))*) = 

= A(T(s)) z(T(s),)T’(s) (z(T(s),))*+ z(T(s),)(A(T(s)) z((T(s),)T’(s))* = 
= z(T(s),) (z(T(s),))*( A(T(s)) T’(s)+ (A(T(s)) T’(s))*).                                          (8) 

Пример 3. Для уравнения Примера 1 положим T(s) = is:    

U’(s,) = z(s, )z*(s, ) (i +(i)*) = z(s, )z*(s, ) (i  i) = 0. 

В общем виде, приравнивая правую часть (9) нулю, получим:  

A(T(s)) T’(s)+ (A(T(s)) T’(s))*= 0,                                                            (9) 

Re(A(T(s)) T’(s))= 0. 
Положим A(T(s))T’(s) =  i. Отсюда получаем:  

A(T)dT=ids                                                                         (10) 

– уравнение погранcлойной линии в дифференциалах; 

isdA
T


0

)(                                                                       (11) 

– интегральное уравнение погранcлойной линии. 
Пример 4.   z’(t,)= (1+2 t) z(t,), z(0,)=1. Уравнение (12) принимает вид:  

);0)0((;)21( 2

0

 TisTTisd
T

  

.2/141)(12  issT  

Таким образом, эта погранcлойная линия (ее две ветви, направленные от начала координат в первый 
квадрант  и  в  четвертый  квадрант)  разделяют  плоскость  на  сингулярную  (вдоль  оси OX)  и  регулярную 
области. 

2. Построение алгоритма 

Уравнение погранcлойной линии в проекции на вещественную ось имеет вид  

Re A(T)dT = 0.                                                                     (12) 
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Представим заданный коэффициент в виде A(t )= U(t) + iV(t). 
Выберем шаг h>0.  
Для вектора длины h – сдвига T из (13) получаем приближенное уравнение:  

Re (A(T)T) = 0; Re ((U(T)+iV(T))T) = 0. 

Отсюда T || iU(T)+V(T); T(T) = (V(T)+iU(T))/( V2(T)+ U2 (T))h. 

Расчетные формулы T0:= 0;   Tk:= Tk1+T(Tk1),k = 1,2,3,… 

Была написана программа на языке Рascal. Подставлены данные из Примера 4. Для контроля в ней 
было заложено также вычисление выражения F(T)=� + �� должно быть (Re F(T)  0). 

Расчеты показали корректность программы. 
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