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B npez[naraeMLIﬁ CTaTbC HU3YYACTCd KJIACC T -CUMMCTPHUYCCKUX TIPOCTPAHCTB. Kmace 7-
CUMMCTPUICCKUX IMMPOCTPAHCTB SABJIACTCA COACPKATCIIbHBIM O606]J.[CHI/I€M CUMMCTPHUYICCKUX MTPOCTPAHCTB.
Hanomunm HCKOTOPLBIC 06H.[€I/13BGCTHBIC TOHATHUA U YTBCPIKICHUA.

Ilycte x memycroe MHOXkecTBO. Ilycte R, = [0,00), R, =(~00,00), a_ T -IPOM3BOJBLHOE
KapauHabHoe uncio. Yepes R u R° 0603Ha4MM THXOHOBCKOE POU3BEACHHE T -KOIMHIA IPOCTPAHCTB R’

u R’ coorBerctBenHo. B mpoctpanctBax R u R’ ecTecTBEHHBIM 00pas’oM (IO KOOPAMHATHO)
OTPEICIISIOTCS OTIEPAIIAY CIIOKCHUS, YMHOXKEHHS Ha CKAJISIP, @ TAK)KE YaCTUYHAS YITOPSIOYEHHOCTb.

Heorpunarensnas ynkuus o : X x X — R, Ha3bIBAETCS CHMMETPUKON Ha X, €CIIM BBIIOMHAIOTCS
CIIEYIOIE AaKCHOMBI:

1. d(x,y)=0 Torma u Tonsko TOrNA, KOrAA X = ) .

2. d(x,y)=d(y,x) nnascex x,ye X .

Mapa (X,d),rae x - 3a1aHHOE MHOXECTBO, 2 d CHUMMETPMKA HAa X HA3bIBAETCS CUMMETPHUECKHM
MPOCTPaHCTBOM.

Mycts {f,: X =Y :i€l} cemeiictBo oToGpaxkennii MHOXecTBa X B cemeiictBa {Y (i€ l}.
Orobpaxenue f: X — H {K :iel}, onpenemsemoe dopmynoit fX={fx:i€l} mnasBaerca

JIMAroHATTLHBIM TIPOU3BETICHHEM ceMeiicTBa oTobpakenuii { f; 11 € I} u obosnauaercs uepes A{f :iel}.

[lycts U - HEKOTOpOE CEMENCTBO MOKPHITHH MHOXeCTBa X . CeMelcTBa U - MOKPHITUH HA3bIBACTCS
000011IeHHOI PaBHOMEPHOCTBIO Ha X €CITH BBIIOIHSIOTCS CIIEAYIOINE aKCHOMBI:
1. Ecmi ¢ e U ¥ o BIHCaHO B HEKOTOPOE MOKpHITHE [ MHOXecTBa X, TO B € U ;

2. Jnamobeix o, f €U cymectByer Takoe y € U ,4T0 y » ¢ U Y > .
Mapa (X ,U),rae X - 3a0aHHOE MHOXECTBO, a U - 0000IIeHHAs!

PaBHOMEPHOCTB Ha X Ha3bIBAaeTCsl 000OIIEHHBIM PAaBHOMEPHBIM IPOCTPAHCTBOM.
INoacemelictBO B — U Ha3wpBaercs 0a3oif 0OOOIICHHON PaBHOMEPHOCTH {, €CIHM JUIS JIFOOOTO
@ e U cyuectByerTakoe f € B ,ut0 f > ¢ .

HauMenbliee KapIMHAIBHOE YHCIIO, SIBISIFOIICECS MOIIHOCTH Kakoi — JnO0 0a3bl 000OIICHHOM
PaBHOMEPHOCTH {/ Ha3bIBacTCs BECOM 00OOIIEHHOrO paBHOMEpHOro npoctpancTBa (X ,U) u o0o3Havyaercs

w(X,U) wm WU).

[Iycte B - HEKOTOpPOE CEMEHUCTBO MOKPHITHIA MHOKECTBA X . CeMEHCTBO B TOKPBITHIA MHOXKECTBA X
siBIsieTCst 6a30i 000OIICHHOM PaBHOMEPHOCTH {/ Ha X TOTJA U TOJBKO TOT/IA, KOT/Ia JIIs JTFOOBIX ﬂl R ﬂz eB
cymectByer Takoe € B ,uto B> P, u B> f,.

Tononormueckoe mpoctpaHcTBO (X ,7) Ha3bIBaeTcsl CHMMETPHU3YEMBIM, €CIIM  CYILECTBYET
CHMMeETpUKa Mopokaaromias Tononoruio 7 . O000IeHHoe paBHOMEpHOE MpocTpaHcTBO (X ,U ) Ha3bIBaercs

CHMMETPU3YEMbIM, €CIH CYIIIECTBYET CUMMETPHKA TIOPOXKIAIOIINE 0000ICHHYIO PABHOMEPHOCTD U .
O0o001IeHHOEe paBHOMEpHOE MpocTpaHcTBO (X ,U/) Has3bIBaeTcs CHMMETPH3YEMO TOr[a M TOIBKO

TOrjma, Korjga oOOOINEeHHas paBHOMEPHOCTh {/ HWMEET CUeTHYI0 0a3y T. €. O0OOIIEHHOE paBHOMEPHOES
npoctpanctso (X ,U) umeer cuetnsiit Bec W(U) <N, . JlelicTBuTeNbHO, MycTh 0600IIEHHOE PABHOMEPHOE
npoctpadctBo (X ,U) cummerpuzyemo. Torma cymiecTByeT CHMMETpUKa MOPOXIAromas OOOOIIEHHYIO

pasHomepHocTh U . [ycts (X, d) - cummerpuueckoe npoctpanctso, a O, (x,&)={ye X :d(x,y) <&} -
OTKpBITHII AP ¢ LEHTPOM B Touke X 1 pamuycom €. onoxum ¢, ={0,(x,€):x € X} . Mokaxem, uto

cemeiictBo B, ={ct, : € >0} nokperruii 06pasyer 6asy Hexoropoii 0606uIeHHOl paBHOMepHOCTRIO U, Ha



X. Jlnst 9TOro MOCTAaTOYHO MOKa3aTh, 4TO UL JMIOOBIX o, ,a, € fB, CYLICCTBYEeT Takoe &, € B, , uro
a, ~a, wa, -a, Iyt a, ,a, € p,. Torna @, Buucanou B o, 4 o, ,TAC &€ =min{g,,&,} .

3amMeTHM, YTO CEMEHCTBO {¢f | in € N} TaKKe sABIAeTCA 6a3oit 06o6mIeHHo paBHOMepHOCcTH U, 4 - SHAUMT,
"

BCsKas 0606H.[CHH3$[ PaBHOMCPHOCTD, IMOPOKACHHAA CHMMeTpHKOfI, HUMCCT CUCTHYIO 633}/ CJ'ICZ[OBaTGJ'H:HO,

wU)<¥X,. O6patHo, mycTh 00OOIICHHAsS pPABHOMEPHOCTb {/  HWMEET  CUETHYI0  0asy
B={a,a,,....a,...} .

Jlns moGbIx BYX Touek X M, mpoctpaHctBa X mnonokum d(x,y) =1, ecnmu mer mukakoro
3JIEMEHTa KaKoro Obl TO HM OBUIO B , COZEpIKaIlero ooe Toyku X U p . B mpoTHBHOM ciiydyae HOIOKHM

d(x,y)= 2—n , Tle N ecTh HanOoJbIIEE TAKOE HATYPAJIbHOE YHCIIO, YTO 00€ TOUKM X U ) COJIEPIKATCS B

HEKOTOPOM 3JieMeHTe TIokphitus , . Hakomen, nonoxum d(x,y)=0 mns moboro X. Takum obpazom
ONpeeeHHOe PAaCcCTOSHHUE, OYEBHIHO, CUMMETPUYHO. JIErko BHIETb, YTO OHO YAOBJIETBOPSIET aKCHOME
toxaectsa d(x,y) =0 Torma u TonbKO TOrMA, KOTMA X = y -

CemeiicTBa U, COCTOSIIME M3 TOKPHITUA MHOXKECTBA X, B KaXIO€ M3 KOTOPHIX MOXXHO BITHCATh
HOKpBITHA BUIa (,, ABISIEICS 00OOLIEHHON PaBHOMEPHOCTHIO B X . IIpu 3TOM roBOpAT, 4To 0000MIEHHAs
PaBHOMEPHOCTh U/ TIOPOXKACHA CHMMETPUKON d .

OIIPEJIEJIEHUE. Tlycts X - HemycToe MHOXeCTBO. OToOpaxkenue d_ : X x X — R} Ha3bIBaercs
T -CUMMETPHUKOH MM MyJBTHCUMMETpUKOH (ecinu T -He (ukcuposaHo) Ha X, a mapa (X,d) - 7-

CUMMCTPUYCCKUM WM MYJIbTUCUMMCTPUYCCKUM TIIPOCTPAHCTBOM, CCJIA BBIIOJHAIOTCA  CICAYIOIIUC
HN3BCCTHBIC aKCHUOMBI:

1. d.(x,y)=0 torma n Tonbko TOrma, KOrma x = y, A€ @ - TOUKa MPOCTPaHCTBA R’ , BCe
KOOPIMHATHI KOTOPOM COCTOAT U3 HYJIEH;
2. d(x,y)=d (y,x) nnascex x,y€ X .

Besikoe T -cumMMmerpuueckas TPOCTPAHCTBO SIBISACTCS T -CHMMETPHUYCCKMM  MIPOCTPAHCTBOM, &
obpaTHOe yTBEp)KICHUE, BOOOIIE TOBOPS HE BEPHO.

TEOPEMA 1. Bceskas T-cumMerpuka ¢, Ha MHOXKECTBE X TOPOXJIAET 0OOOUIEHHYHO
pasHomepHocTh U,

JIOKA3ATEJIbCTBO. Ilycts d, - T -cummeTpyka Ha MHOXKecTBe X . Jlis kaxuoit Toukn X € X
nonoxmm G, (x,0(0)) ={ye€ X :d (x,y) €O0(0)} rne O(6) - mexoropas oxpectHocts Hyms 6 B
npoctparctBe RY . Janee st kaxpoit okpectHoct O(0) toukun O mpocrpascTBa R HONOXKHM
Aoy =10, (x,0(0)):x € X}. Torma cemeiictBo B, ={Q,,, :O(6) mpoberaer Gasy oxpectHocTEil
toukn 6 B npoctpancTBe R} 00pasyer 6a3y HeKOTOpOH 0G00LIeHHO paBHOMepHOcTH U 4. Ha MHOXCCTBE
X. JIeficTBUTENBHO, BO-TIEPBBIX CEMEHCTBO Uy, =10, (X,0(0)):x € X}  apnserca mokpbrtiem
muoxkectBe X. Tak, mycte )€ X - npomsBonbHas Touka. Torma cymectByer Takas O(6), 49ro
G, (»,0(0)) comepxur touxy ye€X. feno, uro G, (y,0(0)) € &y . Crenosaremsho, Xy g
SIBIIIETCS TIOKPBITHEM MHOKeCTBE X . Tereph mokaxkeM, 4to cemefictBo B, sBiserca Gasoil HekoTopoit
06oGmenHoii pasHomeproctn U, Ha MHOXectBe X . IIyCTh @ ()1(4)5 U r (o) € B, , Te O'(0) n 0"(0)

SIBISIFOTCSL BJIeMEHTaMu (DyHaMEeHTaIbHOM cuctemsl B(0) oxpecrrocreit Hyms @ B mpocrpaHctse R .
Torna cymectByer Takas okpectHocts O(6) u3 B(0), uro O(0) < O'(0) N O"(0) . Orcrona ciemyer, 4To
Aoy ™ Aoy B Loggy ™ Aoy - B camom mene, myets G, (x,0(0)) € ) - Tax kax O(0) < O'(9),



10 G, (x,000)) <G, (x, 0'(0)). Cnenosaremsno, Q) » Agy. AHATIOTHYHO 0KA3BIBACTCS
COOTHOMIEHNE Q) = Loy - depes U, obosHaunM cemelicTBo, cocrosimiee M3 BCeX TOKPHITHA
MHOXECTBA X, B K&XKIOH M3 KOTOPHIX MOXHO BIHCATb TOKphiTHS u3 B, . flcho, uro U, swmsercs
0000 IIEHHOM PABHOMEPHOCTBIO MOPOXK/ICHHON T -CUMMETpUKOH ¢/ Ha MHOXECTBE X |

TEOPEMA 2. Besikast T -cumMeTprKa ¢, Ha MHOXECTBE X TIOPOA/IAET TOnonoruto 1 d -

JIOKABATEJIbCTBO. Ilycts d, - T -cummeTpyka Ha MHOXKecTBe X . Jlis kaxuoit Toukn X € X
nonoxum G, (x,0(0)) ={y € X :d, (x,y) € O(0)} . Toxaxem, uro cemeiicreo 7, ={0c X: nns
kaxnoil Toukn x €O cymectsyer Takoe O(0), uro G, (x, 0(0)) c O} neiictBuTenbHO 06pasyer
TOTIONOTHIO Ha MHOXKecTBe X . [[pOBEpHM BEINONHEHHE BCe aKCHOMBI Tononoruu. Slco, uro J, X €T, .
lycrs 0,0, €T, . Hoxkaxem, uro O,NO, €T, . Mycre x€O,NO,,1.e. x€O, u x €0, . Torm
cymectsytor takue O'(0) u 0"(8) oxpectroctu myns O B npocrpancte R’ , uto G(x,0'(0)) < O, u
G(x,0'(0)) cO,. 3avernv, uro G(x, 0(O)NG(x,0"(0)) < 0,N0O,. Tyers O(A) Takas
OKpPECTHOCTb HYJIS 0 B RY, 4TO 0@)c0'(6)n0"(0). [Mokaxem, 4TO
G(x,0(0)) € G(x,0'(0)) N G(x,0"(0)). Tlyets y € G(x,0(0)). Torna d_(x,y)€O(0). Tak xax,
0(0)c 0'(0)n0"(0), 10d.(x,y)e0O)NO"O) 1. e. d.(x,y)e00) u d.(x,y)e0"0).
Crenosarenmsho, y € G(x,0'(0)) N G(x,0"(0)) cornacho ycnosus 1,  monydum, 4TO 0]a10)
neficTBUTeNbHO TpuHaiexut B 1, . 3HauMT, BTOpas aKCHOMA TOMONOTHU BHIMONHeHa. Terep, MycTh
T, =T, uexoropoe noxcemeiictso. Jokawem, uro UT,; < T, . Torma cymectsyer takoe O €T} , uto
x €O c T, . Crenosareisho, Haiinerca takas okpectsocts Hyns O(6), uro G(x,0(0)) <O, . e.

G(x,0(0)) © \UT, . 3nauut, BHINOTHEHA U TPEThs akcuoMa Tonosoruu. Urak, T, sBnsiercs Tomonorueit

Ha X.
Tononornyeckue u PaBHOMCPHBIC TPOCTPAHCTBA, TOIIOJIOTMU U PaBHOMCPHOCTH KOTOPBIX MOPOKIACHBI
HCKOTOPbIMU T -CUMMCTPHUKaMHU, Ha3bIBAOTCA T- CUMMCTPU3YCMbIM.

[Tycts {(X ,d,)ae A} MIPONU3BOJIBHOE CEMENCTBO CUMMETPHUYECKHUX TIPOCTPAHCTB U MyCTh T = |A|

Torma d_(x,y)= {du (x,y):a€ A} ABIIeTCd T -CHMMETPUKOH Ha X, rae X = H{Xﬂ ‘ae A} ,

x={x,tacd},y={y,tac A}, x,,y, €X, s xaxnoro a € A.

[Nonstus 7T -merpuyeckoro nmpocTpancTBa BBeneHO A.A. bopybaessm [1], [2] u ¢ ero moMomp co
CUETHOTO CITydasi Ha OOIIMH ciTydail epeHeceHsl psi GyHIaMEHTAIBHBIX PE3YIIbTATOB, TOJICUCHHBIX B KJIACCe
METPUYECKUX MpocTpaHcTB. Takxke A.A. bopyOaeBbIM OBUIO BBEACHO W W3Y4YCHO IOHSATHE TMOJHOTHI T -
CUMMETPUYECKUX MTPOCTPAHCTB.

Nmeer mecTo cnepytomas Teopema it T -CHMMETPUYECKUX MPOCTPAHCTB.

TEOPEMA 3. Ilycth {(X ,d,)ae A} IPOU3BOJIBHOE CEMEUCTBO T, CAMMETPUYECKHUX IIPOCTPAHCTB.

Torna (X,d)) sBnserca T -cUMMeTpuYeckMM — MpOCTpaHCTBOM, e X = H{X acdyf,
dT(X,y)={pTT(xa,ya)Ia EA}, x={x,tacd}, y={y,tac A}, x,,y, €X, s moboro ae A,

=Y {r,:aecd}.

CJIEACTBUE . IlpousBeneHre MpOU3BOIBHOTO CEMENCTBA MYIBTUCHMMETPUYECKUX MPOCTPAHCTB
TaKKe ABJIAETCA MYJIBTHCUMMETPUYECKUM IIPOCTPAHCTBOM.
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	ОБОБЩЕННЫЕ РАВНОМЕРНОСТИ НА
	МУЛЬТИСИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ
	ЖАНАКУНОВА М.О.
	УДК – 515.12
	В предлагаемый статье изучается класс -симметрических пространств. Класс -симметрических пространств является содержательным обобщением симметрических пространств.
	Напомним некоторые общеизвестные понятия и утверждения.
	Пусть  непустое множество. Пусть  , а, -произвольное кардинальное число. Через  и  обозначим тихоновское произведение -копий пространств  и  соответственно. В пространствах  и  естественным образом (по координатно) определяются операции сложения, умножения на скаляр, а также частичная упорядоченность.
	Неотрицательная функция  называется симметрикой на , если выполняются следующие аксиомы:
	Пара , где  - заданное множество, а  симметрика на  называется симметрическим пространством.
	Пусть  семейство отображений множества  в семейства . Отображение , определяемое формулой  называется диагональным произведением семейства отображений  и обозначается через .
	Пусть  - некоторое семейство покрытий множества . Семейства  - покрытий называется обобщенной равномерностью на  если выполняются следующие аксиомы:
	Пара , где  - заданное множество, а  - обобщенная
	равномерность на  называется обобщенным равномерным пространством.
	Подсемейство  называется базой обобщенной равномерности , если для любого  существует такое , что .
	Наименьшее кардинальное число, являющееся мощности какой – либо базы обобщенной равномерности  называется весом обобщенного равномерного пространства  и обозначается  или .
	Пусть  - некоторое семейство покрытий множества . Семейство  покрытий множества  является базой обобщенной равномерности  на  тогда и только тогда, когда для любых  существует такое , что  и .
	Топологическое пространство  называется симметризуемым, если существует симметрика порождающая топологию . Обобщенное равномерное пространство  называется симметризуемым, если существует симметрика порождающие обобщенную равномерность .
	Обобщенное равномерное пространство  называется симметризуемо тогда и только тогда, когда обобщенная равномерность  имеет счетную базу т. е. обобщенное равномерное пространство  имеет счетный вес . Действительно, пусть обобщенное равномерное пространство  симметризуемо. Тогда существует симметрика порождающая обобщенную равномерность . Пусть  - симметрическое пространство, а  - открытый шар с центром в точке  и радиусом . Положим . Покажем, что семейство  покрытий образует базу некоторой обобщенной равномерностью  на . Для этого достаточно показать, что для любых  существует такое , что  и . Пусть . Тогда  вписано и в  и , где . Заметим, что семейство  также является базой обобщенной равномерности . Значит, всякая обобщенная равномерность, порожденная симметрикой, имеет счетную базу. Следовательно, . Обратно, пусть обобщенная равномерность  имеет счетную базу .
	Для любых двух точек  и  пространства  положим , если нет никакого элемента какого бы то ни было , содержащего обе точки  и . В противном случае положим , где  есть наибольшее такое натуральное число, что обе точки  и  содержатся в некотором элементе покрытия . Наконец, положим  для любого . Таким образом определенное расстояние, очевидно, симметрично. Легко видеть, что оно удовлетворяет аксиоме тождества  тогда и только тогда, когда .
	Семейства , состоящие из покрытий множества , в каждое из которых можно вписать покрытия вида , является обобщенной равномерностью в . При этом говорят, что обобщенная равномерность  порождена симметрикой .
	ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть  - непустое множество. Отображение  называется -симметрикой или мультисимметрикой (если -не фиксировано) на , а пара  - -симметрическим или мультисимметрическим пространством, если выполняются следующие известные аксиомы:
	Всякое -симметрическая пространство является -симметрическим пространством, а обратное утверждение, вообще говоря не верно.
	ТЕОРЕМА 1. Всякая -симметрика  на множестве  порождает обобщенную равномерность .
	ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть  - -симметрика на множестве . Для каждой точки  положим  где  - некоторая окрестность нуля  в пространстве . Далее для каждой окрестности  точки  пространства  положим . Тогда семейство  пробегает базу окрестностей точки  в пространстве  образует базу некоторой обобщенной равномерности  на множестве . Действительно, во-первых семейство  является покрытием множестве . Так, пусть  - произвольная точка. Тогда существует такая , что  содержит точку . Ясно, что . Следовательно,  является покрытием множестве . Теперь покажем, что семейство  является базой некоторой обобщенной равномерности  на множестве . Пусть , где  и  являются элементами фундаментальной системы  окрестностей нуля  в пространстве . Тогда существует такая окрестность  из , что . Отсюда следует, что  и . В самом деле, пусть . Так как , то . Следовательно, . Аналогично доказывается соотношение . Через  обозначим семейство, состоящее из всех покрытий множества , в каждой из которых  можно вписать покрытия из . Ясно, что  является обобщенной равномерностью порожденной -симметрикой  на множестве .
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