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ПРИМЕНЕНИЕ ПРОЕКЦИОННЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ  
ПРЯМОЙ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ МАГНИТОТЕЛЛУРИЧЕСКОГО ЗОНДИРОВАНИЯ

О.Б. Забинякова, С.Н. Скляр

Предложен способ построения разностных схем для решения прямой двумерной задачи магнитотеллури-
ческого зондирования, основанный на проекционном варианте интегро-интерполяционного метода.
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онного метода.

APPLICATION OF PROJECTIVE DIFFERENCE SCHEMES FOR SOLVING  
OF THE FORWARD TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF MAGNETOTELLURIC SOUNDING

O.B. Zabinyakova, S.N. Sklyar

It is suggested a method for construction of difference schemes for solving of the forward two-dimensional prob-
lem of magnetotelluric sounding based on projective version of the integral-interpolation method.

Keywords: electromagnetic field; difference scheme; projective version of the integral-interpolation method.

Метод магнитотеллурического зондирования (МТЗ) является одним из основных методов глубинной гео-
физики. Он основан на изучении вариаций переменного электромагнитного поля магнитосферной и ионосфер-
ной природы с целью получения сведений о строении верхних слоев Земли и протекающих в них геодинами-
ческих процессах. Интерпретацию данных МТЗ проводят в рамках математических моделей, основанных на 
системе уравнений Максвелла [1, 2]. В настоящее время на практике решения обратной задачи МТЗ обычно 
ищутся в классе одно- и двумерных моделей, трехмерные модели, из-за высокой ресурсоемкости, пока использу-
ются реже [3]. Известно, что разработка быстрого и точного алгоритма для решения прямой задачи дает основу 
для создания эффективного и надежного алгоритма решения обратной задачи магнитотеллурики. В данной ра-
боте предлагаются новые численные методы решения прямой двумерной задачи МТЗ, а именно, двумерной за-
дачи H-поляризации (ТМ-моды) [1, 2]. Базой для построения численных методов служит проекционный вариант 
интегро-интерполяционного метода (ПВИИМ) [4], позволяющий сохранять основные свойства дифференциаль-
ной задачи в ее дискретном аналоге и учитывать краевые условия общего вида. Ранее (см. [5]) ПВИИМ был ис-
пользован для решения прямой одномерной задачи МТЗ – задачи Тихонова–Каньяра.

Известно, что в рамках стандартных упрощающих предположений (квазистационарность и зависи-
мость от времени по гармоническому закону, exp −( )i tω  постоянство магнитной и диэлектрической про-
ницаемостей) система уравнений Максвелла распадается на две независимые подсистемы: 

1) TM – моду (соответствует H-поляризации)

 (1)

МАТЕМАТИКА
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2) TE – моду (соответствует E-поляризации)

 (2)

Символами H и E с индексами обозначены комплекснозначные компоненты напряженности магнитно-
го и электрического полей, соответственно, σ σ= ( )z  – удельная электрическая проводимость; μ0 – магнит-
ная восприимчивость в вакууме. В качестве краевых условий будем рассматривать различные комбинации 
значений неизвестных функций в граничных точках области. Построим разностную схему для системы (1) 
(построение разностной схемы для системы (2) аналогично), основываясь на идеологии ПВИИМ [4]. Си-
стема уравнений (1) рассматривается в некоторой двумерной области Ω плоскости (x,z), покрытой прямоу-
гольной сеткой; рассмотрим произвольную ячейку этой сетки, вводя обозначения:

где: N – количество узлов сетки по оси Ox; J – количество узлов сетки по оси Oz, а    – 
шаги сетки по каждому из направлений.

Умножим уравнения в (1) на произвольные “тестовые” функции ϕ ϕ ϕ1 2 3
x z x z 8 x z, , , ,( ) ( ) ( )  соответ-

ственно; результаты сложим и проинтегрируем по сеточной ячейке πn,j, в том числе и по частям, в итоге при-
ходим к интегро-разностному тождеству: 

 (3)

В тождество (3) введем кусочно-постоянную аппроксимацию функции удельной электропроводности 
σ σ= ( )x z, :  Отбросим полученные погрешности аппроксимации, считая их 
достаточно малыми, а величины Ex, Ez, Hy будем считать приближенными значениями искомых функций. 
Тогда получим равенство:

  (4)

Для того чтобы в тождестве (4) обратить в ноль второй интеграл и избавиться от его дальнейшей дополни-
тельной аппроксимации, подберем тестовые функции в (4) таким образом, чтобы выполнялись соотношения:

  (5)

Тогда с учетом системы (5) тождество (4) превращается в следующие соотношения, справедливые для 
любой сеточной ячейки:
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 (6)

Для решения системы (5) рассмотрим произвольную функцию ψ x z,( ) , заданную на ячейке πn,j и положим:

 (7)

При таком выборе тестовых функций первое и второе уравнения в (5) выполняются автоматически. Чтобы 
функции (7) удовлетворяли третьему уравнению в (5), необходимо и достаточно подчинить πn,j условию:

 (8)

где  волновое число, соответствующее ячейке πn,j. 

Пусть  – вспомогательные функции, определяемые как решения следующих 
задач (где 0 ≤ θ ≤ 1 – параметр метода):
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Решения задач (9), (10) возможно найти в аналитическом виде:

На каждой сеточной ячейке определим четыре линейно независимых функции:

ψ α β
( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ), , , , .
p q p q

x z x z p q= = =0 1 0 1  (11)

Чтобы сформировать разностные уравнения подставим последовательно функции (11) в (7), а полу-
ченные в результате φ1, φ2 и φ3 – в разностное тождество (6); для аппроксимации оставшихся одномерных 
интегралов будем использовать квадратурную формулу трапеций. В результате получим следующие соот-
ношения, справедливые для произвольной сеточной ячейки π = πn,j:

 (12)



Вестник КРСУ. 2016. Том 16. № 16

Математика

  (13)

  (14)

  (15)

Для произвольной внутренней точки сеточной области в (13) заменим индекс j на j+1, результат сложим 
с (12), исключая величину En j

x
, . Из полученного соотношения выразим величину En j

z
,

. Получим:

 (16)

В (14) заменим индексы: n на (n-1), j на (j-1), а в (15) заменим индекс n на (n-1), результаты сложим и из 
полученного равенства выразим величину En j

z
,

:
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+ 

 (17)

Формулы (16) и (17) определяют значения En j
z
,  на левой и правой границах сеточной области, если зна-

чения Hn
y
, j  вычислены во всех узлах сетки. Исключая из (16) и (17) величины En

z
, j , получим:

  (18)

Система соотношений (18) определяет величины Hn
y
, j  при условии, что на границе области эти зна-

чения заданы. Такая задача является стандартной задачей Дирихле для пятиточечной разностной схемы, 
которая может решаться любым итерационным методом, например, методом Зейделя.

Производя манипуляции с соотношениями (12)–(15), аналогичные предыдущим, получим уравнения 
для определения величин En j

x
,  на верхней и нижней границах области соответственно, а также во внутрен-

них точках области Ω, при вычисленных во всех узлах сетки значениях Hn
y
, j :
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 (19)

 (20)

В качестве тестовой задачи для численных экспериментов была выбрана система дифференциальных 
уравнений (1) при σ x z const,( ) = , для которой можно найти решение в аналитическом виде. C аналитиче-
ского решения “снимались” краевые условия для функции магнитной напряженности H. В рамках численных 
экспериментов производилось сравнение новых численных методов (ПВИИМ) с аналитическим решением, 
а также с решением этой же тестовой задачи методом центрально-разностной аппроксимации (ЦРМ) [6]. 
Сравнение осуществлялось по относительным погрешностям, вычисляемым по формуле:

где u n j

h( ) ,  – проекция точного решения в узел сетки x zn j,( ) , un j
h
,  – приближенное решение в этом же узле, и 

В таблице 1 приведены относительные погрешности вычислений при решении тестовой задачи со сле-
дующими заданными параметрами:

вариант 1: число узлов 10×10; вариант 2: число узлов 30×30; вариант 3: число узлов 50×50.
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Как следует из данных таблицы, новый метод решает тестовую задачу с существенно большей точно-
стью, чем схема с центральными разностями.
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Таблица 1 – Относительные погрешности, %

Метод Функция
Вариант задания параметров

1 2 3

ПВИИМ
H y 0,05 0,52 3,44
E x 0,01 3,4·10–2 0,146
E z 1,21·10–12 6,09·10–13 2,44·10–12

ЦРМ
H y 23,63 7,45 5,29
E x 18,48 6,35 3,83
E z 70,81 87,3 90,59


