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КОМБИНИРОВАННЫЙ м е т о д  р е г у л я р и з а ц и и  д л я  
РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО РОДА

Усенов Иззат Абдыраевич, К ы р г ы з с к и й  н а ц и о н а л ь н ы й  у н и в е р с и т е т  и м .  Ж .  Б а л а с а г ы н а ,  к . ф . -  

м . н . , д о ц е н т ,  г  . Б и ш к е к ,  К ы р г ы з с т а н ,  i a u s e n @ m a i l . r u

М н о г и е  п р и к л а д н ы е  з а д а ч и  ф и з и к и  и  г е о ф и з и к и  с в о д я т с я  к  н е я в н ы м  о п е р а т о р н ы м  у р а в н е н и я м  п е р в о г о  

р о д а .  К  т а к и м  у р а в н е н и я м  с в о д я т с я  т а к ж е  о б р а т н ы е  з а д а ч и  м а т е м а т и ч е с к о й  ф и з и к и  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  

в ы р а ж е н и е  д л я  ф у н к ц и и  Г р и н а  н е и з в е с т н о .

О б р а т н а я  з а д а ч а  э л е к т р о к а р о т а ж а  с к в а ж и н ,  о п р е д е л я ю щ а я  м е с т о р о ж д е н и я  и  п о д с ч е т  з а п а с о в  п о л е з н ы х  

и с к о п а е м ы х ,  я в л я е т с я  п р и м е р о м  т а к и х  з а д а ч .

В ы ш е п е р е ч и с л е н н ы е  п р и к л а д н ы е  з а д а ч и  я в л я ю т с я  а к т у а л ь н ы м и  з а д а ч а м и  с о в р е м е н н о й  н а у к и ,  р е ш е н и е  

и х  м о ж е т  о т к р ы т ь  н о в ы е  г р а н и  с о в р е м е н н о г о  с о с т о я н и я  р а з в и т и я  ч е л о в е ч е с т в а .  В  с в я з и  с  э т и м  п о д ч е р к и в а е т с я  

в а ж н о с т ь  и с с л е д о в а н и я  н е к о р р е к т н о  п о с т а в л е н н ы х  з а д а ч .

В  д а н н о й  р а б о т е  п р е д л а г а е т с я  к о м б и н и р о в а н н ы й  м е т о д  н о в о г о  т и п а ,  о б ъ е д и н я ю щ и й  и д е и  м е т о д а  М . М .  

Л а в р е н т ь е в а ,  м е т о д а  Н ь ю т о н а - К а н т о р о в и ч а  д л я  р е г у л я р и з а ц и и  р е ш е н и я  н е я в н о г о  о п е р а т о р н о г о  у р а в н е н и я  

п е р в о г о  р о д а .

Ключевые слова: н е я в н ы й  о п е р а т о р ,  р е г у л я р и з а ц и я ,  п р о с т р а н с т в о  Г и л ь б е р т а ,  д и ф ф е р е н ц и а л  Ф р е ш е ,  

л и н е й н ы й  о п е р а т о р ,  о г р а н и ч е н н о с т ь  о п р а т о р а ,  у с л о в и я  Л и п ш и ц а .

COMBINED REGULARIZATION METHOD FOR SOLUTION OF NONLINEAR OPERATOR
EQUATIONS OF FIRST KIND

I.A. Usenov,  P h . D . ,  a s s o c i a t e  p r o f e s s o r ,  K y r g y z  N a t i o n a l  U n i v e r s i t y  n a m e d  a f t e r  J .  B a l a s a g y n ,  B i s h k e k ,  

K y r g y z s t a n ,  i a u s e n @ m a i l . r u

M a n y  a p p l i e d  p r o b l e m s  o f  p h y s i c s  a n d  b i o p h y s i c s  r e d u c e d  t o  i m p l i c i t  o p e r a t o r  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  k i n d .  

T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  r e d u c e d  a n d  i n v e r s e  p r o b l e m s  o f  m a t h e m a t i c a l  p h y s i c s  i n  c a s e s  w h e r e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  u n k n o w n .

T h e  i n v e r s e  p r o b l e m  o f  d e t e r m i n i n g  t h e  e l e c t r i c  l o g g i n g  w e l l s  f i e l d  a n d  c a l c u l a t i o n  o f  r e s e r v e s  o f  m i n e r a l  

r e s o u r c e s  i s  a n  e x a m p l e  o f  s u c h  p r o b l e m s .

T h e  a b o v e  a p p l i c a t i o n  t a s k s  a r e  u r g e n t  t a s k s  o f  m o d e r n  s c i e n c e ,  t h e s e  t a s k s  c a n  d i s c o v e r  n e w  f a c e t s  o f  t h e  

c u r r e n t  s t a t e  o f  h u m a n  d e v e l o p m e n t .  I n  t h i s  r e g a r d ,  t h e  s t u d y  u n d e r l i n e s  t h e  i m p o r t a n c e  o f  i l l - p o s e d  p r o b l e m s

I n  t h i s  p a p e r ,  w e  p r o p o s e  a  c o m b i n e d  m e t h o d  o f  a  n e w  t y p e ,  c o m b i n i n g  i d e a s  o f  t h e  m e t h o d  o f  M .  M  

L a v r e n t i e v ,  N e w t o n - K a n t o r o v i c h  m e t h o d  f o r  r e g u l a r i z i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  i m p l i c i t  o p e r a t o r  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  k i n d .

Keywords: i m p l i c i t  o p e r a t o r ,  r e g u l a r i z a t i o n ,  H i l b e r t  s p a c e ,  t h e  F r e c h e t  d i f f e r e n t i a l ,  l i n e a r  o p e r a t o r  b o u n d e d  

o p r a t o r a ,  L i p s c h i t z  c o n d i t i o n .

1 .  Постановка задач:
Р а с с м о т р и м  н е я в н о е  о п е р а т о р н о е  у р а в н е н и е  п е р в о г о  р о д а  о т н о с и т е л ь н о  z  в и д а

0 ( z , u )  = 0 ,  ( 1 )

г д е  Ф : H  х H  ^  H ,  H  -  г и л ь б е р т о в о  п р о с т р а н с т в о .

П р е д п о л а г а е м ,  ч т о
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1) при u =  U существует единственное решение z * уравнения (1), т.е. имеет место тождество

Ф(z*, и ) = 0 , (2)

2) оператор ^Ф(z , и )  непрерывен в ^шаре S (zq , S ( u 0, Г )  , но Ф ( z 0 ,u 0)  *  0  и имеет производную
' г

Фреше Ф z (z, u) , непрерывную в точке (z 0 , u0) . Линейный оператор Ф  (z0, и0 ) обратим, но неограничен,

т.е.
- |-1

Ф  z (  z 0 ,  и 0 )
=  д а

Г* f
Через Ф  (z a (u0 ), щ  ) обозначим оператор, сопряженный с оператором ф  (za (u0 ), u 0) . Известно

г*
[4], что оператор Ф 2 (za (щ  ), Щ ) также будет линейным и непрерывным.

Рассмотрим неявное нелинейное операторное уравнение первого рода относительно z  вида
Г*

Ф  z ( z a ( u 0 ) ,  и0) Ф (  z X  и )  =  0  • (3)
Уравнения (1) и (3) являются эквивалентными.

2. Регуляризация решения задачи:
Наряду с уравнениями (3) рассмотрим уравнение второго рода вида

г *

x z X + Ф  z ( z a (u0  )  И0)Ф ( z X, и) =  0, (4) 5
где X  > 0 - параметр регуляризации.

Г*

Оператор Ф  (za (u0 ), u0 )Ф ' (za (u0 ), u0 ) является самосопряженным положительным [4].
Справедливы следующие неравенства [1]

х Е  + Ф z (z  x (u 0 ), U0)Ф 'z (z  X (u 0 )> u0) )z > х | z

f*

x E  +  Ф  ( z x ( u 0 ) ,  ( z x ( u 0 l  u 0 )  l z

Из неравенства (5) следует,
-i

что

>  X Ф  ( z x ( u 0 ) ,  U 0 ) Ф  ̂  ( z x ( u 0 ) ,  u 0 ) z

для любого X  > 0

x E  +  Ф  ( z „  ( u 0  ) ,  u 0  ) Ф  '  ( z „  ( u 0  ) ,  u 0  ) l с у щ е с т в у е т  и  и м е е т  м е с т о  н е р а в е н с т в о

f*
x E  +  Ф  z  ( z x  ( u 0 ) .  u 0 ) Ф 'z ( z x  ( u 0 ) .  u 0 )

1
<  -------  •

(5)

(6)

оператор

(7)

Уравнение (4) регуляризируем в шаре S (zx (u0 ), rz (x ))  •
f *

Теорема 1. Пусть 1. оператор x z  +  Ф  ( z a (u0), u0 )Ф (г, u) непрерывен в шаре
f *

S(zx(u 0 ) rz(x ))x S («0,ru) , где X < X0 и Xzx(u0) + Ф z (z „ (u , ) , ), u0) =  0 ; 2. оператор 

x z  +  Ф  ( z a (u0 ), u0 )ф (z , u ) имеет производную Фреше xE  + Ф  ( za (u0 ), u0)Ф ' (z, u ) , непрерывную в 

точке (z x (u 0 ), u 0 ); 3. линейный оператор xE  +  Ф  (za (u0 ), u0 )Ф ' ( (u0 ), u0 ) непрерывно обратим.

Тогда существуют такие числа ~  (х ), ~  > 0 , что для каждого u из шара S  (щ , ~ ) уравнение (4)

имеет в шаре S (za (u0 ), ~  (х ))  единственное, непрерывное решение z X(u).

Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 2), а также 3) линейный оператор Ф г (za (u0), u0 ) в шаре
S  (zX (u0 )  r  (х ))  х S  (u0, r  ) удовлетворяет неравенству

Ф z ( zX (u0), u0) < M

4) для оператора Ф z (z ,u) имеет место условие Липшица

Ф z ( z ,u) - Ф z ( z x(« 0 ),u) <  ^ ||z  - z x(« 0 )  в S (zx ( u 0 > rz( x ) ) x s (u o , ru);

5) имеет место предельное соотношение

( 8 )

(9)

х
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r  (а)

Ж  а(г (а))
Т о г д а  с у щ е с т в у е т  т а к о е  ч и с л о  r  >  0 ,  ч т о

(10)

п р и Ха )r  1а )  < r оператор

Ф 3 \ г \ = а Е  + Ф z (z  а (и 0 ), и 0 )Ф  z (z a (и 0 ) + r ( z  -  z a (и 0 )), и0 ) , (где 0 < Т < 1, z  - фиксированный элемент) в 

шаре S (zа (и0 ), rz ( а ) )  имеет обратный, ограниченный оператор.
Доказательство:
Производим преобразование оператора

ф 3 ( Г )  = \ а Е  + ф  z  ( z a (̂ 0i ) ,  и 0 ) Ф  z ^ а (и 0  X  и 0  ) j  '

f  f  *  f  f  *  f

( E  + R a \ Ф  z ( z a (̂ 0 \  и 0 )Ф  z  ( z  а  (и 0  ) +  Ф  -  z a  (и 0 ) \  и 0 )  - Ф  z ( z  а  (и 0  X  и 0  ) Ф  z ( z  а  (и 0  X  и 0 )

( 1 1 )

I f *  f
К а = ' \ а Е  +  Ф  z  ( z «  ( и 0  X  и 0 ) Ф  z  ( z «  ( и 0  X  и 0 )

г д е

Введем обозначения
f* A f f \

M  =  Ф Ф  z ^ а (и 0 X  и 0 ) \ Ф  z Ф  ( и 0  ) +  Ф  -  Zа (и 0 ) \  и 0  ) - Ф  z Ф  ( и 0  X  и 0  )  j

Ф 4 M  = {̂ а Е  +  Ф z ( zа ( и 0 X и 0 )Ф  z (z а (и0 X и 0 )J (E  + ^1 |т\) ,

тогда

(12)

(13)

(14)Ф 3 И  =  Ф 4 [ т 1

Оператор ^ Т \  при фиксированном z  в шаре S (га (и0 ) ,~ (а ) )  является линейным оператором. 
Оценим его норму

||ф Т \ ||<  — tMN,rz ( а ) <  N M ^ X ^ l . (15)

Из условия (10) слезет, что существует число ~  >  0 ,  такое, что

r  ( а )  < N M - ? —  = q* < а  при rz(а ) < ~  , где 0 < а  < V . . (16)N M - = Q5 < а
о (г2 (а ))  а (r )

Тогда в силу теоремы Банаха [2] оператор Е  + ^  [г\ обратим в шаре S (zа (и0 ), rz ( а ) )  и справедлива
оценка

| | ( Е  +  ф  Н ) - 1 || < ^  

4 [т\ имеет с

Ф  4  T F |  <

Q5

Таким образом, оператор Ф  [т\ имеет обратный оператор ( Ф  [г \)-1 и справедлива
1 1

1 -  q  а
Теорема 2 доказана. Далее докажем теорему 1.
Уравнение (4) эквивалентно запишем в виде

f  f*
z<X =  ^  - ( Ф  4  И ) - 1  ( + Ф  z ( 2 а (ы0 X  и 0 ) Ф (  ̂  и )

(17)

(18)

(19)

Введем оператор (ф и) = г а -  (Ф4[т\) 1 ( o z0 + Ф z (z0 (u0 ), и0)Ф(z 0  , и)J и

преобразуя, имеем

Т О *  ( ^ а  ,  и )  =  ( Ф  4  [ ^ \ ) - 1  \ Ф  z  ( Z а ( u 0  X  и 0 ) ( Ф  'z  ( Z а ( u 0  К Ф  -  ^ а  ( и 0  ) ) ,  и 0 )  ^  - Ф (  ^  и ) ) ]  '

Производная оператора Т * ( z ° , и)  при и = Щ имеет вид

( 2 0 )

т а  ( z “ ,  и 0  )  =  ( Ф  4  [ т \ ) - 1 1 Ф  z  ( ( щ 0  X  и 0  ) (  Ф  ' z ( ( щ 0  )  +  Ф  -  Ф  ) ) ,  и 0 )  -  Ф  z  ( * “ ,  и 0  )  ) I •

( 2 1 )

Оценим норму производного оператора Т* (z ° , и)

1

*
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т: (z : , q ) 1 NM  |
1 — q  а  1 - аz —z (un ) + ' q5

1 — q5
Следовательно, оператор (20) Vzj, z2 e S(za (u0), rz (а)) удовлетворяет условию Липшица

f
Т  ( z i , u) — т ;  ( z2 , u)\ < qs 1  N M

— Z:  (u
Л

z1 — z2

( 2 2 )

(23)
1 — q5 1 — q5 oc

Покажем, что оператор т* (z : , и) шар S (za (u0 )  r  ( : ) )  отображает в себя. Используя неравенство 
треугольника, имеем

I Т  ( z  0 ,  U )  —  z а  ( и 0 1  <  | Т а  ( z  °  ,  U )  —  Т  а  ( z а  ( и 0  ) ,  u ) | |  +  | | Т «  ( z :  ( u 0  i и )  —  z а  ( u 0 1  • ( 2 4 )

Оценим второе слагаемое в (24)
,  _ 1

N M

Т  (z o (u0 ), u )  — z o (u0 | < Y
1  1  N M  (  а  У

—  q 5  а  2 \ g j 2 (1 — q 5 ) g n

1—g
а  g

\\т: (z  а , u) — T* (z а (u0 X u)|| < I -

В силу (23) первое слагаемое в (24) удовлетворяет неравенству
1 N M  -  +-----------------

— q  1 — q  а
Используя неравенства (25), (26) из (25), имеем

q  1 NM  |

z “ — z  а (u0 1{\ | z “ — z  а (u0 1{\ •

T * ( z  а  ,  u )  —  z  а  ( u 0 | < —  z  а  ( u —  z  а  ( u 0 1  +  :

NM-----------а  g .
1 —  q s  1 —  q s  а  II - I I j l l  0 ' l l  2(1 —  q s  g 1

Оператор Т* (z  а , u) шар S  (z:  (u0 )  t rj) отображает в себя, если

|Т« ( z  а , u )  — z а (u 0 | <  Г
Тогда из (27) имеем

qs - +  - ^  Ж у а  — z
1 — q  1 — q  а

Введем обозначение

r  =

(u0 I

N M

Xu 0 I + N M

2 (1 — q s ) g
■ а  g =  z  — z.

-a
2 (1 — qs g

Подставляя вместо z а — z„ (un l значение N M  ^  в (29), имеем
" " '  2(1 — qs

(25)

(26)

(27)

(28)

■ (u0 1  •

(29)

(30)

q 5 NM 1—g 1 NM NM- о g +------------- t-
1 — q s 2 (1  — qs g  1 — q s :  ^ 2 (1  — q s g

После преобразований из (31) имеем

h t 2 —1 — 2qs t + 1  =  0 , где h =

1—g
- :  g I + NM

2 ( 1 — q s g
- :  g = t NM

2 ( 1 — q s g
( 3 1 )

1 — qs 2 (1 — q s ) 2 g
—«

1 — 2 q
1 — qs

s  > 0

при qs < 2
Квадратное уравнение (32) имеет действительное решение, если

h  <
( 1  —  2 q  ) 2

4 ( 1  —  q s  ) 2

т о г д а  м и н и м а л ь н ы й  к о р е н ь  и м е е т  в и д

1  —  2 д д

t  1 — q s

1  —  2 д Д 

1  —  q s

4 h

(32)

(33)

(34)
2 h

Если t  = t x, то оператор g ( z  : , u) при||u  — u 0 | |  < ~u шар S ( z o (u 0),t1r )  отображает в себя. Таким

образом, для любого элемента z  шара S (za (u0 ), t r )  имеет место неравенство

z — z  :  (u01 < t1 (1 )h 0  • (35)

В шаре S  (za (u0 )  t r )  оператор T* (z : , u) является сжимающим оператором

<

a

1—g„ а , „z  — z

2 1—g
6C

N  2M  2

1

2
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q 6 =  ■
1 -  q s А

1 ~  2 Яз
1 — q 5

— 4h

2 2 ( 1  — q s )

(36)

г д е  1  п р и  q 5 < —,  с л е д о в а т е л ь н о  q6 < 1.  Т а к и м  о б р а з о м ,  о п е р а т о р  Та  ( • ,  и)  я в л я е т с я

2 ( 1  —  q 5  ) <  2

р а в н о м е р н о  с ж и м а ю щ и м  о п е р а т о р о м .

В  с и л у  п р и н ц и п а  с ж и м а ю щ и х  о т о б р а ж е н и й  о п е р а т о р  Т*а  ( z a , и )  в  ш а р е  S ( z a ( u 0 ) , t t f )  и м е е т

н е п о д в и ж н у ю  т о ч к у ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  у р а в н е н и е  ( 1 9 )  и м е е т  е д и н с т в е н н о е  н е п р е р ы в н о е  р е ш е н и е  z a  д л я  к а ж д о г о  

и ,  | | u  —  и 0 1| <  г и  у д о в л е т в о р я ю щ е е  н е р а в е н с т в у

| к а ( и ) — z a ( u o  h ( 1  ) h  а  ,  г д е  ~ ( а )  =  * 1 ( 1  . . q 5 ) h  а  •
(37)

N M  ' 1 N M
Теорема /доказана.
Теорема 3. Пусть 1) выполняются все условия теоремы /; 2) между элементами z a (u0) и z*имеет 

место оценка ||z* — z a (u0)  < yrz ( a ) , где 0 < y <  У2 . Тогда единственное непрерывное решение z a *

уравнения (19) сходится по норме пространства H  к точному решению z* уравнения (1) при а  ^  0 .
*

Доказательство. Используя неравенство треугольника, неравенство (37) при и = и и второе условие

теоремы 3, оценивая норму разности

<

а,* *z  — z  , имеем

а ,*  *z  , — z ^  — Za (и0 II+ z * — Za (и0 I < (1 +  / Х  (1 4 5 )h  аNM
(38)

Из неравенства (38) следует, что z a (u*>) ^  z  ide а  ^  0 по норме пространства H  . Таким

образом, решение z lx (и ) уравнения (19) при и =  и* является приближенным решением уравнения (1). 
Теорема 3 доказана.
Таким образом, решение уравнение (19) является регуляризированным решениям уравнения (1).
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