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Н а  т и п и ч н о м  п р и м е р е  и м и т и р у е т с я  п р о ц е с с  з а г р я з н е н и я  п о д  о с н о в а н и е м  в о д о е м а  в  з о н е  т а л о г о  г р у н т а .  

П р и в о д и т с я  ч и с л е н н а я  р е а л и з а ц и я  м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и ,  к о т о р а я  о п и с ы в а е т  п р о ц е с с  з а г р я з н е н и я  п о д  

о с н о в а н и е м  в о д о е м а  ч е р е з  ф и л ь т р а ц и о н н ы й  п о т о к  ж и д к о с т и  с  п о м о щ ь ю  п а к е т а  п р и к л а д н ы х  п р о г р а м м  

C O M S O L  M u l t i p h y s i c s  с  в и з у а л и з а ц и е й  п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в .  З а г р я з н и т е л я м и  м о г у т  б ы т ь  п р о м ы ш л е н н ы е  

о т х о д ы ,  о т х о д ы  з о л о т о р у д н о й  ф а б р и к и  и  х в о с т о х р а н и л и щ а .  К а ч е с т в е н н о е  и с с л е д о в а н и е ,  п р о г н о з и р о в а н и е  

п р о ц е с с о в  з а г р я з н е н и я  п о д з е м н о й  г и д р о с ф е р ы  я в л я е т с я  о с н о в н о й  з а д а ч е й  о х р а н ы  о к р у ж а ю щ е й  с р е д ы .

Ключевые слова: з а г р я з н е н и е ,  ф и л ь т р а ц и я ,  п л о т и н а ,  г р у н т ,  м о д е л и р о в а н и е ,  в о д о е м ,  ж и д к о с т ь ,  

п р о г н о з и р о в а н и е
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On a typical example of the process is simulated contamination under the base of the reservoir in the area of 
unfrozen soil. Numerical implementation of a mathematical model that describes the process of pollution under the base 
of the reservoir through the filtration flow of fluid via the application package COMSOL Multiphysics with the 
visualization of the results. Pollutants may be industrial waste, waste and tailings gold factory. Qualitative research, 
forecasting of pollution of underground hydrosphere is the main task of environmental protection.

Keywords: contamination, filtration, dam, soil, modeling, reservoir, fluid, prediction
Постановка задачи. Рассматривается случай, когда загрязнение может происходить через дно пруда 

хвостохранилища (рис.1). Для общности задачи пористая среда под основанием пруда считается двухслойной, 
имитирующей хвостохранилища, т.к. отходы золоторудной фабрики в виде пульпы складываются и образуют 
плотный слой пульпы под основанием пруда хвостохранилища. Поэтому область фильтрации представляется 
как двухслойная среда. Первый слой более плотный, второй с большей пористостью и представляет горную 
породу. Чтобы предотвратить фильтрацию через тело плотины, верхний бьеф и часть основания 
хвостохранилища, предполагается покрыты их водонепроницаемым материалом.

V

<-------------------------------------- >
Г

Рис.1. Схематичное представление проникновения загрязнителей в слои грунта.

Для исследования процесса загрязнения через фильтрацию воды из водоема достаточно рассмотреть 
область под основанием хвостохранилища. Для имитации данного процесса источником загрязнения считается 
водоем. Часть основания водоема вблизи к верхнему бьефу плотины покрыта пленкой, а остальная часть 
длиной -  r не покрыта. На рис.1. показано схематичное проникновение загрязнителей из водоема в грунты. 
Водопроницаемые грунты глубиной h ь h 2 имеют разные геометрические и гидрогеологические 
характеристики. Нижняя граница второго слоя считается непроницаемой. Вода на дневной поверхности 
содержит вредные вещества постоянной концентрации. Вредные вещества входят в пористую среду с водой и 
перемещаются адвекцией и дисперсией. В процессе впитывания раствора в слоях грунта уменьшается 
концентрация в воде и замедляется движение раствора относительно воды. Сорбция считается линейно 
пропорциональной водным концентрациям загрязнителей. Сначала решается фильтрационная задача, затем с 
учетом ее результатов задача о переносе вредных веществ методом конечных элементов. Область типичного 
примера рассматривалась со следующими размерами: L -  60m., hi =0.4m., h2 =2.6m., r = 1.8m. Разбиение области 
на треугольные элементы производится автоматически и равнялось 776 элементам. В начальный момент 
задается поле значений гидростатических давлений и концентраций.

Процесс насыщения и фильтрации жидкости моделируется уравнением Ричардсона.
(С + 5е S ) ^ + v ( -  KV(Hp +D  ) )  = 0 ,

где С -  влагоемкость грунта; Se -  эффективная насыщенность грунта или почвы (безразмерная); S -  
коэффициент насыщенности среды; -  гидростатическое давление, которое пропорционально давлению 
P(Pa); t - время; К -  гидравлическая проницаемость (м/с); D -  z -  направление, которое представляет разность

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И  МЕХАНИКА 235

mailto:jamanbaev@mail.ru
mailto:iamanbaev@mail.ru
mailto:jamanbaev@mail.ru


по вертикали (м). Гидравлический напор Н, гидростатическое давление Нр, и высота D связаны с давлением Р 
через известное соотношение

Н р= р ; H=Н +D.V рд V
k -  проницаемость ( 1 /  м 2 ) и гидравлическая проводимость К( м/  с) связаны с вязкостью р (Pa s), 

плотностью р (кг/м3) жидкости и ускорением свободного падения g (м /  t 2 ) соотношением
к  _  К  

Р 9

В процессе проникновения жидкости в сухую или влажную среду жидкость может не полностью 
заполнять все поры в грунте. Поэтому вводится параметр, характеризующий объем жидкости, содержащийся в 
грунте S = ( 6S — вг) / ( Iм рд) - уровень насыщенности среды. Здесь 93,вг характеризуют содержание воды в 
насыщенной и ненасыщенной среде. Влагоемкость среды С характеризует изменения влажности с изменением 
гидростатического давления С=д е /д  Н р или изменением содержания жидкости в грунте

Граничные условия. Кроме источника загрязнения на всех границах области ставится условие 
непроницаемости

n u = 0, (1)
где n -  вектор нормали границ области u -  скорость фильтрации. Начальное условие для 

гидростатического давления задано
Нр = Н р0 (2)

Скорость фильтрации с гидростатическим давлением связана через закон Дарси
u = KSkr V(Hp + D) (3)

Процесс переноса вредных веществ в пористой среде моделируется в общем виде уравнением

д-  (вс) + Jt (р „ср) + V[—в DlVс + и с] = ZR l + £ R p + S c (4)

Здесь -  растворенная концентрация вещества в жидкости ( /  ), -  масса адсорбированного
загрязнителя на грунте ( /  ), доля объема жидкости в грунте, - объемная плотность ( /  ), -
масса раствора в грунте, гидродинамический тензор дисперсии ( ),

( / (  ), реакцию, вовлекающую растворы ( / (  ), - раствор,
отнесенный к единичному объему почвы в единицу времени ( / (  ). Для простоты вышеприведенное
уравнение перепишем только для случая растворенной концентрации. Масса раствора в почве ср выражается

д слинейно через концентрацию и коэффициент разделения Кр (т3 /k g ) : ср = Кр с или Кр = - -̂. С учетом этих
преобразований исходное уравнение имеет вид 

, Л дс дв
(в + pbkp) — + C—  + V(—в DlVc + ис) = e <PLc + Pbkp<Pp+Sc 

Здесь , - показатели распада для растворенных и впитанных почвой концентраций раствора, -
гидродинамический тензор дисперсии, он описывает механическое распространение от движения грунтовой 
воды в дополнение к химическому распространению:

U ?  u jвDlii = а ! - L-+a2 -гг+вDmTL ,LU i |u|  ̂ |u| m l ?

в DLij = (a, — а 2 ) ^
где - диагональные компоненты тензора дисперсии; - не диагональные члены; -

продольные и поперечные дисперсии (m); Dm- коэффициент молекулярной дисперсии (т2/d); tl - фактор 
извилистости, который уменьшает воздействия молекулярного распространения в пористой среде относительно 
чистой воды.

Граничные и начальные условия процесса переноса вредных веществ в грунте считается следующими: 
в начале раствор поступает в грунт с водой при концентрации . До начала процесса загрязнения грунт 
считается сухим и чистым, т.е. начальное условие -  нулевая концентрация. Все границы области загрязнения, 
кроме границ, где происходит загрязнение, считаются непроницаемыми. Конкретно рассмотрен типичный 
пример, исходные данные которого равны:

Известия КГТУ им. И.Раззакова 34/2015

236 ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА



Таблица 1
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Данные для фильтрационной задачи

Переменная Единица
измерения Описа ние Верхний слой почвы Нижний слой почвы

Ks m/d
Насыщенная
гидравлическая
проводимость

0.298 0.454

0s Пористость 0.1 0.25

0r Остаточная
насыщенность 0.001 0.001

а m-1 Альфа-параметр 1.74 1.39
n Параметр 1.38 1.60
m m параметр 1-1/n 1-1/n

i Параметр возможности 
соединения поры n/a

Hp0 Гидростатическое 
давление в кольце 5

Hp,init
Начальное
гидростатическое
давление

-(z+1.2) -0.2(z+0.4) -(z+1.2)

Таблица 2
Данные для задачи переноса вредных веществ

Пе
ременная

Един
ица
измерения

Описание Значение

рь kg/m3 Объёмная плотность 1400
kp m3/kg Коэффициент распределения 0.0001
Dm m2/d Коэффициент молекулярной диффузии 0.00374
ar m Продольная дисперсия 0.005
az m Поперечная дисперсия 0.001
tyL d-1 Уровень распада в жидкости 0.05
фР d-1 Уровень распада в почве 0.01
c0 kg/m3 Уровень концентрации раствора в кольце 1.0
cini

t
kg/m3 Начальный уровень концентрации раствора 0

Согласно вышеприведенной математической модели загрязнения подземной гидросферы произведены 
расчеты на определенный период времени.

Результаты расчета представлены в течение 120 часов с начала загрязнения или в течение 5 суток. Как 
видно из рис.3, показано распространение вредного вещества в грунте во времени. Оно распространяется 
согласно гидростатическому давлению среды, которое представлено на рис.4.

■-L-
Рис. 2. Концентрация загрязнителя кг/м3 в 

пространстве Рис. 3. Концентрация загрязнителя кг/м3 в 
плоскости
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Р и с . 4 .  В н у т р е н н е е  д а в л е н и е  М П а  в  п р о с т р а н с т в е .  Р и с . 5 .  В н у т р е н н е е  д а в л е н и е  М П а  в  п л о с к о с т и .

Выводы. Р е з у л ь т а т ы  м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и  з а г р я з н е н и я  в р е д н ы х  в е щ е с т в  в  п о р и с т о й  с р е д е ,  

п о л у ч е н н ы е  с  п о м о щ ь ю  п р о г р а м м н о г о  п р о д у к т а ,  я в л я ю т с я  д о с т о в е р н ы м и .  Р а б о т о с п о с о б н о с т ь  м о д е л и  и  

п р о г р а м м н о г о  п р о д у к т а  C O M S O L  п р о в е р е н ы  н а  т и п и ч н о м  п р и м е р е  з а д а ч и  з а г р я з н е н и я  п о д з е м н о й  г и д р о с ф е р ы .
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УДК 539.47
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ РЕАКТИВНЫХ УСИЛИЙ СОСТАВНЫХ ПРУЖИН

С.А. Абдрахманов, Ж.Ж. Доталиева, М.Б. Джолдошбаева, Джанузакова А.А., Кыргызский 
государственный технический университет им. И. Раззакова, Кыргызстан, 720044, г. Бишкек, пр. Мира, 66, e­
mail: zh.dotalieva@gmail.com

Целью данной работы является теоретическое изучение генерации реактивных усилий, развиваемых 
рассматриваемой конструкцией, включающих составные пружины, одна из которых изготовлена из материала с 
памятью формы, при различных соединениях.

Рассмотрены процессы нагрузки, разгрузки, а также вопросы генерации реактивных усилий при их 
нагреве в области температур фазового перехода. Известно, что пружины, как правило, в основном работают в 
упругой области их деформирования. Но с появлением нового класса материалов, в частности, обладающих 
эффектом памяти формы, рабочая область деформирования пружин расширяется и может включать и 
неупругую зону. Следовательно, изучение условия деформирования пружин за пределами упругости является 
важной задачей. В данной работе сделан анализ генерации реактивных усилий пружин при их совместной 
работе с пружиной, не обладающей эффектом памяти формы. Получена зависимость величины максимального 
реактивного усилия от величины нагрузки в момент разгрузки. Сделано сравнение полученных результатов при 
параллельном и последовательном соединении пружин.

Ключевые слова: составные пружины, жесткость пружины, модуль сдвига, упругая и неупругая 
работа, осевое перемещение, напряжения, растягивающее усилие, реактивное усилие.

ABOUT DETERMINATION REACTION FORCE OF COMPOSITE
COIL SPRINGS

S.A. Abdrahmanov, Zh.Zh. Dotalieva, M.B. Dzholdoshbaeva,
A.A. Djanuzakova, Kyrgyz State Technical University named after I. Razzakov, Kyrgyzstan, 720044, 

Bishkek, Mira ave. 66, e-mail: zh.dotalieva@gmail.com
The aim of this work is a theoretical study of the generation of reactive force exerted by the construction under 

consideration, including the components of the spring, one of which is made of a shape memory material, with various 
compounds. Considered the processes of loading and unloading, as well as issues of generation of reactive force when 
they are heated in the temperature range of the phase transition. It is known that the springs tend to work mainly in the 
region of their elastic deformation. But with the advent of a new class of materials, in particular having a shape memory 
effect, the deformation of the springs working area expands and may include resilient zone. Therefore, the study of the 
deformation conditions of the springs outside of elasticity is an important task. In this paper we made an analysis of the 
generation of reactive force of the spring when they work together with the spring, not having a shape memory effect. 
Received the dependence of the maximum reactive force of the load at the time of discharge. Done to compare the 
results with parallel and series connection springs.

Keywords: composite spring, spring, shear modulus, elastic and inelastic work, axial displacement, stress, 
tension force, reactive force.

Эффект памяти формы (ЭФП) и генерация реактивных усилий, как известно, проявляются только при 
наличии неупругих деформаций (мартенситной природы) [1,2,3], в связи с этим, важными этапами при 
проектировании конструкций, работающих за пределом упругости, являются: определение предельной 
нагрузки, после которой возникают неупругие деформации, в дальнейшем их будем называть фазовыми 
деформациями; определение величин неупругих деформаций; вопросы разгрузки и изучение остаточных 
деформаций, и наконец, исследование реактивных усилий, возникающих в условиях воспрепятствования ее 
формовосстановлению.

В данной работе рассматриваются составные пружины, одна из которых обладает свойством памяти 
формы. Диаграмму сдвига этой пружины примем в виде двухзвенной ломаной линии. В упругой области 
деформирования модуль сдвига , где - модуль сдвига материала в мартенситном состоянии, в
неупругой области этот модуль равен , где - безразмерный параметр, характеризующий степень 
упрочнения материала( 0 < п < 1 ). Касательное напряжение, соответствующее началу фазовой текучести 
второй пружины, обозначим через . Учитывая, что намного меньше дислокационного предела текучести,
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