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Целью данной статьи является нахождение достаточных условий единственности решения и 
построение регуляризирующего оператора по Лаврентьеву М.М. для линейных интегральных уравнений 
Вольтерра первого рода на оси. Линейные интегральные уравнения Вольтерра первого рода применяются в 
различных прикладных задачах, в частности, в задачах сейсмологии. Чтобы выполнить поставленную цель, 
авторы сначала построили регуляризирующие операторы по Лаврентьеву М.М. для решения данного 
интегрального уравнения первого рода. Затем доказали теорему единственности. При исследовании данной 
задачи авторы применили метод, предложенный Иманалиевым М.И. и Асановым А. Особенностью этого 
метода является то, что от ядра не требуется гладкость ядра данного интегрального уравнения. Кроме того, не 
требуется гладкость от решения данного линейного интегрального уравнения первого рода. Показан 
конкретный пример, иллюстрирующий результаты данной работы. Этот пример решен на основе 
предложенного метода.

Ключевые слова: линейные, интегральные, уравнения Вольтерра, первого рода, регуляризация по 
Лаврентьеву М.М., единственность, пример.
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The purpose of this article is to find sufficient conditions for the uniqueness of the solution and the 
construction of a regularizing operator M.M. Lavrentiev for linear Volterra integral equations of the first kind on the 
axis. Volterra integral equations of the first kind are used in various applications, in particular in the problems of 
seismology. To complete the first objective of the authors built a regularizing operator for M.M. Lavrentiev to solve this 
integral equation of the first kind. Then prove a uniqueness theorem. In the study of this problem, the authors applied 
the method proposed by M. Imanaliev and A. Asanov feature of this method is that the nucleus is not required 
smoothness of the kernel of the integral equation. Also, do not require smoothness of solutions of linear integral 
equations of the first kind. Shows a specific example illustrating the results of this work. This example is solved on the 
basis of the proposed method.

Keywords: linear integral equations of Volterra, the first kind MM Lavrentiev regularization, the only
example.

Рассмотрим уравнение
t

J  K(t,s)u(s)ds = f(t ) ,  te(—oo,+  со) (1 )
—oo

где ( ) и ( ) заданные функции, ( ) неизвестная функция.
Различные вопросы для интегральных уравнений Вольтерра первого и третьего рода исследованы в 

работах [1-6]. В частности, в работе [4] доказаны теоремы единственности и построен регуляризирующий 
оператор для систем интегральных уравнений Вольтерра первого рода на отрезке. В данной работе построен 
регуляризирующий оператор и доказана теорема единственности для решения уравнения (1 ).

Наряду с уравнением (1) будем рассматривать уравнение
t

ev(t,e)+  J  K(t,s)v(s ,s)ds = f ( t )  + su0 , ( 2  )
— OO

где малый параметр , ( ) ( ) решение уравнения (1 ).
Введем обозначения:
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1) Обозначим через С(—со, + оо) пространство всех функций u(t) — непрерывных и ограниченных 

на (—оо, + оо), ||-||с — норма в C(—оо, + оо), т.е. для любого u(t)eC(—оо, + оо)
l|u(t)||c = Sup | u ( 0  | .

t e(—oo, oo )
2) Через L x( — oo , + oo ) обозначим пространство всех функций u( t), таких, что

/
( )

3) Обозначим через ( ) пространство всех функций ( ) ( ) таких, что
limt_—o u(t), = u0 efi.

| ( )| ( )
t e(—oo, OO )

4) Через ( )обозначим пространство всех функций ( ) таких, что для любого
7 e(—oo , + oo )

T

/
( )

5) Обозначим через ( ) пространство всех функций ( ) ( ) таких,
что для любых ( )

1 u ( t j  — u( t2) 1 <Mo
/

( )

где положительная постоянная M0 не зависит от tx,t2, но зависит только от u(t),K(t, t)e L i;o c(— oo, + oo) и 
К( t, t) > 0  при всех t e (—oo , + oo ).

Предположим выполнение следующих условий: 
а) К( t, t)>0 при всех t e (—oo , + oo )

/ 1 1 1 K(' ,s) 1 Cse c (—o  , K(t , ' ) eLi *  < o  ;+ o  ) .
— OO

b) Для любых ti, t2 e(—oo ; + со ),
t 2 

/
1 K( t i,s ) — К( t2 ,s ) 1 < Z(s) ( )

где 0< /(^при всех t e (—oo, + oo), /( t)eL ̂ _(—oo ; + oo). 
Решение уравнения (2) будем искать в виде

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 
Подставляя (3) в (2), имеем £( t, е) = — ̂ / ^  K(s, s) £(s, e)ds — ! /.!00[К( t, s) — K(s ,s  )] £(s, e)ds + [u 0 —

Отсюда, используя резольвенту Д( t,s, е) = — ̂ K(s, s)e—'i /s if(T'T')dT ядра [ — “ K(s, s)], имеем
t

£( t, e) = — -  / [ К (  t, s) — K(s, s)]£(s, e)ds + [u 0 — u(t)] +
— OO

t  T

+ / — К(т,т)е—'j /r A'(T'T)dT_ /[К (т , s) — K(s,s)] £(s, e)dsс/т —
— OO — OO

t

—  /  К(т, т)е—e/if(T'T)dT [u0 — u(t)] Ct.

Применяя формулу Дирихле, уравнение ( ) запишем в виде

( ) /  ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

где

# (  t, s, e) = — [К( t,s) — K(s, s)] +
e
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--L К(т,т)ат[К (т, s) — К(s, s)] dr, (t , s) e G,
1 Г _ i

■ — J К (т,т) е s
S t

(p(t,e) = u0 — u ( t ) ----J  К(т,т)е-ёЬ к(т,т)ат [u0 — и(т)] dT.

( ) 

( )

G={(t,s):-®<s<t<+®}, te(—о , + со ).
Теорема. Пусть выполняются условия а), б) и u(t)eCy (—со, + со ) , где u(t) — решение уравнения (1). 

Тогда решение v( t  , е) уравнения (2) при е — 0 стремится к решению ^^уравнения (1). При этом справедлива 
оценка

\\v(t,£) —u(t)\\c < M 2 £Y, (8 )
где M2 = M1 ехр{/_^ l(s)ds}, Vt1 , t2 e(—о ; + со ),

\u^-J — u(t2 ) \ < M0 | f t2K(s, s)ds| ,M1=Sup(e-vvy)+C° e-VYvydv.
1 £l 1 v>0 0

Доказательство. Учитывая формулы

1 J  K{т,т)e-^ tг к(т’т)dтdт = 1  — е- - ^ к(тт)ат

£ J  К(т
-\SlK(T’T'>dT d-j; = 1  — e- - f-ooK(T’T'>dT

из (6) и (7) получим

Н(t,s, е) = —  [К(t,s) — K(s,s)] е-  7 Ss K( т , т )d т_
Z

— 2 J  К(т,т)е-ё ^ к(т’т̂ т[К^^) — К(т^)]dт,

p ( t  , е) = — [u( t) — u0] е sI-coK(T’T')dT —1 ^^К(т,т)е eh к(т,T)dт [u(t) — u^)]  dт 
Учитывая условие б), из (9) имеем

t t

( ) 

( )

I f  - i\H(t,s,e)\ < l(s) [— J K(т,т)dт]е еjs K (т,т) d т+ + — J  К(т,т)е s b K™ dт i(s) [— J  K(т,т)dт]dт

= l(s)[—J  K(т,т)dт]е е&K(T,T)dT + i(s) J [— J  K(т,т)dт]dт[е ;jT K ( т , T )d T

Отсюда, интегрируя по частям, получим
\H(t ,s,e) \ < l(s) fst e- - ^ K(т’т)dтK(т,т)dт= l(s) [l — е-^ ' ^ ^ ] .

Из последнего неравенства имеем
\Н(t , s ,e ) \ < l(s) , (t,s)eG = {( t , s ) : — со < s < t < + со}.

В силу u( t)eCy (—о , + со ), из (10) имеем

Ip( t, е)I < M0 J  ( )

+ M,

= Mn£y

z z
0 J  1 к (т, т)е-S1  K (т ,т')dт J  К(т,

£  I К(т,

) d т

)

L

■Mo£y J e £1 1 K (т ,т) d т

е- - 1-оо

)
у t

dj- [— J  К(т, т) d^ <

< M0 £y{Sup(e Vvy)+/ °° е Vvydv}.
v> 0

(1 1 )
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Отсюда получим
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11р (t,e)\\c < М0 Мг£У .
Учитывая (11) и (12), из (5) получим

t
I %(t,£)\< J  l(s) | £(s,e) | cLs + MqM^ 7 , te (—co,+ co).

( ) 

( )

Применяя формулу Гронуолла-Белмана, из (13) имеем (8). Теорема доказана.
Следствие. Пусть выполняются условия а), б) и K(t, t) > 0 почти при всех tе(—оо , + оо ). Тогда решение 

уравнения (1) единственно в пространстве С % (—оо, + оо).
Доказательство. Пусть u ( t) £ С%(—оо , + оо ) является решением уравнения (1) при f ( t )  = 0, 

t е(—оо , + оо ). В этом случае сначала в силу условий а), б) доказываем, что 1 im t _ _ „  и( t) = 0. В самом деле

I

J
K(t ,s)u(s)ds = 0, te (—оо,+  оо).

Отсюда имеем
J__ooK(s,s )u(s)ds = — J__oo[K(t ,s) — К (s,sj_|u (s)ds, te (—oo,+  oo) . (14)

В силу условий а)иЬ),из (14) имеем
Iut*)\Lt0OK(s ,s )ds = |L 0OK(s ,s )u (s)ds| < l(s)[/st K(r,T)dr] ds IKOHc,

где — со < t* < t < со.
Из последнего неравенства получим

Iu( t* )I< \\u(t)\c L*, l(s)ds, — 00 < t* < t < + 00
Отсюда вытекает, что

1 im t __ |u (  t* ) | = 0.
Далее в силу оценки (8) доказывается u(t)=0 при всех te(—оо, + оо ).
Пример. Рассмотрим уравнения (1) и (2) при

K(t,s)=—Ц  [ - ^  + / t d s ] , ( t,s)  £ G.
В этом случае условия теоремы выполняются при

( )

K(s,s)= ( ) ■, l(s) = 77-2, se(—00 ,+  oo ) .
В самом деле, в силу (15) для любых ( )

K( ̂ ,s) —K( ̂  s) = — 2L
1 rt! ISI г ds,

Отсюда
1 + S 2 Jt 2 ( 1 + S 2 )2

| K( t1 ,s) — K (t2 ,s) | < l(s) |L 2K(s ,s ) ds|.

Поэтому утверждения теоремы справедливы для уравнения (1) и (2), когда K(t,s) определяется по формуле (15).

Выводы. Полученный результат является важным вкладом в теорию интегральных уравнений и может 
быть применен для приближенного решения различных прикладных задач, в частности задач сейсмологии.

ISI
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УДК 539.10

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ КОНФИГУРАЦИИ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ ПРИ ИЗМЕНЕНИИ 
ЕЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ

Дуйшеналиев Т.Б., Аскарбеков Р.Н., Искендер Козубай, Кыргызский государственный технический 
университет им. И.Раззакова, 720044, г.Бишкек, пр. Мира 66, e-mail: duishenaliev@mail.ru

В статье приводится пример расчета прямоугольной пластины. На основе нетрадиционного решения 
краевой задачи теории упругости произведен анализ напряженно-деформированного состояния пластины при 
значительных деформациях и перемещениях.

Ключевые слова: тензор Коши, тензор вращения, перемещение, деформированное состояние, 
кручение.

MATHEMATICAL DESCRIPTION OF THE ELASTIC PLATES CONFIGURATION AT
CHANGE STRESS-STRAIN STATE

Duishenaliev T.B., Askarbekov R.N., Iskender Kozubai, Kyrgyz State Technical University named after I. 
Razzakov, Bishkek, Kyrgyz Republic, e-mail: duishenaliev@mail.ru

In this article provides an example of calculating a rectangular plate. On the basis of non-traditional solutions 
of the boundary value problem of elasticity theory analyzed the stress-strain state of the plate with large deformations 
and displacements.

Keywords: Cauchy tensor, the tensor of rotation, displacement, strain state, torsion.

В работе [1] приведена постановка статической краевой задачи в перемещениях и напряжениях. 
Установлен порядок составления уравнений равновесия в напряжениях, перемещениях, граничные условия, 
условия совместности деформаций в компонентах деформаций и напряжений. Предложен новый 
нетрадиционный подход к решению статической краевой задачи. Получено ее аналитическое решение. На 
основе этого решения можно установить напряженно-деформированное состояние многих конструкций и 
элементов.

Обратимся к конкретной задаче о равновесии прямоугольной пластины. В ней декларируется, что тело 
находится а равновесии в области V, заданной выражениями -  b/2<xi<b/2, 0<x2< £ , -h/2<x3<h/2 (рис.1).

Укажем внешние силы pi на поверхности S.
На гранях, где xj=+ b/2, 0<x2< £ , -h/2<x3<h/2 : p1 (b/2, x2 , x3) = 0, pi (-b/2, x2 , x3) = 0. На гранях, где -b/2 

<xi<b/2, 0< x2< £ , x3 =+h/2 : pj(xbx2, h/2)=0, pj(xbx2, -h/2)=0.
На левой торцевой грани, где -b/2<xj<b/2 , x2=0, -  h/2<x3<h/2: pj(xb0,x3)=-5l2 cx3 .
На правой торцевой грани, где -b/2<xj<b/2, x2= £ , -h/2<x3<h/2: pi(x1, £ ,x3)=Si2cx3 .
Изгибающие моменты на левом и правом торцевых гранях соответственно равны:

b/2 h/2 b/2 h/2

m  = -  J  J c x 12d x 1d x 2 = - c b h 3 / 1 2 ,  m 2 =  J  J c x 12d x 1d x 2 =  c b h 3 / 1 2
-b/2 -  h/2 -  b/2 -  h/2
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