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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГРАНИЧНОГО ВЕКТОРНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ ТЕПЛОВЫМИ ПРОЦЕССАМИ, ОПИСЫВАЕМЫМИ 

ВОЛЬТЕРРОВО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Сейдакмат кызы Э. 

Исследованы вопросы построения приближенного решения задачи нелинейного граничного оптимально-
го управления тепловыми процессами, описываемыми вольтеррово интегро-дифференциальными урав-
нениями, и доказана их сходимость. 
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APPROXIMATE SOLUTION OF THE BOUNDARY VECTOR 
CONTROL PROBLEM FOR THE THERMAL PROCESSES 

DESCRIBED BY VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS
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The article investigates questions of construction of the approximate solutions of the nonlinear boundary opti-
mal control problem for the thermal processes, described by Volterra integro-differential equations, and proves 
their convergence as well. 
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I. Постановка задачи оптимизации и ее полное решение
Рассмотрим задачу нелинейной оптимизации, где требуется минимизировать квадратичный функционал

(1)

на множестве решений краевой задачи [1]

(2)  

(3) 

(4)

Здесь функция описывает состояние управляемого процесса, 
ядро – известная ограниченная  функция, т. е.

(5)
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– заданные функции,  – 

вектор-функция управления, функции  нелинейно зависят  от вектор-
функции управления и по функциональной переменной  и удовлетворяют условию 

(6)

λ – параметр; постоянная , T – фиксированный момент времени, H (Υ) – гильбертово пространство 
функций, определенных на множестве Υ.

Решение краевой задачи определяется по формуле

где vn(t) – решение линейного интегрального уравнения

, (7) 

с ядром

, (8) 

и свободным членом

(9) 

Коэффициенты Фурье vn(t) определяются по формуле [2]

(10) 

где резольвента Rn (t,s,λ) ядра Kn (t,s) имеет вид

(11)

и удовлетворяет оценке

(12) 

Оптимальное управление u0 (t) определяется как решение нелинейного интегрального уравнения [3]:

(13)

где 

(14)
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(15)

(16)

удовлетворяющие дополнительному условию

(17)

Оптимальное управление имеет структуру [4]

(18)

где  является единственным решением нелинейного интегрального уравнения 

(19)

Оптимальный процесс v0(t,x) определяется по формуле 

(20) 

а минимальное значение функционала (1) вычисляется по формуле

(21)

Найденная тройка  определяет решение задачи нелинейной оптимизации.
II. Приближенное решение задачи оптимизации
На практике не всегда удается найти точное решение уравнения (19). Поэтому в большинстве случаев 

ограничиваются нахождением приближенного решения  уравнения (18), где число k определяется из 
неравенства [5] 

(22)

Согласно структуре оптимального управления k – е приближение находим по формуле

(23) 
Лемма	2.1. k-е приближение оптимального управления удовлетворяет оценке 

(24)

и сходится к оптимальному управлению u0 (t) по норме пространства H2(0,T).
Доказательство. Непосредственным вычислением имеем неравенство

из которого следует утверждение леммы.
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Подставляя в (20) приближенное управление ūk(t), находим k-е приближение vk (t,x) оптимального про-
цесса v0 (t,x), т. е.

(25)

Лемма	2.2.	k-е приближение оптимального процесса удовлетворяет оценке 

(26)

и сходится к оптимальному процессу v0 (t,x) по норме пространства .
Доказательство. Согласно (24) и (25), непосредственным вычислением имеем неравенство

из которого следует утверждение леммы.
При исследовании сходимости оптимального процесса необходимо учитывать сходимость по резоль-

венте, так как приближение оптимального процесса имеет вид

(27)

и определяются двумя индексами . Поскольку

то сходимость m-го приближения резольвенты Rn (t,s,λ) при каждом фиксированном n = 1, 2, 3 ..., следует из 
неравенства

(28)

Лемма	2.3. k, m-е приближение оптимального процесса удовлетворяет оценке 

и сходится к процессу vk (t,x) по норме пространства .
Доказательство.	Согласно (27) и (28), непосредственным вычислением имеем неравенство 
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из которого следует утверждение леммы. 
Поскольку  определяется как сумма бесконечного функционального ряда, то не всегда удается 

ее найти. Поэтому на практике целесообразно использовать приближение вида

которое назовем k, m, r -м приближением оптимального процесса.
Лемма	2.4.	k, m, r -е приближение оптимального процесса при r→∞ сходится к функции  по 

норме пространства .
Доказательство.	Непосредственным вычислением имеем соотношение

которое справедливо при каждом фиксированном k = 1, 2, 3, ..., так как остаточный член сходящегося ряда 
стремится к нулю при r→∞.

Лемма	2.5. k, m, r -е приближение оптимального процесса  при k, m, r → ∞ сходится к функции v0 (t,x) 
по норме пространства .

Доказательство.	Утверждение леммы следует из соотношения

,
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которое справедливо согласно леммам 2.1–2.4.
Поскольку оптимальный процесс имеет приближения vk (t,x),  и , то будем различать три 

вида приближенных значений функционала (1):

Лемма	2.6. k-е приближенное значение функционала удовлетворяет оценке 

(29)

где C1, C2 – положительные постоянные и сходится к точному значению функционала .
Доказательство.	Утверждение леммы следует из соотношения

которое справедливо согласно леммам 2.1–2.2.
Лемма	2.7. m-е приближенное значение функционала удовлетворяет оценке 

(30)

где C3 – положительные постоянные и сходится к значению функционала . 
Доказательство. Утверждение леммы следует из соотношения

которое справедливо согласно лемме 2.3. 
Лемма	2.8. r-е приближенное значение функционала удовлетворяет оценке 

(31)

где C4 – положительное постоянное и сходится к значению функционала .
Доказательство. Утверждение леммы следует из соотношения
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которое справедливо согласно леммы 2.4.
Лемма	2.9. k, m, r – е приближенное значение функционала при k, m, r → ∞ сходится к точному значе-

нию функционала J[u0]. 
Доказательство. Утверждение леммы следует из соотношения

которое справедливо согласно леммам 2.6–2.8. 
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