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В данной статье показан новый, простой и краткий метод вывода формул векторного анализа. 
Simple and new short method of vector analyses is shown in this article. 

 
Вывод некоторых формул векторного анализа символическим методом, который 

применяется в физике и технике. Данный метод упрощает вывод формул векторного анализа 
путем применения символического вектора grad  ( «градиент») или оператора Гамильтона - ∇  
(«набла»). 
 Символический вектор grad обозначается через ∇  («набла») – оператора Гамильтона и 

единичного вектора п  - следующим образом: 

grad = ∇= n
п
∂
∂

    ( 1 ) 

где n∂
∂

 - частная производная по модулю п единичного вектора п . 
Применяя этот символический вектор   (1) , выведем некоторые формулы векторного анализа: 
Градиент скалярной величины показывает непрерывное изменение скалярной величины с 
расстоянием. 
Градиент скалярного произведения двух скалярных величин ϕ  и ψ : 
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в результате получаем, что: 

ψϕϕψψϕ gradgradgrad ⋅+⋅=),(   . 

Градиент скалярного произведения скалярной величины ϕ  на вектор а : 
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Из векторного анализа известно, что: 

adivа =∇ ),( , также    ),(),( adivа ϕϕ =⋅∇  ,                             ( 4 ) 

где adiv - дивергенция вектора  а , расхождение а  из какой – либо точки. Подставив ( 4 ) в ( 3 ) 
и получаем, что: 

adivaadivа ⋅+⋅== ϕϕϕϕ gradgrad ),(),(   .                             ( 5 ) 

Векторное произведение градиента скалярной величины ϕ  на вектор а  в символической форме 
будет: 
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(6) 
Из формул векторного анализа известно, что: 

[ ] аrotа =∇, ,        также       [ ] ),(, аrotа ϕϕ =∇    ,                    ( 7 ) 
где rot – ротор, выражающий циркуляцию какого – либо вектора в точке. 
Подставляя (7) в (6) , получим, что:  
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[ ] аrotааrot ⋅+= ϕϕϕ ,),( grad .                                        ( 8 ) 
Формулу (8) можно записать еще следующим образом с учетом того, что от перестановки 
сомножителей векторное произведение двух векторов меняет свой знак на обратный: 

[ ]ϕϕϕ grad,),( ааrotаrot −⋅=    .                                       ( 9 ) 

Градиент от векторного произведения двух векторов а  и в  в символической форме: 
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С учетом того, что: [ ] [ ]авва ,, −= ,                                                            (11) 

выражение (10), с учетом (4) и (11), запишется так: 
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При циклической перестановке векторов векторно-скалярное произведение трех векторов [ ]сва ,  
не меняет знака: 
[ ] [ ] [ ]асввасва с ,,, ==     .                                             ( 13 ) 

Применим формулу (13) к выражению (12): 
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в результате получили: [ ] вrotaarotвваdiv ⋅−⋅=,   .         (14) 
Векторное произведение градиента на векторное произведение двух векторов в символической 
форме: 
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Согласно прав лам векторного анализа, двойное векторное произведение трех векторов равно: и

[ ][ ] ( ) ( )вассавсва ,,,, ⋅−⋅= .                                         ( 16 ) 
Применяя (16) для формулы (15) с учетом (7), получим: 
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Отдельно вычислим, чему будет равен член 
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Также вычислим 
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Результа ы из (18) и (19) подст вим в (17)т а  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ваваававваrot ⋅∇−∇⋅+∇⋅−⋅∇= ,,,,,   , 
и ок нчател но получим формулу: о ь

[ ] ( ) ( ) вавdivааdivвавваrot ⋅∇−⋅+⋅−⋅∇= ,,,                           ( 20 ) 
Градиент скалярного произведения двух векторов запишем в символической форме: 
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Для нахождения результата вычислений формулы (21) рассмотрим следующие выражения: 
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отсюда находим: 
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Аналогично получается: 
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При учете (22) и (23) выражение (21) получит вид:  

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) вавrotааваrotвва ⋅∇++⋅∇+= ,,,,,grad    .                      ( 24 ) 

Рассмотрим частный случай, когда а  = в : 
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и в итоге :          
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Ротор от ротора вектора а  в символической форме:   

 [ ][ ]ааrotrot ,, ∇∇=     .                                        ( 26 ) 
Согласно (16) преобразуем правую часть (26): 

[ ][ ]
( ) ( ) .,,

,,,,,

2 ааdivаа

а
п

п
п

па
п

пп
п
ап

п
па

п

⋅∇−=⋅∇∇−∇⋅∇=

=⋅
∂
∂

∂
∂−

∂
∂⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂=∇∇ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

grad                  ( 27 ) 

Известно, что - оператор Лапласа, поэтому окончательно получим: ∆=∇2

.ааdivаrotrot ⋅∆−= grad                             ( 28 ) 
Вывод: Получили следующие формулы преобразований векторного анализа символическим 
методом: 
Градиент скалярного произведения двух скалярных величин ϕ  и ψ : 

ψϕϕψψϕψϕ gradgradgrad ⋅+⋅==∇ ),(),(   . 

2. Градиент скалярного произведения скалярной величины ϕ  на вектор а : 
adivaаadivа ⋅+⋅===∇ ϕϕϕϕϕ gradgrad ),(),(),( . 

Ротор скалярного произведения скалярной величины ϕ  на вектор а : 
[ ] [ ]ϕϕϕϕ grad,),(, ааrotаrotа −⋅==∇ . 



Градиент от векторного произведения двух векторов а  и в  или дивергенция от векторного 

произведения двух векторов а  и в : 
[ ] [ ] вrotaarotвваdivва ⋅−⋅==∇ ,, . 

Ротор векторного произведения двух векторов а  и в : 
[ ] [ ][ ] ( ) ( ) вавdivааdivвавваваrot ⋅∇−⋅+⋅−⋅∇=∇= ,,,,, . 

Градиент скалярного произведения двух векторов а  и в : 
( ) [ ] ( ) [ ] ( ) вавrotааваrotвва ⋅∇++⋅∇+= ,,,,,grad . 

     Частный случай, когда а  = в : 
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Ротор от ротора вектора а :   [ ][ ]ааrotrot ,, ∇∇=   . 
.ааdivаrotrot ⋅∇−= grad  



Таким образом, такой символический метод облегчает выводы формул векторного анализа и 
выделяется простотой и краткостью перед другими методами вычислений, например такими как, 
через координаты х, у, z и другими. 
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