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ВВЕДЕНИЕ 

В развитии современной теории управления наблюдается 

повышенный интерес к проблемам робастности и грубости (ма-

лочувствительности) систем. 

Особое место в обсуждении проблемы робастности систем 

управления заняло направленность тематики 11-го Междуна-

родного Конгресса ИФАК, которая состоялась в 1990 г. в г.Тал-

лине. На этом Конгрессе, в связи с важностью вопросов робаст-

ности для современной теории и практики систем управления, 

была проведена представительная дискуссия о проблемах ро-

бастности. Достатоточно отметить, что на этой дискуссии Кон-

гресса по проблеме робастности в системах управления участ-

вовали и выступали многие известные ученые в области авто-

матического управления, такие как Я.З. Цыпкин, Э.И. Джури, 

Б.Т. Поляк, Р. Темпо, В.Л. Харитонов, Ю. Аккерманн, Б. Бар-

миш, В.М. Кунцевич, М. Мансур и др. Вопросам робастности, с 

которыми тесно связана проблема грубости, посвящены  работы 

ученых и исследователей многих стран мира.  

Традиционное понимание грубости и робастности в со-

временной литературе определяет робастность как способность 
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систем сохранять те или иные свойства не единственной систе-

мы, а множества систем, определенных тем или иным спосо-

бом, а грубость как свойство систем сохранять качественную 

картину разбиения фазового пространства на траектории при 

малом возмущении топологии, при рассмотрении близких по 

виду уравнений систем. 

Таким образом надо полагать, что грубость – это робаст-

ность топологии пространства в малом, а робастность это гру-

бость определенных свойств в большом, при конечных возму-

щениях. Расширяя понятие грубости можно говорить о гру-

бости не только как топологическом свойстве, но и о том, что 

свойство грубости – это способность систем сохранять какие-

либо свойства при малых возмущениях исходной системы. 

Отметим, что с понятием грубости тесно связано и поня-

тие корректности и регулярности, введенное А.Н.Тихоновым и 

развиваемое его школой, но в данной работе мы не будем рас-

сматривать эти понятия, поскольку объектом исследований яв-

ляются динамические процессы и системы управления приме-

нительно к которым понятия грубости и робастности являются 

традиционными и типичными. 

Тот интерес, к которому привлекают проблемы робастно-

сти и грубости в различных областях науки и техники, да и не 

только в теории управления, но и в экологии, синергетике и т.д., 
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связан с тем, что эти понятия относятся к важнейшим свой-

ствам систем, рассматриваемых при их реальном функциониро-

вании. Особенно расширяет границы проблемы грубости, ее 

связь с проблемой бифуркаций и катастроф. 

Что касается непосредственно систем управления, то в 

настоящее время наиболее рассмотрены и решены вопросы ро-

бастной устойчивости. Решение этих вопросов прежде всего 

связано с основополагающими работами В.Л. Харитонова, в ко-

торых решены вопросы робастной устойчивости для интер-

вальных полиномов. 

Первые работы по анализу и синтезу грубых (малочув-

ствительных) систем были связаны с развитием теории чув-

ствительности. А первые задачи по проблеме робастности были 

поставлены и решались при обработке статистических инфор-

маций. 

К настоящему времени недостаточно рассмотрены вопро-

сы построения робастных и грубых нелинейных систем управ-

ления. 

При этом для инженерных применений необходимо рас-

смотреть и большие (конечные) возмущения, т.е. вопросы ро-

бастности и грубости в большом, а также следует отметить, что 

на практике модели и параметры возмущений могут быть не 

только известны, но и неопределенны. 
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Появление тенденции «робастизации» в развитии теории 

управления не случайно, она продиктована необходимостью 

рассмотрения современных сложных систем управления (не 

только традиционных систем автоматического управления, а 

более широкого класса систем управления различной природы) 

в динамике, со всеми возможными изменениями и возмущени-

ями в реальных условиях функционирования и развития (эво-

люции). 

Как известно, работы В.Л. Харитонова [45-47], явились 

основой современной теории робастной устойчивости. 

В этих работах В.Л. Харитоновым решены вопросы об 

устойчивости интервальных полиномов (или семейства поли-

номов) вида 

                     f(λ)=a0λ
n
+ a1λ

n-1
+…+ an                         (1) 

где aiϵ[ai,  ̅ i], i=   ̅̅ ̅̅ ̅  - коэффициенты заданные в интервалах 

ai ai  ̅i (далее придерживаемся записи aiϵ[ai, ̅i]0, ai, ̅I - соот-

ветственно нижние и верхние границы коэффициентов ai, 

i=   ̅̅ ̅̅ ̅. 

В работе [45] решена задача для полиномов (1) с действи-

тельными коэффициентами, а в [46] с комплексными коэффи-

циентами. Показано, что необходимыми и достаточными усло-

виями робастной устойчивости всего семейства действительных 
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и комплексных полиномов (1) является соответственно устой-

чивость четырех и восьми (парных) угловых полиномов с коэф-

фициентами: 

1) в случае действительных коэффициентов: 

{a0, a1, ̅2,  ̅3, a4,…}, 

{a0, , ̅1,  ̅2, a3, a4,…},                         (2) 

{ ̅0,a1, a2, ,  ̅3,  ̅4,…}, 

{ ̅0,  ̅1, a2, a3 ,  ̅4,…}, 

2) в случае комплексных коэффициентов, определенные 

парами: 

(h1,g1), (h1,g2), (h2,g1), (h2,g2), 

(h3,g3), (h3,g4), (h4,g3), (h4,g4), 

hi,gi, i=   ̅̅ ̅̅  - соответственно действительные и мнимые части 

комплексного полинома (1),  f(jω)=h(ω)+jg(ω) с действитель-

ными коэффициентами множеств типа (2). 

Эти угловые полиномы теперь носят название полиномов 

Харитонова. 

В настоящее время получены много новых результатов в 

теории робастной устойчивости, это прежде всего реберная 

теорема и дискретные аналоги и варианты теорем Харитонова. 

Советскими и российскими учеными - Я.З. Цыпкиным, Б.Т. По-
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ляком, Ю.И. Неймарком разработаны частотные критерии ро-

бастной устойчивости типа Михайлова, Найквиста, D –

разбиения [15, 27-32].  

Данная книга посвящена вопросам проблемы робастной 

устойчивости интервальных динамических систем. Рассмот-

рены робастная устойчивость линейных интервальных динами-

ческих систем как в непрерывном, так и в дискретном времени. 

При этом, представлены методы как алгебраического, так и ча-

стотного направления исследований робастности систем.  

В главе III настоящей книги представлены оригинальные 

результаты, полученные автором для непрерывных и дискрет-

ных линейных интервальных динамических систем, названный 

Алгебраическим методом робастной устойчивости [21-24].   
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ГЛАВА I. 
 

ПРОБЛЕМА УСТОЙЧИВОСТИ ДИНАМИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ 

 

1.1. Понятие об устойчивости динамических  

систем 
 

Понятие «устойчивости системы» связано со способ-

ностью возвращаться в состояние равновесия после исчезнове-

ния внешних возмущающих сил, которые вывели ее из этого 

состояния. При неустойчивости системы, она не возвращается в 

состояние равновесия, из которого ее вывели, а удаляется от 

него, либо совершает вокруг этого состояния недопустимые ко-

лебания. 

В общем случае, вводятся понятия устойчивости «в ма-

лом», «в большом», «в целом». Система считается устойчивым 

«в малом», если известна, что она устойчива, но неизвестны 

границы области устойчивости. Если же границы области 

устойчивости известны, то система называется устойчивой «в 

большом». В случае, если система возвращается в исходное 

равновесное состояние при любых начальных отклонениях 
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(возмущениях), система называется устойчивой «в целом». 

Устойчивость «в целом» для определенного класса нелинейнос-

тей называется «абсолютной» устойчивостью. 

При определении устойчивости состояния равновесия, 

вводится понятие о невозмущенном состоянии, соответствую-

щем состоянию покоя. А также о возмущенном состоянии, в 

которую внешняя сила приводит систему, затем прекращает 

свое действие. Система является устойчивой, если из возму-

щенного состояния она перейдет в некоторую область, окружа-

ющую невозмущенное состояние равновесия. 

Понятие устойчивости распространяется и на более об-

щий случай, когда в качестве невозмущенного состояния рас-

сматривается не положение равновесия системы, а ее движение 

по определенной траектории. 

Пусть невозмущенное движение определяется некоторым 

законом изменения независимых координат x
*

1(t), x
*

2(t), …, 

x
*

n(t). Внешние возмущения, действующие на систему, вызы-

вают отклонение действительного возмущенного движения 

движения системы от заданного. Пусть  возмущенное движение 

системы определяется независимыми координатами x1(t), x2(t), 

…, xn(t). В общем случае x1(t) ≠  x
*

1(t), x2(t) ≠ x
*

2(t), …, xn(t) ≠ 

x
*

n(t) .  



12 
 

Невозмущенное движение называется устойчивым, если 

после приложения внешних сил (возмущений), которые затем 

снимаются, возмущенное движение по истечении некоторого 

времени войдет в заданную область | xi(t) - x
*

i(t)| ≤ ɛi , где ɛi = 

const – заданные величины, i = 1, 2, …, n. 

Для иллюстрации сказанного, предположим, что невоз-

мущенное движение происходит по некоторой траектории А, а 

возмущенное движение имеет траекторию С. Тогда, если взять 

две произвольные точки на этих траекториях в один и тот же 

момент времени t, обозначаемые N
A 
и N

C
, то при устойчивом 

движении траектории А и С должны быть близкими и точки N
A 

и N
C 
не должны расходиться при возрастании  t. 

 

1.2. Устойчивость по А. М. Ляпунову 
 

Известно, что впервые определение устойчивости было 

дано великим русским математиком А.М. Ляпуновым в 1892 

году в знаменитой своей работе «Общая задача об устойчивости 

движения» [13]. Определение устойчивости данное А.М. Ляпу-

новым оказалось столь удачным и наилучшим образом удов-

летворяющим практическим задачам, что оно в современной 

науке принято как основное.  

Рассматривается динамическая система, описываемая 

дифференциальными уравнениями вида 
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                        ẋi = dxi /dt = Xi (x1(t), x2(t), …, xn(t), t),              (1.1) 

где  xi – действительные переменные, характеризующие сос-

тояние системы, Xi – известные функции переменных x1(t), x2(t), 

…, xn(t) и времени t, удовлетворяющие условиям существования 

и единственности решения. 

А.М. Ляпуновым сформулировано следующее определе-

ние устойчивости. 

Определение 1. Невозмущенное движение называется 

устойчивым по отношению к переменным xi, если при всяком 

произвольно заданном положительном числе  ɛ, как бы мало 

оно ни было, можно выбрать другое такое положительное 

число  δ (ɛ), что при всяких возмущениях  xi0 , удовлетворяющих 

условию 

                                ∑ xi0
2 
≤  δ,  i=1,2,…,n,                                  (1.2) 

и при любом  t ≥  t0  будет выполняться неравенство 

                                 ∑ xi
2
(t)

 
≤  ɛ ,  i=1,2,…,n,                             (1.3) 

в противном случае движение неустойчиво. 

Таким образом, устойчивость невозмущенного движения 

означает, что при достаточно малых начальных возмущениях 

возмущенное движение будет сколь угодно мало отличаться от 

невозмущенного движения. Если же невозмущенное движение 

неустойчиво, то возмущенное движение будет удаляться от не-

го, как бы малы ни были начальные возмущения. 
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Определение 2. Если невозмущенное движение устой-

чиво и при этом любое возмущенное движение при достаточно 

малых начальных возмущениях стремится к невозмущенному 

движению, т.е. 

                                 lim xi (t) = 0,                                                 (1.4) 

                                t→∞ 

то невозмущенное движение называется асимптотически 

устойчивым. 

Выше даны классические определения устойчивости ди-

намических систем, описываемых обыкновенными дифферен-

циальными уравнениями, которые сформулированы А.М. Ля-

пуновым в его классической работе в 1892 году. Современные 

постановки устойчивости по Ляпунову отличаются только фор-

мой представления систем, а идея и содержание понятия устой-

чивости по Ляпунову выдержали требования времени и показы-

вают эффективность и плодотворность в практических прило-

жениях. 

А.М. Ляпуновым также сформулирована и решена задача 

устойчивости динамических систем общего вида по так называ-

емому первому приближению или линеаризованных систем. 

При этом, в современной постановке рассматривается 

динамическая система вида  n-го порядка   
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                            ẋ = A x(t),    x(t0 ) = x0 ,                                       (1.5) 

где x(t) ϵ R
n 

- вектор состояния, A ϵ R
nxn

 - матрица с элементами  

aij , i, j = 1, 2, …, n. 

Характеристическое уравнение системы (1.5) представ-

ляется в виде 

                       D (λ) = |

               

                

               
|                          (1.6)  

или   

                   D (λ) = λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an  = 0 ,              (1.7) 

где  ai , i =1, 2, …, n  коэффициенты характеристического поли-

нома. 

           Из (1.6) или (1.7) находятся корни λi , i = 1, 2,…, n , кото-

рые в общем случае равны λi = αi  ±  j ωi   , где  αi  и ωi  - действи-

тельные и мнимые части корней соответственно. 

           Для линеаризованных систем А.М. Ляпунов сформули-

ровал две важные теоремы устойчивости. 

           Теорема 1.1. Если действительные части всех корней λi  

характеристического уравнения (1.7) первого приближения 

отрицательны, то невозмущенная система асимптотически 

устойчива. 

           Теорема 1.2. Если среди корней λi  характеристического 

уравнения (1.7)  первого приближения имеется хотя бы один 
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корень с положительной действительной частью, то возму-

щенная система неустойчива. 

           Если среди корней  λi  имеется один или несколько ну-

левых корней, а действительные части остальных корней отри-

цательны, то этот случай называется критическим. Ляпунов 

А.М. показал, что в критическом случае устойчивость (неустой-

чивость) невозмущенной системы не может быть оценена по 

уравнениям первого приближения (1.5), и поэтому в этом слу-

чае требуется рассмотрение дифференциальных уравнений воз-

мущенной системы в исходном виде 

                               ẋ = F(x, t) + f (x, t),                                      (1.8) 

где  F(•), f(•) – нелинейные вектор-функции, dF(•)/dx(•) = A. 

 

1.3. Критерии устойчивости линейных систем 

 

           На основе понятия устойчивости по Ляпунову и поль-

зуясь результатами, изложенными выше возможно определение 

устойчивости линейных (линеаризованных систем). 

           Пусть задана линейная динамическая система  

(a0 s
n  

+ a1 s
n-1 

+ … + an ) x(t) = (c0 s
m 

+ c1 s
m-1 

+ … + cm ) g(t),  (1.9)  

где  x(t) и g(t)  – соответственно выходная и управляющая 

(входная) координаты системы, ai , i=0,1,…,n, и cj , j=0,1,…,m – 

постоянные коэффициенты, а s = d/dt – оператор дифференци-

рования. 
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            Как известно, изменение выходной величины x(t) при 

произвольном управляющем (входном) воздействии g(t) являет-

ся решением уравнения (1.9): 

                                      x(t)  = xв (t) + xсв (t).                              (1.10) 

           В (1.10)  xв (t) является вынужденной составляющей, ко-

торая определяется как частное решение (1.9), а  xсв (t) является 

свободной  составляющей,  определяемой  общим решением 

однородного дифференциального уравнения (1.9) без правой 

части. 

          Согласно устойчивости по Ляпунову система (1.9) будет 

асимптотически устойчивой, если при t→∞,  xсв (t) → 0. 

          Таким образом, устойчивость системы (1.9) определяется 

характером корней ее характеристического уравнения, пред-

ставляемого в виде 

                        λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an  = 0.                      (1.11) 

           Вычисление корней характеристического уравнения 

(1.11) при высоких порядках n является достаточно сложной 

проблемой. Поэтому, были разработаны различные критерии 

устойчивости, которые позволяют без вычисления корней 

(1.11) установить устойчивость системы (1.5) или (1.9). 

           Эти критерии устойчивости делятся на алгебраические и 

частотные.  
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1.3.1. Алгебраические критерии устойчивости 

           Алгебраические критерии устойчивости определяют ус-

тойчивость систем по коэффициентам характеристического 

уравнения   

                  D (λ) = λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an  = 0.               (1.12) 

           Наиболее известными из алгебраических критериев 

устойчивости являются критерии Рауса и Гурвица. 

           Необходимым условием устойчивости систем любого по-

рядка является положительность всех коэффициентов уравне-

ния (1.12), т.е. все ai > 0. 

           Критерий устойчивости Рауса. Критерий предложен в 

1877 г. английским математиком Э. Раусом в виде алгоритма, 

которое поясняется табл. 1.1. 

Таблица 1.1  

                              Строка                                     Столбец 

Коэффициент ri       (i)               1                  2                 3            4            

                -              1           a0 = c11              a2  = c21            a4 = c31         

… 

            -                 2           a1 = c12               a3 = c22            a5 = c32          

… 

     r3 = a0 /a1         3   c13 = a2 – r3a3      c23 = a4 – r3a5     c33 = a6 – r3a7 

… 
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     r4 = a1/c13        4    c14 = a3 – r4c23     c24 = a5 – r4c33    c34 = a7 –r4c43 

… 

     r5 = c13/c14    5   c15 = c23 – r5c24     c25 = c33 – r5c34     c35 = c43 -r5c44 

…  

           …         …                …                   …               …                   … 

… 

ri = c1,i-2/c1,i-1   i c1,i = c2,i-2 – ric2,i-1  c2,i = c3,i-2 – ric3,i-1  c3,i = c4,I ric4,i-1 

… 

           …                  …                 …                     …                         … 

… 

 

Условие устойчивости Рауса формулируется следующим 

образом: 

Теорема Рауса. Для устойчивости системы (1.5), (1.9), 

необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты первого 

столбца таблицы Рауса имели один и тот же знак, т.е. при a0 

>0 , были положительными: 

            a0 = c11 > 0;  a1 = c12 > 0;  c13 > 0; …;  c1,n+1  > 0.       (1.13) 

           Если не все коэффициенты первого столбца положитель-

ны, то система неустойчива, а число правых корней характери-

стического уравнения равно числу перемен знака в первом 

столбце таблицы Рауса. 
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           Форма алгоритма, с помощью которого составляют таб-

лицу Рауса, весьма удобна для программирования ЭВМ, поэто-

му критерий Рауса нашел широкое применение при исследова-

нии влияния на устойчивость коэффициентов характеристиче-

ского уравнения или отдельных параметров системы. 

           Критерий устойчивости Гурвица. Критерий разработан 

в 1895 г. немецким математиком А. Гурвицем  в форме опре-

делителей, составляемых из коэффициентов характеристиче-

ского уравнения системы. 

           Из коэффициентов характеристического уравнения (1.12) 

строится главный определитель Гурвица 

                  Δn  =       
|
|

              
              
                    
                     
         

                        

|
|
.                              (1.14) 

           Выделяя в главном определителе Гурвица, диагональные 

миноры, получаются определители Гурвица низшего порядка: 

                           |
    

    
|    |

        

         
               

| ; ….        (1.15) 

           Критерий устойчивости Гурвица формулируется в сле-

дующем виде. 
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           Теорема Гурвица. Для устойчивости системы (1.5), 

(1.9), необходимо и достаточно, чтобы все определители Гур-

вица имели знаки, одинаковые со знаком первого коэффициента 

характеристического уравнения a0 , т.е. при a0 > 0, были поло-

жительными.  

           Таким образом, при a0 > 0 (в (1.12) a0 =1) для стойчивости 

системы необходимо и достаточно выполнения следующих 

условий: 

                   Δ1 > 0;  Δ2  > 0;  Δ3  > 0;  …;  Δn > 0.                     (1.16) 

           Раскрывая определители получим: 

1) для системы первого порядка (n=1), условия устой-

чивости 

a0 > 0;   a1 > 0; 

2) для системы второго порядка (n=2), условия устой-

чивости 

a0 > 0;   a1 > 0;  a2 > 0; 

3) для системы третьего порядка (n=3), условия устой-

чивости 

a0 > 0;   a1 > 0;  a2 > 0;  a3 > 0; 

a1 a2  -  a0 a3  > 0, 

и т.д.  

           При  n ≥ 5  процесс раскрытия определителей становится 

трудоемким и громоздким. Поэтому, при n ≥ 5 обычно приме-
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няется алгебраический критерий Льенара-Шипара, либо исполь-

зуется численные методы критерия Гурвица с применением 

ЭВМ. 

           Известно, что критерий Гурвица можно получить из кри-

терия Рауса, поэтому иногда критерий Гурвица называют кри-

терием Рауса-Гурвица. 

           Критерий устойчивости Льенара – Шипара. Этот кри-

терий является модификацией критерия Гурвица и был предло-

жен П.Льенаром и Р.Шипаром в 1914 г. Если сформулировать в 

виде теоремы, то : 

           Теорема Льенара-Шипара. Для того чтобы система 

(1.5), (1.9), была устойчива, необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись следующие неравенства: 

a0 > 0,   a1 > 0, …,  an > 0, 

                        Δ1 > 0,  Δ3  > 0,  Δ5  > 0, … ,                               (1.17) 

или 

a0 > 0,   a1 > 0, …,  an > 0, 

                               Δ2 > 0,  Δ4  > 0,  Δ6  > 0, … .                        (1.18) 

           Критерий Льенара-Шипара требует меньшего вычисле-

ния, поэтому удобен при системах высокого порядка. 
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1.3.2. Частотные критерии устойчивости 

           Частотные критерии устойчивости позволяют определить 

устойчивость динамических систем по виду их частотных ха-

рактеристик. Они являются графоаналитическими критериями и 

получили широкое применение, поскольку они имеют простую 

геометрическую интерпретацию и наглядность, особенно при 

исследовании устойчивости систем высокого порядка. 

           В основе частотных методов лежит так называемый 

принцип аргумента, который заключается в следующем. 

           Рассматривается некоторый полином степени  n: 

                   D (λ) = a0 λ
n 
+ a1 λ

n-1 
+ a2 λ

n-2 
+ … + an .                (1.19) 

Полагая  λ = jω,  получим по теореме Безу      

                       D(jω) = a0(jω – λ1) (jω – λ2), …, (jω – λn),         (1.20) 

где  λ1, λ2 ,…, λn  являются корнями полинома (1.19), которые в 

общем случае комплексные величины λi  = αi + jωi . 

           На комплексной плоскости,  D(jω) в  (1.20) представляет 

вектор, равный произведению векторов (jω – λi) и числа  a0 . 

            Модуль этого вектора: 

               |D(jω)| = a0|(jω – λ1)| |(jω – λ2)|, …, |(jω – λn)| ,        (1.21) 

а аргумент: 

Arg D(jω) = Arg (jω – λ1) + Arg (jω – λ2) + … + Arg (jω – λn).     (1.22) 
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           Считая вращение против часовой стрелки положитель-

ным и называя устойчивые корни λi  = αi + jωi  левыми, а не-

устойчивые правыми формулируется следующее правило прин-

ципа  аргумента: изменение аргумента  D(jω) при изменении 

частоты ω от - ∞ до ∞ равно разности между числом левых и 

правых корней уравнения  D (λ) = 0, умноженной на π, т.е.  

                                Δ Arg D(jω) = π(n-2m),                              (1.23) 

где  m – число правых корней. 

Если рассматривать изменения  ω от 0 до ∞, то имеем: 

                             Δ Arg D(jω) = (π/2)(n-2m).                          (1.24) 

           Критерий устойчивости Михайлова. Этот критерий 

был сформулирован в 1938 г. советским ученым А.В. Михай-

ловым и носит его имя, и по существу является геометрической 

интерпретацией рассмотренного выше принципа аргумента. 

Критерий позволяет определить устойчивость систем по неко-

торой кривой, называемой кривой (годографом) Михайлова.  

           Рассматривается характеристическое уравнение (1.12), 

левая часть которого называется характеристическим полино-

мом системы (1.5): 

                      D (λ) = λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an .                 (1.25) 

           Полагая  λ = jω,  получим комплексный полином 

D(jω) = (jω)
n 
+ a1 (jω)

n-1 
+ … + an  = X(ω) + jY(ω) = D(ω)e

 jψ(ω)
,     (1.26) 
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где 

X(ω) = an  - an-2 ω
2+an-4 ω

4 - …,   Y(ω)= ω(an-1 – an-3 ω
2+an-5 ω

4 - … )  

(1.27) 

соответственно действительная и мнимая функции Михайлова; 

функции  D(ω)  и  ψ(ω) являются модулем и аргументом (фазой) 

вектора  D(jω). 

           При изменении частоты  ω вектор D(jω), будет описывать 

своим концом в комлексной плоскости некоторую кривую, ко-

торая называется кривой (годографом) Михайлова. 

           Вычисляя при изменении  ω  от 0 до  ∞  в соответствии с 

(1.24)  получим, что число правых корней  m  будет равно нулю 

при следующем условии 

                                     Δ Arg D(jω) = nπ/2.                             (1.28) 

           Условие (1.28) является необходимым условием устойчи-

вости, но не достаточным условием устойчивости. Необходи-

мое и достаточное условие устойчивости определяется не толь-

ко отсутствием правых корней, но и тем, что все корни левые, 

т.е. не должно быть корней нулевых или чисто мнимых. Мате-

матически, дополнительное условие к (1.28) выражается фор-

мулой 

                                            D(jω) ≠ 0.                                       (1.29) 

           Таким образом, критерий Михайлова формулируется сле-

дующим образом: 
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           Теорема Михайлова. Для устойчивости динамической 

системы (1.5), необходимо и достаточно, чтобы кривая (годо-

граф) Михайлова при изменении частоты  ω  от 0 до  ∞, начи-

наясь при ω = 0  на действительной положительной полуоси, 

обходила только против часовой стрелки последовательно  n  

квадрантов координатной плоскости, где  n – порядок харак-

теристического уравнения. 

           Признаком неустойчивости системы является нарушение 

числа и последовательности пройденных кривой Михайлова 

квадрантов координатной плоскости.  

           Из критерия устойчивости Михайлова вытекает следую-

щее следствие, которое также используется для определения 

устойчивости по частотным годографам систем. При этом рас-

сматриваются действительная и мнимая функции Михайлова  

X(ω)  и  Y(ω), которые пересекаются с координатными осями в 

точках со значениями  ω, удовлетворяющими уравнениям: 

                                   X(ω) = 0;  
 
Y(ω)= 0.                                (1.30) 

           Теорема Михайлова (следствие). Система (1.5) будет 

устойчива тогда и только тогда, когда действительная X(ω) и 

мнимая Y(ω) функции Михайлова, имеют в (1.30) все действи-

тельные и перемежающиеся корни ωi, причем общее число кор-

ней равно  n, и при  ω = 0 выполняются неравенства: 

X(0) > 0,     dY(0)/dω > 0. 
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           К частотным критериям устойчивости относится и кри-

терий устойчивости Найквиста, предложенный в 1932 г. аме-

риканским ученым Г. Найквистом. Но он касается систем уп-

равления и устанавливает устойчивость замкнутых систем по 

амплитудно-фазовой характеристике разомкнутой системы. По-

этому рассмотрение этого критерия здесь в данной работе отпу-

стим. 

           Важное практическое значение при исследовании устой-

чивости систем имеет построение областей устойчивости в 

плоскости параметров системы, чаще всего в плоскости одного 

параметра или двух параметров.  

           Для определения уравнений границ областей устойчи-

вости могут быть использованы любые критерии устойчивости. 

Но чаще всего на практике применяется общий метод построе-

ния областей устойчивости, который был предложен советским 

ученым Ю.И. Неймарком [14], и назван им методом D-

разбиения. 

           Понятие о D-разбиении Неймарка. Рассматривается ха-

рактеристическое уравнение системы n –го порядка  

        D (λ) = λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an = 0,     a0 = 1.          (1.31) 

           Рассмотрим  n – мерное пространство , по координатным 

осям которого отложены коэффициенты уравнения  (1.31). Это 

пространство называется пространством коэффициентов. 
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Уравнение (1.31) имеет n  корней, расположение которых на 

комплексной плоскости корней  λ  зависит от числовых значе-

ний коэффициентов  ai . 

           При изменении коэффициентов ai  уравнения (1.31), его 

корни вследствие их непрерывной зависимости от коэффициен-

тов будут перемещаться в комплексной плоскости корней, опи-

сывая корневые годографы (кривые). 

           При некотором значении коэффициентов уравнения 

(1.31) один из корней попадает в начало координат или пара 

корней попадает на мнимую ось, т.е. его корни будут равны 0 

или ± jωk, следовательно, соответствующая точка в простран-

стве параметров удовлетворяет уравнению 

                     D(jωk) = (jωk)
n 

+ a1 (jωk)
n-1 

+ … + an  = 0.           (1.32) 

           Этому уравнению при ∞ > ω > -∞  соответствует неко-

торая поверхность  S  в пространстве параметров. 

           Корни характеристического уравнения попадают на мни-

мую ось тогда, когда точка в пространстве коэффициентов по-

падет на поверхность  S. При пересечении такой поверхности S  

корни переходят из одной полуплоскости корней в другую.  

           Таким образом, поверхность S  разделяет пространство 

коэффициентов на области, каждой точке которых соответст-

вует определенное одинаковое число правых и левых корней. Эти 

области обозначаются  D(m), где  m – число правых корней ха-
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рактеристического уравнения. Разбиение пространства коэф-

фициентов на области с одинаковым числом правых корней 

внутри каждой области и выделение среди полученных об-

ластей области устойчивости называется методом  D – раз-

биения Неймарка. 

           Для систем порядка  n ≤ 3 метод  D – разбиения позволяет 

исследовать устойчивость систем наглядно на плоскости и в 3-х 

мерном пространстве параметров. Но при высоких порядках 

систем  n > 3  получаются многомерные пространства и гипер-

поверхности, разбивающие эти пространства на области, что 

затрудняет рассмотрение и теряется наглядность. 

           Границу D – разбиения  исследуют не только в простран-

стве коэффициентов характеристического уравнения (1.31), но 

и в пространстве параметров системы (в системах управления – 

коэффициентов усиления, постоянных времени и др.), от кото-

рых зависят коэффициенты (1.31). 
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ГЛАВА II. 

 

МЕТОДЫ ЧАСТОТНОГО НАПРАВЛЕНИЯ 

РОБАСТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

 

Как отмечено во введении, работы В.Л. Харитонова [44-

46], явились основой современной теории робастной устойчи-

вости. 

Эти основополагающие работы В.Л.Харитонова со време-

ни выхода в свет, вызвали огромный поток публикаций, связан-

ных с чрезвычайной актуальностью решения проблем робаст-

ности и грубости систем [10, 11, 27]. К настоящему времени из 

круга проблем робастности решены многие вопросы робастной 

устойчивости. Получены дискретные аналоги и варианты тео-

рем Харитонова [10]. Частотные условия робастной устойчиво-

сти рассмотрены и решены в работах Я.З.Цыпкина, Б.Т.Поляка 

[27-30], Ю.И.Неймарка [15]. Однако в проблеме робастной 

устойчивости к настоящему времени решены не все вопросы, 

особенно большие противоречия возникли в непрерывном слу-

чае [11]. Не были решены и задачи для интервальных матриц и 
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многогранников матриц, которые рассматриваются в главе III 

настоящей работы. 

Данная глава посвящается частотным методам и крите-

риям робастной устойчивости.  

 

2.1. Частотные критерии робастной устойчивости  

Цыпкина-Поляка 

           Рассматривается характеристический полином системы в 

виде 

                         D (λ) =a0λ
n 

+ a1 λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an ,             (2.1) 

где вектор коэффициентов a = (a0 , a1 ,…, an ) принадлежит 

множеству Bϵ R
n+1

, лежащему в полупространстве  an >0 : 

                                      a ϵ B,   an >0.                                         (2.2) 

           В работе [27] рассматриваются ряд критериев робастной 

устойчивости, которые получены при различных типах ограни-

чений (2.2). 

            Полагая  λ = jω   (2.1) представляется в виде 

D(jω) = X(ω) + jY(ω), 

  где  X(ω) = an  - an-2 ω
2
+an-4 ω

4 
- …,  

 
Y(ω)= ω(an-1 – an-3 ω

2
+an-5 

ω
4 

- … ).       (2.3) 

           Множество значений  D(jω) на комплексной плоскости 

при фиксированных  ω, когда коэффициенты  a  соответствуют 

(2.2), обозначается   Q (ω): 
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Q (ω)= {D(jω): a ϵ B}. 

           При  a
*
 ϵ B, 

                     D
*
(λ) =a0

*
λ

n 
+ a1

*
λ

n-1 
+ a2

*
 λ

n-2 
+ … + an

*
 ,       (2.4) 

называется «невозмущенным» полиномом. 

           Доказаны [27] три следующих утверждения, на основе 

которых сформулированы критерии робастной устойчивости 

при различных видах ограничений (2.2), в частности при интер-

вальных ограничениях представлены четыре критерия. 

           Утверждение 1. Система робастно устойчива тогда и 

только тогда, когда  D
*
(λ) гурвицев и 0ϵQ (ω) для всех  ω  от 0 

до  ∞. 

           Утверждение 2. Если Q (ω) выпукло, замкнуто и ограни-

чено для всех ω≥ 0, то система робастно устойчива тогда и 

только тогда, когда  D
*
(λ) гурвицев и τ(ω)>0 для всех ω≥ 0, где 

τ(ω)= max [ψ(c,ω)=min(c1X(ω)+c2Y(ω))], c=(c1,c2)ϵ R
2
. 

            Утверждение 3. Робастная устойчивость при ограни-

чении a-a*ϵ γE эквивалентна условию: D
*
(λ) гурвицев и  

                                 μ(ω)>γ,  0≤ ω <∞,                                     (2.5) 

где γ>0 – параметр, а E ϵ R
n+1

- выпуклое замкнутое ограни-

ченное множество, 0 ϵ E, (например, E – параллелепипед или 

эллипсоид, содержащий точку 0), μ(ω)= max (c1X
*
(ω)+c2Y 

*
(ω)/max(c1X(ω)+c2Y(ω). 
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           При изменениях коэффициентов полинома (2.1), опреде-

ляемых неравенствами: 

                                 ai ≤ a ≤ a‾i, i=0, 1, …, n,                              (2.6) 

область  Q (ω)- прямоугольник: 

                  X(ω) ≤ X(ω) ≤ X‾(ω),    Y(ω)≤Y(ω≤Y‾(ω),                 (2.7) 

где  X(ω) = an  - a‾n-2 ω
2
+an-4 ω

4 
- …, X‾(ω)= a‾n  - an-2 ω

2
+a‾n-4 ω

4 
- 

…, Y(ω)= ω(an-1 – a‾n-3 ω
2
+an-5 ω

4 
- … ), Y‾(ω)= ω(a‾n-1 – an-3 

ω
2
+a‾n-5 ω

4 
- … ).  

           В данном случае, робастная устойчивость при ограни-

чениях (2.6) эквивалентна гурвицевести четырех полиномов 

Харитонова, из [45, 47]. 

           Рассматриваются частотные критерии при следующих 

более общих интервальных ограничениях: 

                               |ai – ai
*
| ≤ γαi,    i=0, 1, …, n,                         (2.8) 

где ai
* 

- номинальные значения параметров, αi >0 – масштабы 

возможных погрешностей по параметрам, γ>0 – размах погреш-

ностей  (по  ограничениям  (2.2) ai
*
=( ai + a‾i,)/2, αi =( ai - a‾i,)/2, 

γ = 1).  

           Составляются полиномы: 

 X
*
(ω) = an

*
  - an-2

*
 ω

2
+an-4

*
 ω

4 
- …,  Ŷ

*
(ω)= an-1

*
 – an-3

*
 ω

2
+an-5

*
 

ω
4 

- … ,                    (2.9) 
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S(ω) = αn  + αn-2 ω
2
+αn-4 ω

4 
+ …,   T(ω)= αn-1 + αn-3 ω

2
+αn-5 ω

4 
+ … , (2.10) 

и образуются отношения: 

               x(ω)= X
*
(ω) / S(ω),     y(ω)= Ŷ

*
(ω) / T(ω) .                (2.11) 

           Критерий робастной устойчивости 1(Цыпкина-По-

ляка 1). Для робастной устойчивости при ограничениях (2.8) 

необходимо и достаточно, чтобы  a0
* 

> γα0 ,  an
* 

> γαn , а годо-

граф, описываемый точкой z(ω)= x(ω)+ 

j y(ω) при изменении  ω  от 0 до  ∞, проходил через  n квадран-

тов и не пересекал квадрата с вершинами (± γ, ± γ). 

           Максимальное  значение γ  находится с помощью наи-

большого квадрата, вписанного в годограф  z(ω), или по гра-

ничным условиям  γ<x(0)= a0
*
/α0,    γ<|x(∞)|= an

*
/αn, (при n  чет-

ном),   γ<|y(∞)|= an
*
/αn  (при  n  нечетном). 

           Критерий робастной устойчивости 2 (Цыпкина-По-

ляка 2). Для робастной устойчивости при ограничениях (2.8) 

необходимо и достаточно, чтобы  D
*
(λ)  был гурвицев, a0

* 
> 

γα0, an
* 

> γαn, а годограф, описываемый точкой z(ω)= |x(ω)|+ 

j|y(ω)| при изменении  ω  от 0 до  ∞  не пересекал отрезка с 

концами 0 и  γ(1+j). 

           Здесь, максимальное значение γ  находится как абсцисса 

точки первого пересечения биссектрисы первого квадранта с 

годографом. 
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           Вводя в рассмотрение  μ(ω) = max {| X
*
(ω)|/ S(ω), |Ŷ

*
(ω)| / 

T(ω)}, предложены последующие две критерии робастной 

устойчивости. 

           Критерий робастной устойчивости 3 (Цыпкина-Поля-

ка 3). Для робастной устойчивости при ограничениях (2.8) 

необходимо и достаточно, чтобы  μ(ω) > γ,  0≤ ω <∞, a0
* 
> γα0, 

an
* 
> γαn , а годограф  

        ẋ(ω)= X
*
(ω)(1 – γ/μ(ω)),     ẏ(ω)= Y

*
(ω)(1 – γ/μ(ω))        (2.12) 

проходил через  n  квадрантов. 

           Этот критерий является аналогом критерия Михайлова 

для случая робастной устойчивости. 

           Критерий робастной устойчивости 4 (Цыпкина-Поля-

ка 4). Для робастной устойчивости при ограничениях (2.8) 

необходимо и достаточно, чтобы D
*
(λ)  был гурвицев и  a0

* 
> 

γα0 ,  an
* 

> γαn , μ(ω) > γ,  0< ω <∞ . 

           Для практических применений более удобным из выше-

приведенных критериев робастной устойчивости является кри-

терий 1, поскольку: 1) строится лишь один годограф; 2) легко 

определима максимальный размах ограничений; 3) удобство 

практического построения годографа, вследствие его ограни-

ченности. Эти же достоинства критерия 1, определяют привле-

кательность данного частотного критерия робастной устой-



36 
 

чивости перед алгебраическим критерием, основанным на тео-

реме Харитонова, хотя конечно же исследователи вправе выби-

рать тот или иной критерий и подход в зависимости от кон-

кретной задачи. 

           Вопросы частотных критериев робастной устойчивости 

при эллипсоидальных ограничениях возмущений и робастной 

апериодичности, а также при комплексных возмущениях па-

раметров и для нелинейных систем здесь опускаем, поскольку 

эти вопросы выходят за рамки рассмотрения в данной работе. 

Здесь лишь отметим, что все частотные критерии, предло-

женные Я.З. Цыпкиным и Б.Т. Поляком получены относительно 

характеристического уравнения системы с определенными 

ограничениями возмущений его коэффициентов и не рассмат-

ри-вают векторно-матричные представления систем.  

 

2.2. Метод робастной устойчивости Ю.И. Неймарка 
 

            Робастный метод Ю.И. Неймарка, основан на подходе 

D-разбиений пространства коэффициентов характеристического 

полинома, рассмотренного в главе I, и предложенного им же 

самим. 

           В основе метода лежит параметрическое описание грани-

цы  D-разбиения пространства коэффициентов полинома, кото-
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рая для комплексных  полиномов состоит из одной гиперпо-

верхности, а в случае действительных полиномов состоит из 

двух гиперплоскостей и одной гиперповерхности.  

           По Ю.И. Неймарку [15], понятие робастной устойчивости 

формулируется следующим образом: условие устойчивости вы-

полняется как для невозмущенного полинома (в обозначениях 

принятых в предыдущем параграфе) 

                D
*
(λ) =a0

*
λ

n 
+ a1

*
λ

n-1 
+ a2

*
 λ

n-2 
+ … + an

*
,                (2.13) 

так и для любого возмущенного полинома 

  D
*
(λ)+δD

*
(λ)=(a0

*
+δa0)λ

n 
+(a1

*
+δa1)λ

n-1 
+(a2

*
+δa2)λ

n-2 
+ … 

+ an
*
+δan,                  (2.14) 

при норме возмущения ρ, меньше некоторого малого ε>0 

                    ρ(δa0, δa1, δa2, … , δan ) < ε.                                  (2.15)  

           При этом, задача робастной устойчивости заключается в 

определении максимально допустимого значения ε, которое 

принимается за меру робастной устойчивости.  

           Здесь используется норма вида 

                      ρ = (∑ ks
-1

(Re δas)
m 

+ vs
-1 

(Im δas)
m
)
1/m  

,             (2.16) 

где  ks
-1

>0,  vs
-1

>0  и  m – любое четное число. 

           При  m → ∞  и замене  ks , vs  на  ks
m 

, vs
m 

 норма (2.16) пе-

реходит в норму вида  

              ρ = max (|Re δas| / ks
 
, 

 
|Im δas| / vs ).                         (2.17) 
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           Далее рассмотрим робастный метод D-разбиения Ней-

марка для непрерывных и дискретных систем с действитель-

ными характеристическими полиномами типа (2.13). Вначале 

рассмотрим непрерывный случай.  

           Если представить D-разбиение  n+1  мерного простран-

ства коэффициентов (параметров)  a0 = a0
*
+δa0 , a1 = a1

*
+δa1 , 

…, an = an
*
+δan , то его граница [14] состоит из двух гипер-

плоскостей  P0  и  P∞ , имеющих уравнения 

                                   a0 = 0   и   an  = 0,                                    (2.18) 

и соответствующих корням  λ = 0 и λ = ∞, и гиперповерхности 

Pω an
*

  - an-2
*

 ω
2
+an-4

*
 ω

4 
- … = 0,  an-1

*
 – an-3

*
 ω

2
+an-5

*
 ω

4 
- … = 0 

(0≤ ω<∞),             (2.19) 

соответствующей чисто мнимым корням  ± jω. 

           Для определения меры робастной устойчивости необхо-

димо найти максимальное ε, при котором выполняется 

                             ρ = (∑ ks
-1

(as
  
- as

*
)
m
)
1/m 

< ε
 
,                          (2.20) 

лежит внутри области устойчивости, выделяемой границей 

(2.18), (2.19). 

           Если номинальный полином (2.13) устойчив, то макси-

мально допустимое  ε  определяется как минимальное значение 

(2.20) для  ρ  по всем точкам (a0 , a1 , a2 , … , an) на границе  D-
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разбиения, т.е. на  P0 , P∞  и  Pω. Это ρ  является расстоянием от 

полинома D
*
(λ) до границы области устойчивости. Макси-

мальное  ε   будет наименьшим значением из трех минимумов ρ 

до границ  P0 , P∞  и  Pω .  

           Минимальные значения  ρ  для гиперплоскостей  P0 , P∞  

равны соответственно 

                   ρ0,min  = k0
-1/m

|a0
*
| ,    ρ∞,min  = kn

-1/m
|an

*
| .                (2.21) 

           Минимальное  ρ  для гиперповерхности  Pω  находится 

методом множителей Лагранжа и равна 

           ρω,min  = min (N1
m 

/ A1
m-1 

+ N2
m 

/ A2
m-1 

)
1/m 

,                     (2.22) 

где  (γ = 1/m-1), 

   N1 =  an
*

  - an-2
*
 ω

2
+an-4

*
 ω

4 
- …,  N2 = an-1

*
 – an-3

*
 ω

2
+an-5

*
 ω

4 
- … , 

   A1  = kn
γ 
+ kn-2

γ
 ω

2(1+γ)
+kn-4

γ
 ω

4(1+γ) 
+ …,   

   A2 = kn-1
γ
 + kn-3

γ
 ω

2(1+γ)
+kn-5

γ
 ω

4(1+γ) 
+ … . 

           В итоге, мера робастной устойчивости  устойчивого дей-

ствительного характеристического полинома непрерывной ли-

нейногй системы определяется следующим выражением 

                         ρ*  = min { ρ0,min , ρ∞,min ,  ρω,min }
 
,                      (2.23) 

где значения ρ0,min , ρ∞,min ,  ρω,min   определяются  соответственно 

из (2.21), (2.22). 

           При  m → ∞  норма  (2.16) переходит в норму (2.17) и 

(2.22) примет вид 
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                     ρω,min  = min max {|N1|
 
/ Â1

 
, |N2|

 
/ Â2

 
}

 
,                  (2.24) 

где  Â1  = kn
 
+ kn-2 ω

2
+kn-4ω

4 
+ …,     Â2 = kn-1 + kn-3 ω

2
+kn-5 ω

4 
+ …, 

а в выражении (2.21)  k0  и  kn  заменяется на  k0
m 

 и  kn
m 

.          

           Рассмотрим робастный метод метод D-разбиения Ней-

марка для случая дискретных систем. Здесь, определение меры 

робастной устойчивости состоит в вычислении минимума зна-

чения  ρ  из (2.20), по всем точкам  (a0 , a1 , a2 , … , an), принад-

лежащим границе  D-разбиения, которая в данном случае сос-

тоит из двух гиперплоскостей  P+1  и  P-1  , отвечающих уравне-

ниям соответственно 

     a0
 
+a1

 
+ … + an  = 0   и  a0

  
- a1

 
+ a2

  
-  … + (-1)

n
an = 0,      (2.25) 

и гиперповерхности  Pφ  с параметрическим уравнением 

   a0
 
+a1 cosφ

 
+a2 cos2φ+ …  = 0,   a1 sinφ

 
+ a2 sin2φ + …  = 0  (0 ≤ 

φ ≤π). 

           Гиперплоскости  P+1  и  P-1   соответствуют корням λ = 1  

и  λ = -1, а гиперповерхность Pφ  двум корням 
   
e

 jφ 
 и  e 

–jφ  
.     

           В итоге, мера робастной устойчивости дискретной ли-

нейной системы с действительным характеристическим поли-

номом по норме (2.16) при m = 2 равна  

                    ρ*  = min { ρ+1,min , ρ-1,min ,  ρφ,min }
 
,                          (2.26) 

где 



41 
 

        ρ+1,min  = (∑ks)
-1/2

|∑as
*
| ,    ρ-1,min  = (∑ks)

-1/2
|∑(-1)

s
as

*
| ,     (2.27)  

ρφ,min = min D
-1

{A(Re D
*
( e

 jφ 
))

2 
–2B(Re D

*
(e

 jφ
))(Im

 
D

*
( e

 jφ 
))+C( Im

 

D
*
( e

 jφ 
))

2
}

1/2
, 

A = ∑ ks cos
2
sφ,   B = ∑ ks cos sφ sin sφ,   C = ∑ ks sin

2
sφ,   D = (AB 

– C
2
)
1/2

. 

2.3. Метод корневых годографов полиномов  

Харитонова 

 

           Метод корневого годографа является графоаналитичес-

ким методом, обладающим как и представленные выше частот-

ные методы широкой наглядностью исследований устойчивости 

и других свойств рассматриваемых систем. Первоначально [39] 

корневой годограф определялся как совокупность траекторий, 

описываемых корнями характеристического уравнения систе-

мы в плоскости корней при изменении одного из ее параметров, 

чаще всего общего коэффициента усиления. 

           Этот метод появился позже частотных методов, но в 

дальнейшем получил широкое распространение во многих стра-

нах благодаря своей наглядности и сравнительной простоте по-

строения годографов. 

           Для решения задач робастной устойчивости также 

успешно применим метод корневых годографов. Новые резуль-
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таты в этом направлении робастной устойчивости рассмотрим 

на основе работы [16]. 

           Рассматривается интервальная динамическая система, 

описываемая следующим семейством характеристических по-

линомов  

                     D(λ) =a0λ
n 
+ a1λ

n-1 
+ a2 λ

n-2 
+ … + an ,                  (2.28) 

где  ai  ϵ [ai , ai
¯
 ], a0 >0, i = 0, 1, …, n,  ai  и  ai

¯
 - соответственно 

нижняя и верхняя границы интервала  [ai , ai
¯
 ], λ = φ + jω.   

           Вводятся ряд определений, из которых приведем два ос-

новных необходимых определений. 

           Определение 1. Корневым годографом динамической си-

стемы называется корневой годограф характеристического 

уравнения (полинома) этой системы. 

           Определение 2. Корневым портретом (годографом) ин-

тервальной динамической системы называется семейство 

(множество) корневых годографов этой системы. 

           Далее исследования проводятся на основе корневого го-

дографа Теодорчика – Эванса, параметром которого является 

свободный член характеристического уравнения системы. 

           Для корневого портрета интервальной динамической сис-

темы рассматривается семейство функций отображения 
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   λ
n 

+ a1λ
n-1 

+ a2 λ
n-2 

+ … + an-2λ
2
 + an-1λ = u(φ, ω) + jv(φ, ω) = - 

an,                                                                                               (2.29) 

где   u(φ, ω)  и  v(φ, ω) – гармонические функции двух не-

зависимых переменных   φ  и  ω ,  an – параметр годографа,  λ = 

φ + jω. 

           Аналитические и графические корневые годографы поли-

номов строятся с использованием функций отображения  (2.29).  

           Уравнение корневого годографа 

                                            jv(φ, ω) = 0,                                    (2.30)  

и уравнение параметра 

                                        u(φ, ω) = - an .                                     (2.31) 

           Определяя четыре угловые полиномы Харитонова стро-

ится корневой портрет интервальной динамической системы. 

           Вводятся множества  W  и  B, описываемые выраже-

ниями: 

                               W = {ωi },         B = {aωi } ,                         (2.32) 

где  W – множество (семейство) координат  ωi  точек пересе-че-

ния границы устойчивости положительными ветвями годогра-

фов корневого портрета интервальной динамической системы, 

B – множество значений  aωi  параметра траекторий  an  в точках 

множества  W, i = 1, 2, … . 
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           Вводятся также множества  Wk  , Bk  : 

                            Wk  ϵ W ,         Bk  ϵ B,                                    (2.33) 

где  Wk – множество координат ωi   точек пересечения границы 

устойчивости положительными ветвями некоторого подсемей-

ства  f  полиномов семейства (2.28),  Bk  - множество значений 

aωi  параметра траекторий  an  в точках множества  Wk . 

           Минимальное значение параметра  aω min    в области пере-

сечений для подсемейства  f : 

                                  aω min   = inf Bk .                                         (2.34) 

           Расположение начальных точек годографов корневого 

портрета интервальной динамической системы относительно 

границы устойчивости, определяет интервалы изменения значе-

ний коэффициентов ее характеристического уравнения, при ко-

торых данная система будет асимтотически устойчивым. 

           Справедливо следующее утверждение, доказанное в [16]. 

           Утверждение 1. Если все начальные точки корневых го-

дографов подсемейства  f  семейства полиномов (2.28) исклю-

чая точки, постоянно находящиеся в начале координат, распо-

лагаются в левой полуплоскости комплексной плоскости корней  

λ, то всегда существует интервал  d  значений параметра  an   

этих годографов: 

                                   d = (0, aω min ),                                        (2.35) 
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при которых подсемейство  f  асимптотически устойчиво.  

           Утверждение 1 используется для синтеза устойчивых 

полиномов Харитонова на основе заданных неустойчивых. Ал-

горитм синтеза, когда рассматривается случай расположения 

начальных точек в левой полуплоскости будет следующий. 

           Этап 1. Определение уравнения (2.30) корневого годо-

графа Теодорчика-Эванса для каждого из четырех полиномов 

Харитонова интервальной системы. 

           Этап 2. Определение координат  ωi   (i = 1, 2, …, l, где  l - 

число точек пересечения мнимой оси ветвями корневых годо-

графов) точек пересечения границы устойчивости ветвями под-

семейства корневых годографов полиномов Харитонова систе-

мы путем решения уравнений, полученных на предыдущем эта-

пе, относительно ω  при условии, что  φ=0. В итоге, опреде-

ляется множество  Wk  (2.33). 

           Для каждого  ωi   из множества Wk  по формуле параметра  

(2.31) вычисляется соответствующее значение варьируемого 

коэффициента an  , и определяется множество  Bk  (2.34). 

           Этап 3. Определение интервала устойчивости (2.35) по 

коэффициенту an . 

           Для этого, используя (2.34), определим минимальное  aω 

min из значений параметра в точках множества  Bk. В итоге, по-
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лучим интервал d изменения коэффициента  an, который обес-

печивает устойчивость полиномов Харитонова, а следователь-

но и системы в целом. 

           Для осуществления этапа 4 используется Теорема 1, до-

казанная также в работе [16]. 

           Теорема 1. Для робастной устойчивости семейства 

(2.28) необходимо и достаточно, чтобы значения свободного 

члена an  удовлетворяли неравенству  

                                      0 < an  < aω min ,                                   (2.36) 

если при  an = 0  отрицательны действительные части всех 

корней каждого полинома Харитонова (2.28), кроме одного из 

этих корней, который всегда равен нулю. 

           Этап 4. Сравнение полученного интервала устойчивости 

(2.35) с заданным интервалом  an  ϵ [an , an
¯
 ] неопределенности 

параметра an   в соответствии с неравенством (2.36). 

           В случае невыполнения условия (2.36) верхняя граница  

an
¯  
интервала изменения параметра настраивается в соответст-

вии с этим неравенством. 

           Если часть начальных точек годографов располагается в 

правой полуплоскости корней, то интервал устойчивости сво-

бодного параметра может отсутствовать. В этом случае, устой-
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чивость будет недостижима посредством настройки одного 

свободного параметра (свободного члена характеристического 

уравнения) и для ее обеспечения потребуется иной, более слож-

ный алгоритм. 
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ГЛАВА III. 
 

МЕТОДЫ АЛГЕБРАИЧЕСКОГО НАПРАВЛЕНИЯ 

РОБАСТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

 

3.1. Робастная устойчивость интервальных динамических 

систем по В.Л. Харитонову 
 

           Как отмечено во введении, основополагающие работы 

В.Л.Харитонова [45-47], со времени выхода в свет, вызвали 

огромный поток публикаций, связанных с чрезвычайной акту-

альностью решения проблем робастности и грубости систем 

[11].  

В этих работах В.Л. Харитоновым решены вопросы об 

устойчивости интервальных полиномов (или семейства полино-

мов) вида 

 f(λ)=a0λ
n
+ a1λ

n-1
+…+ an                     (3.1) 

где aiϵ[ai,  ̅ i], i=   ̅̅ ̅̅ ̅  - коэффициенты заданные в интервалах 

ai ai  ̅i (далее придерживаемся записи aiϵ[ai, ̅i]0, ai, ̅I - соот-

ветственно нижние и верхние границы коэффициентов ai, 

i=   ̅̅ ̅̅ ̅. 
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В работе [45] решена задача для полиномов (I.I) с дейст-

вительными коэффициентами, а в [46] с комплексными коэф-

фициентами. Показано, что необходимыми и достаточными 

условиями робастной устойчивости всего семейства действи-

тельных и комплексных полиномов (1.1) является соответст-

венно устойчивость четырех и восьми (парных) угловых поли-

номов с коэффициентами: 

1) в случае действительных коэффициентов: 

{a0, a1, ̅2,  ̅3, a4,…}, 

{a0, , ̅1,  ̅2, a3, a4,…},                                 (3.2) 

{ ̅0,a1, a2, ,  ̅3,  ̅4,…}, 

{ ̅0,  ̅1, a2, a3 ,  ̅4,…}, 

2) в случае комплексных коэффициентов, определенные 

парами: 

(h1,g1), (h1,g2), (h2,g1), (h2,g2), 

(h3,g3), (h3,g4), (h4,g3), (h4,g4), 

hi,gi, i=   ̅̅ ̅̅  - соответственно действительные и мнимые части 

комплексного полинома (1.1) f(jω)=h(ω)+jg(ω) с действитель-

ными коэффициентами множеств типа (1.2). 

           Эти угловые полиномы теперь носят название полиномов 

Харитонова. 
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           Как известно [10, 45], В.Л. Харитоновым получены фун-

даментальные результаты в области робастной устойчивости, 

которые сформулированы в виде трех теорем. При этом, Теоре-

ма 1 в литературе часто называют слабой теоремой Ха-

ритонова, результат которой формулируется следующим об-

разом. 

           Теорема 1 Харитонова. Для робастной устойчивости 

семейства полиномов (3.1), необходимо и достаточно, чтобы 

все 2
n+1

 угловые
 
полиномы были гурвицевы.  

           Угловые полиномы это все полиномы вида (3.1), которые 

имеют коэффициенты, соответствующие угловым значениям 

интервалов принадлежности этих коэффициентов. 

           Результат сильной теоремы Харитонова - Теоремы 2 Ха-

ритонова, формулируется следующим образом. 

           Теорема 2 Харитонова. Для робастной устойчивости 

семейства полиномов (3.1), необходимо и достаточно, чтобы 

были гурвицевы лишь четыре угловых полинома с наборами ко-

эффициентов (3.2). 

           Для представления Теоремы 3 Харитонова рассмотрим 

динамическую систему вида 

                                       ̇ = F(x,q),                                       (3.3) 
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где xϵR
n
, qϵR

p
, qi ϵ[qi, ̅ i], i=   ̅̅ ̅̅̅ , q - вектор параметров, гра-

ничные (угловые) значения параметров qi,  ̅ i. Предполагается, 

что изменения q квазистационарные (медленные, dq/dt = 0). 

Тогда в окрестностях точек равновесия F(x,q)=0, систему 

(3.3) можно представить линейными интервальными системами 

                                       ̇ = Ak(q)x,                                (3.4) 

где Ak(q)ϵR
nxn 

- интервальная матрица с элементами aij, i,j=   ̅̅ ̅̅ ̅, 

являющимися функциями от q, т.е. представимы как интерваль-

ные величины aijϵ[aij,  ̅ij] c угловыми значениями aij,  ̅ij,  ̅ij  ̅ij, 

k=1,2,…- номера особых точек. В общем случае Ak(q) является 

многогранником матриц со взаимосвязанными элементами [10]. 

Таким образом мы приходим к необходимости решения 

задачи В.Л.Харитонова для интервальных матриц [45] и задачи 

3 для многогранников матриц [10]. 

В работе [45] была сформулирована теорема (третья) об 

асимптотической устойчивости системы типа (3.4), без доказа-

тельства и каких-либо уточнений. 

Теорема 3 Харитонова. Для асимптотической устойчи-

вости точки (положения) равновесия  x = 0 всех систем вида 

(3.4), достаточно, чтобы четыре полинома из теоремы 2 были 

гурвицевы.  
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Эта работа В.Л.Харитонова вызвала огромный поток пуб-

ликаций отечественных и зарубежных исследователей (см.обзо-

ры [10, 29]). Так в работе [59] была опубликовано доказатель-

ство теоремы типа указанной теоремы Харитонова, которая как 

было показано на контрпримерах [55, 66], оказалась неверной. 

           Таким образом, в современной теории робастной устой-

чивости интервальных динамических систем существуют два 

альтернативных направления : 

     – алгебраическое или Харитоновское направление; 

     – частотное или направление Цыпкина – Поляка. 

           В алгебраическом или Харитоновском направлении ис-

следований проблемы робастной устойчивости, известны рабо-

ты многих авторов. 

           В работах [8-11, 29] представлены обзоры и постановки 

задач робастной устойчивости, которые были вызваны извест-

ной работой В.Л.Харитонова [45].  

           В работе Б.Т.Поляка, П.С.Щербакова [32] предложено 

понятие сверхустойчивости линейных систем управления. При 

этом сверхустойчивые системы обладают свойствами выпук-

лости, допускающими простые решения многих классических 

задач теории управления, в частности, задачи робастной стаби-

лизации при матричной неопределенности. Но существенным 
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ограничением таких систем является практическая узость их 

класса, определяемого условиями наличия доминирующих диа-

гональных элементов матрицы системы с отрицательными ве-

личинами [7].  

           В работе В.М.Кунцевича [12] получены интересные ре-

зультаты по робастной устойчивости для линейных дискрет-

ных систем. При этом матрица системы задается в классе со-

провождающих характеристический полином системы, т.е. в 

Фробениусовой форме [7], что также сужает класс рассмат-

риваемых реальных систем. 

           В работах B.R.Barmish и др. [55, 56] предложены контр-

примеры к теореме Биаласа [59], которые аннулированы в рабо-

те [21]. 

           В работах M.Mansour и др. [68-70] получены дискретные 

аналоги слабой и сильной теорем Харитонова [45], которые 

имеют ограничения, накладываемые на интервальные области 

коэффициентов или применяется [10, 22, 23] непростая проце-

дура проектирования корней полиномов на отрезок [-1, 1]. 

           В последующих параграфах данной главы работы рас-

сматривается алгебраический метод Харитоновского направ-

ления исследования робастной устойчивости непрерывных ин-

тервальных динамических систем, в случае интервальных мат-
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риц систем общего вида и без определенных ограничений, ос-

новы которого заложены в работах [21, 22].  

 

3.2. Робастная устойчивость линейных непрерывных 

интервальных динамических систем 

 

           В работе [21] сформулирована и доказана теорема типа 

третьей теоремы Харитонова [45], которая аннулирует контр-

примеры [55, 66], более того на ее основе доказана реберная 

теорема [10] для многогранников матриц. Новая реберная тео-

рема также аннулирует контрпримеры [56] для этого случая. 

Прежде, чем сформулировать основную теорему введем 

следующие обозначения: А - матрица Ak в (3.4) при фиксиро-

ванном значении k; Da- множество матриц с интервальными 

элементами aij, 

                               Da={aij:  ij  aij,   ̅ij, i,j=   ̅̅ ̅̅ ̅}; 

ai, i=   ̅̅ ̅̅ ̅- коэффициенты характеристического уравнения (по-

линома) системы (3.4) 

                  f(λ)=λ
n
 +a1 λ

n-1
 + a2 λ

n-2
 + ...+ an = 0,                     (3.5) 

где aiϵ[ai,  ̅i], i=   ̅̅ ̅̅ ̅, a0 =1, а  коэффициенты ai, а̅i называются 

угловыми; четыре угловых полиномов Харитонова f1(λ), l=   ̅̅ ̅̅  

[45] характеризуются множествами коэффициентов, представ-

ленных в (3.2), начиная с a1. 
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         Справедлива следующая теорема.  

Теорема 3.1. Для того, чтобы особая точка (положение 

равновесия ) х=0 системы (3.4) была асимптотически устой-

чива при всех А ϵ Da , необходимо и достаточно, чтобы были 

гурвицевы все четыре угловых полиномов Харитонова, состав-

ленных по сепаратным угловым коэффициентам ai (ai,  ̅ i), 

i=   ̅̅ ̅̅ ̅, характеристических полиномов системы (3.5). 

Данная  теорема  доказывается  на  основе  следующей 

леммы. 

           Лемма. Сепаратные угловые коэффициенты ai (ai,  ̅ i), 

i=   ̅̅ ̅̅ ̅, образуются как соответствующие коэффициенты по-

линомов (3.5), либо при угловых значениях элементов aij:i,j   

   ̅̅ ̅̅ ̅   матрицы A, либо при нулевых значениях некоторых эле-

ментов (если интервал принадлежности включает нуль).  

         Как нетрудно видеть из леммы, для нахождения коэф-

фициентов ai (ai, ̅i), i=   ̅̅ ̅̅ ̅, в общем случае необходимо приме-

нение оптимизационных методов нелинейного программирова-

ния [48].  

         К теореме 3.1, доказательство которой приведено в при-

ложении [21], а также в приложении к данной работе, необ-

ходимо сделать следующее уточняющее замечание. 
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           Замечание. Из основного аргумента доказательства тео-

ремы 3.1, связанного с наличием четырех угловых полиномов 

Харитонова следует, что при отсутствии полного множества 

(набора) из четырех угловых полиномов  условия  теоремы 3.1 

необходимы, но могут быть недостаточны для устойчивости 

системы (3.4). 

           Случай соответствующий приведенному замечанию мо-

жет возникнуть тогда, когда сепаратные угловые коэффициенты 

полиномов (3.5) взаимосвязаны и в итоге сужают набор уг-

ловых полиномов до количества менее четырех, включая и 

кратные, совпадающие полиномы. 

           Лемма и теорема 3.1 при больших порядках n вызывают 

немалые вычислительные трудности, связанные с оптимиза-

ционным нахождением коэффициентов ai, ̅i, i=   ̅̅ ̅̅ ̅. 

Для уменьшения этих трудностей воспользуемся резуль-

татами теории мажоризации, а именно теоремой Фана [64], поз-

воляющей сравнивать действительные части собственных зна-

чений матрицы A с собственными значениями матрицы (А + 

А*)/2. 

Теорема Fan: Для любой комплексной (nxn) - матрицы А  

       (Reλ1(А),... ,Reλn(А) )ϲ(λ1((А+А*)/2),... λn ( (А+А* )/2)).     (3.6) 
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Здесь ϲ - знак мажорирования, которая представляет (3.6) в 

виде 

∑   
 
                  ∑         

 , i,k=   ̅̅ ̅̅ ̅.                     (3.7) 

где λ1((А + А*)/2) и λ1(А) считаются упорядоченными, т.е. 

λ1((А+А*)/2),... λn((А+А*)/2)), 

Re λ1(А)   ...   Re λn(А), 

A* - сопряженная (транспонированная) к A матрица. 

Элементы    
ϲ  симметрической матрицы Аϲ = (А+А*)/2 

будут соответственно равны: диагональные    
ϲ   = aii, i=   ̅̅ ̅̅ ̅; 

внедиагональные    
ϲ     

ϲ   (aij+ aji)/2, i,j=   ̅̅ ̅̅ ̅. 

Для такой матрицы Аϲ очевидно выражения (П.1),а значит 

и процедура оптимизации соответсвующих коэффициентов 

(П.1) характеристических полиномов существенно упрощается. 

   Доказав устойчивость четырех угловых полиномов Ха-

ритонова для матрицы Аϲ, мы тем самым согласно теореме Фана 

(определяющей достаточные условия) докажем устойчивость 

исходной системы (3.4). 

           Справедливость доказанной теоремы 3.1 подтверждается 

аннулированием известных контрпримеров к теореме Биаласа 

[59].  

Действительно, для контрпримера из [55] имеем: 
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A=Ωr=|
                                              
                                                                  
                                                            

|,                (3.8) 

где r ϵ [0,1]. 

По Биаласу матрица A устойчива. Но в [55] показано, что 

при r ϵ [0.5-     ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 0.5+     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] интервальная матрица А не-

устойчива (негурвицева), поскольку а1а2 - а0а3= r
2
 - r + 0.19 < 0.  

А по результатам данной работы имеем 

a1=-∑    
 
 =1.5+r, 

a2=∑    
 
 ajj - ∑    

 
 aji=1.5+r, 

a3= ∑    
 
 ajjakk + ∑    

 
 ajkakj - ∑    

 
 ajkaki = 4r+2.6, 

отсюда а1=1,5,  ̅1=2.5; а2=1,5,  ̅2=2.5; а3=2.06,  ̅3=6.06. 

Тогда четыре угловых полинома Харитонова будут 

f1(λ)= λ
3
+1.5 λ

2
+1.5 λ+6.06, 

f2(λ)= λ
3
+1.5 λ

2
+2.5 λ+6.06, 

f3(λ)= λ
3
+2.5 λ

2
+1.5 λ+2.06, 

f4(λ)= λ
3
+2.5 λ

2
+2.5 λ+2.06. 

Вычисляя получаем, что f1(λ) и f2(λ) неустойчивы, a f3(λ) и 

f4(λ) - устойчивы. Для 

f1(λ): a1a2=2.25, a0a3=6.06; 

f2(λ): a1a2=3.75, a1a2=6.06; 
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f3(λ): a1a2=3.75, a0a3=2.06; 

f4(λ): a1a2=6.25, a0a3=2.06. 

Следовательно, интервальная матрица А =Ωr неустой-

чива. 

Аналогично можно установить непротиворечивость по-

лученных результатов контрпримеру из [66]. 

         Теперь рассмотрим примеры, которые наглядно поясняют 

смысл Замечания к теореме 3.1. 

         Пример 1. Покажем, что система (3.4) с интервальной мат-

рицей вида rA   (3.8), которая не обладает полным набором 

из четырех характеристических полиномов Харитонова, являет-

ся неопределенной робастности.  

         Действительно, если положим r1 = 0,5 - √0,06 ,  r2 = 0,5 + 

√0,06 , то как известно [55] система (3.4) является неустойчивой 

при  r1 < r < r2 , а в интервалах  r ϵ [0, r1 ) и r ϵ (r2, 1] эта систе-

ма устойчива. Если теперь предположить, что коэффициенты 

характеристического полинома (3.5) не зависят друг от друга и 

мы имеем четыре угловых полинома системы (3.4), то нетрудно 

вычислить, что только в малых частях указанных выше интер-

валов робастной устойчивости r ϵ [0, r1 ) и r ϵ (r2, 1] имеет ме-

сто устойчивости всех четырех характеристических полиномов, 

а именно при  r ϵ [0,  0,475) и r ϵ (0,9617 , 1]. 
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         Так например, для интервала r ϵ [0, r1 ) имеем следующие 

четыре угловых полинома: 

               f1 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 1,5 λ + (2,06 + 4r1 ), 

                   f2 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ (1,5 + r1 ) λ +(2,06 + 4r1 ), 

                           f3 (λ) = λ
3 

+ (1,5 + r1) λ
2 

+ 1,5 λ + 2,06 ,           

                                   f4 (λ) = λ
3 

+ (1,5 + r1) λ
2 

+ (1,5 + r1) λ + 2,06 , 

из которых два первых неустойчивы, а следующие два ус-

тойчивы.   

           Данный пример показывает, что из-за зависимости между 

коэффициентами характеристического полинома (3.5), здесь 

действительно имеет место неполный набор из двух угловых 

полиномов, и мы не можем однозначно установить интервалы 

робастной устойчивости системы (3.4), как и следовало соглас-

но Замечания к теореме 3.1. 

           Пример 2. Пусть задан характеристический полином ин-

тервальной системы (3.4) в виде  

                         f (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 2,5 λ + a3 ,                            (3.9)  

где  коэффициент a3 ϵ [2, 3]. Такой случай системы (3.4) воз-

можен например, при Фробениусовой или сопровождающей 

форме матрицы  А. 

         Тогда, четыре угловых характеристических полинома сис-

темы (3.4) будут следующие: 
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                          f1 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 2,5 λ + 3, 

                                    f2 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 2,5 λ + 3, 

                                               f3 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 2,5 λ + 2 ,    

                                                         f4 (λ) = λ
3 

+ 1,5 λ
2 

+ 2,5 λ + 2. 

           Как нетрудно видеть, в данном случае все четыре харак-

теристических полинома системы (3.4) устойчивы (a1a2 > a3) и 

система (3.4) робастно устойчива. Если же, положим  a3 ϵ [2,06, 

4,06], то в этом случае, первые два полинома  f1 (λ)  и  f2 (λ)  не-

устойчивы, а два следующих f3 (λ) и  f4 (λ)  устойчивы, а следо-

вательно система (3.4) робастно неустойчива. 

           В этом примере мы рассмотрели два случая интервальной 

системы (3.4), когда имеются две пары совпадающих или крат-

ных характеристических полиномов, но при этом имеются пол-

ные наборы четырех полиномов Харитонова, в отличие от слу-

чая системы (3.4) с матрицей rA   (3.8), где нет полного 

набора из четырех угловых характеристических полиномов, а 

только два угловых полинома, вследствие жесткой зависимости 

коэффициентов ai , i=1,2,3 от параметра r. Поэтому, в обеих 

случаях рассматриваемого Примера 2 в соответствии с Замеча-

нием к теореме 3.1 можно сделать вполне определенный вывод 

о робастной устойчивости или неустойчивости интервальной 

системы (3.4) с характеристическим полиномом (3.5), в то вре-
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мя как в случае с матрицей вида  rA   мы определенный вы-

вод о робастной устойчивости не можем сделать (здесь следует 

отметить, что в работе [21] вывод по данному случаю сделан 

неправомерно). 

           Пример 3. Для наглядности рассмотрим простой пример 

интервальной системы второго порядка.  

           Пусть система (3.4) имеет интервальную матрицу A= 

[a11,a12; 1,-2]
T
, где элементы первой строки являются интер-

вальными:  a11ϵ [-1, 0];  a12 ϵ [-2, -1]. 

           Тогда, последовательные сепаратные угловые коэффи-

циенты интервального характеристического полинома будут 

следующие: 

          a1=2,  a1
¯
=3;   a2(a1)=1,  a2

¯
(a1)=2;   a2(a1

¯
)=3,  a2

¯
(a1

¯
)=4; , 

следовательно, имеем полный набор следующих четырех угло-

вых характеристических полиномов Харитонова:     

                            f1(λ) = λ
2
 + 2λ + 1,             

                                   f2(λ) = λ
2 

+ 2λ + 2, 

                               f3(λ) = λ
2 

+ 3λ + 3,    

                                       f4(λ) = λ
2
 + 3λ + 4. 

            Как видно, все четыре угловые полиномы устойчивы, а 

значит система (3.4) с рассмотренной интервальной матрицей 

робастно устойчива. 
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Полученные теорема 3.1 и лемма позволяют решить и за-

дачу о реберной теореме для многогранников матриц [10]. 

Как известно [10], многогранником матриц называется 

множество 

Р = {Рs = ∑   
 iPi: si 0, i=1,2,…,m, ∑   

 i=1} ,        (3.10) 

где Рi, i=   ̅̅ ̅̅ ̅̅  постоянные матрицы. 

В обзоре [10] сформулирована гипотеза об условиях ус-

тойчивости Р в следующем виде (с точностью до обозначений). 

Гипотеза. Многогранник Р устойчив тогда, и только тог-

да, когда ребра Р устойчивы, т.е. матрица 

sРi+(1-s)Рj.      (3.11) 

устойчива при любых i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , sϵ[0,1]. 

Но как показано на контрпримерах в [56] гипотеза неверна 

для строго гурвицева случая. Эти контрпримеры аннулируются 

теоремой 3.2, полученной на основе теоремы 3.1 и леммы. 

Теорема 3.2. Для устойчивости многогранника матриц Р 

необходимо и достаточно, чтобы выпуклые ребра Р были ус-

тойчивы, т.е. матрица 

                                        s1Рi+s2Рj ,                                           (3.12) 

устойчива при любых i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , s1ϵ[-1,0], s2ϵ[0,1]. 

           Доказательство теоремы 3.2 приведено в Приложении к 

данной работе. 
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        Покажем, что действительно контрпримеры [56] не проти-

воречат теореме 3.2. 

Контрпример 1. Рассматриваются матрицы 

 

P1=M1=|
                                
                                   
                                

|, 

P2=M2=|
                                
                                 
                             

|; 

 

P3=M3=|
                               

                                     
                                 

| 

 

В [56] показано, что ребра типа (3.12) строго гурвицевы, 

которое утверждается по гипотезе об устойчивости много-

гранника матриц Р. 

Но там же показано, что матрица 

 

 

 
P1 + 

 

 
P2+ 

 

 
P3= |

                              
                            
                                  

| 

 

неустойчива. 

По теореме 3.2 имеем для пары (P1,P2) 

det[λI - (s1P1 + s2P2)]= (λ + s1 + s2)[λ
2
 + 0.9(s1 + s2)λ - 0.1(s1 + s2)

2
 

+ s1s2 +   
 ]. 
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Отсюда очевидно, что при независимых s1 и s2 принад-

лежащих соответственно интервалам s1 [-1,0], s2 [0,1] напри-

мер, при s1=-1, s2=0, матрица s1P1 + s2P2 неустойчива.  

Контрпример 2. Рассматривается матрица 
 

M=|

                                                 
                                                         

                                                 
                                                               

| 

 

где m11ϵ[-1.5,-0.5]; m44ϵ[-4.0,-1.0], которые представлены в виде 

m11=-0.5-q1, m44=-1.0-q2, q1ϵ[0.1], q2ϵ[0.3]. 

Характеристический полином 
 

f(λ,q1,q2)=λ
4
+(2.56+q1+q2)λ

3
+(2.871+2.06q1+1.561q2+q1q2)λ

2
+

(3.164+4.841q1+1.56q2+1.06q1q2)λ+(1.853+3.773q1+1.985q2+4.0

32q1q2). 

В [56] рассматривая 4 случая: 

q1=0, q2ϵ[0,3];  

                          q1ϵ[0,1], q2=0;  

                                                     q1=1, q2ϵ[0,3];  

                                                                                q1ϵ[0,1], 

q2=3, 

показывается, что во всех этих случаях множества (семейства) 

М строго гурвицевы. Однако, в точке множества q =0.5 и q =1.0 
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получен полином f(λ,0.5,1.0) = λ
4
 + 4.06λ

3
 + 5.961λ

2
 +7.676λ 

+7.741, который неустойчив. 

Для нашего случая, представляя как в (П.7) q1 = q11+ q12, 

q2= q21+ q22, rде q11ϵ[-1,0], q12ϵ[0,1], q21ϵ[-3,0], q22ϵ [0,3], полу-

чим для пары (q11, q22) следующие четыре полинома Харито-

нова 

 

        f1(λ)=λ
4
+2.56λ

3
+2.871λ

2
+15.865λ+23.677, 

                  f2(λ)=λ
4
+2.56λ

3
+12.614λ

2
+15.865λ+1.853, 

                            f3(λ)=λ
4
+6.56λ

3
+2.871λ

2
+3.164λ+23.677, 

                                     f4(λ)=λ
4
+6.56λ

3
+12.614λ

2
+3.164λ+1.853. 

 

Для полиномов четвертого порядка как известно при по-

ложительности всех коэффициентов условие устойчивости 

определяется неравенством Δ= а1а2а3 – (  
  a4  

 )>0. 

Вычисляя соответственно находим, что полиномы f1(λ) и 

f3(λ) неустойчивы Δ1 =-290.264, Δ3=-969.327, а полиномы f2(λ) и 

f4(λ) устойчивы Δ2=248.468, Δ4=172.062 . 

Таким образом, и для этого примера нет противоречий с 

теоремами 3.1 и 3.2. 

Контрпример 3. В [56] утверждается, что между выпук-

лыми оболочками многогранника матриц и соответствующих 

полиномов нет соответствия. По результатам леммы, теорем 3.1 
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и 3.2 это подтверждается в силу того, что множества угловых 

коэффициентов полиномов содержат только два значения аi,  ̅i, 

i=   ̅̅ ̅̅ ̅ и для каждого коэффициента, а множества угловых эле-

ментов матриц могут содержать в общем случае три значения 

аij, 0,  ̅ ij, i,j=   ̅̅ ̅̅ ̅, т.е. множество матриц шире (мощнее) мно-

жества полиномов, относительно угловых элементов и коэффи-

циентов. 
 

3.3. Вопросы робастности интервальных динамических 

систем 
 

Результаты предыдущего параграфа позволяют решать 

ряд нерешенных вопросов робастной устойчивости. Рассмот-

рим эти вопросы.  

Комплексные матрицы. В случае комплексных матриц А и 

многогранников матриц Р, результаты полученные в параграфе 

3.2 в сочетании с результатами работы [46] для комплексных 

полиномов позволяют решать задачи робастной устойчивости, а 

именно в этом случае требуется рассмотрение восьми полино-

мов Харитонова по четыре для действительной и мнимой ча-

стей (парами). Соответственно оптимизируются коэффициенты 

мнимых и вещественных частей полиномов f(jω) = h(ω) + jg(ω). 

Таким образом, нетрудно доказать следующие теоремы. 
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Теорема 3.3. Для того, чтобы интервальная матрица А с 

комплексными коэффициентами аij = αij + jβij, i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅; aijϵ[аij, 

 ̅ ij,], βijϵ[βij,   ̅ ij] была устойчива, необходимо и достаточно, 

чтобы восемь угловых вещественных полиномов Харитонова, 

определенных парами (h1,g1), (h1,g2), (h2,g1), (h2,g2), (h3,g2), 

(h3,g3), (h4,g3), (h4,g4) были устойчивы. 

Замечание 1. Оптимизация коэффициентов отдельных уг-

ловых полиномов здесь ведется раздельно по вещественным и 

мнимым частям. 

Замечание 2. Если использовать доказанную выше тео-

рему, то в этом случае верна и реберная теорема для ком-

плексных матриц. 

Условие апериодичности. Как известно [10], условие апе-

риодичности (строгой апериодичности) означает, что все корни 

(собственные значения) вещественны и отрицательны (различ-

ны, вещественны и отрицательны). 

В этом случае, используя результаты [74] ([10]) получим 

следующую теорему . 

Теорема 3.4. Для того, чтобы интервальная матрица А 

была строго апериодична, необходимо и достаточно, чтобы 

были строго апериодичны четыре пары полиномов Соха, ассо-

циированные с четырьмя полиномами Харитонова, получен-

ными в соответствии с теоремой 3.1. 
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Замечание 1. Аналогичное место имеет и условие нестро-

гой апериодичности. 

Замечание 2. Условие строгой и нестрогой апериодич-

ности нетрудно сформулировать и для многогранников матриц, 

используя теорему 3.2 и полиномы Coxa [10]. 

Доказательство теоремы 3.4 нетрудно провести используя 

теорему 3.1, а также теорему Соха об условиях апериодичной 

робастности многочленов [10]. 

Теорема Соха. Необходимым и достаточным условием 

строго апериодичной робастности многочлена f(λ) является 

строгая апериодичность многочленов fs1(λ) и fs2(λ), полученных 

из f(λ) следующим образом: 

 

fs1(λ)=∑    
 
 λ

n-i
, 

где t1k= {
   ̅̅ ̅̅
   

  нечетно 
  четно 

 

 

fs2(λ)=∑    
 
 λ

n-i
, 

где t2k= {
   ̅̅ ̅̅
   

  четно 
  нечетно 

    k=    ̅̅ ̅̅ ̅. 

Модальность. Термин модальности введен отечествен-

ными исследователями [27], в зарубежной литературе поль-

зуются термином D - устойчивости и означает, что область ус-

тойчивости (локализации корней, собственных значений) пред-
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ставляет некоторую односвязную областьD - любой формы [10]. 

Для этого случая справедлива теорема. 

Теорема 3.5. Для того, чтобы многогранник матриц Р 

был модальным с областью D, необходимо и достаточно, что-

бы были модальными с этой же областью все матрицы 
 

s1Pi + s2Pi,    (3.13) 

где    [    ],    [   ], i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

3.4. Робастная устойчивость линейных дискретных 

интервальных динамических систем 

 

Как известно, публикация работы [45] дала импульс для 

поиска многими исследователями дискретных аналогов теорем 

Харитонова [8-10, 22]. Так в работе [10]  указано, что «диск-

ретный вариант харитоновского условия четырех многочленов 

отсутствует». В этой работе показывается, что действительно 

для дискретных систем возникают сложности, связанные с тем, 

что «имеется несовместимость между областью устойчивости, 

которая в данном случае представляет собой единичный круг и 

областью изменения коэффициентов, которая является прямо-

угольником со сторонами параллельными координатным осям» 

Здесь же  отмечается, что в настоящее время получены [68-70] 

дискретные аналоги слабой и сильной теорем Харитонова с по-
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мощью декомпозиции рассматриваемого интервального мно-

гочлена 

                             f(z)=∑     
 
 z

i
, aiϵ[ai, ̅i],                              (3.14) 

на симметричную и антисимметричную части: 

                                  h(z)=(1/2)[f(z)+z
n
f(z

-1
)], 

                                         g(z)=(1/2)[f(z)-z
n
f(z

-1
)]. 

Но эти аналоги теорем Харитонова имеют определенные 

ограничения, накладываемые на интервальные области коэф-

фициентов (пары коэффициентов) аi и аn-i  образуют прямо-

угольники наклоненные под углом 45° к осям). Эти ограниче-

ния были сняты в работах  [22,23] , где получены аналоги тео-

рем Харитонова с использованием теоремы Шура. При этом 

сформулированы теоремы, являющиеся дискретными аналога-

ми результатов работы [21] по интервальным матрицам и мно-

гогранникам матриц. 

           Далее, рассматривается обобщение результатов, получен-

ных в работах [22, 23]  с учетом выводов приведенных выше 

для непрерывных систем. 

              Пусть задана дискретная интервальная динамическая 

система 

                 x(m+1) = Ax(m), m = 1,2,3,…,                                  (3.15) 
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где x(m) - вектора состояния, nxnRA - интервальная матрица с 

элементами aij i,j=1,2,…,n, представляющими  интервальные ве-

личины aijϵ[aij,  ̅ij]  с угловыми значениями aij,  ̅ij,  ̅ij  ̅ij. 

           Для дискретных систем, используя   z - преобразование, 

получаем интервальный характеристический полином системы 

(3.15) 

    f(z) = det (zI – A) = ∑ai z
n-i

, ai Є [ a i , a
-
i ] , a ί ≤  a

-
ί.        (3.16) 

Тогда, как известно [10, 50], полином (система) (3.16) ус-

тойчив, если все его корни лежат внутри единичного круга, т.е. 

|zi|<1,           (3.17) 

где zi,i =    ̅̅ ̅̅ ̅  корни (3.16). Для определения условий устой-

чивости воспользуемся подходом теоремы Шура [50], т.е. путем 

проверки выполнения условий вида 

|a0|<|an|,     (3.18) 

для последовательности полиномов, определяемых рекуррент-

ными соотношениями 

f1(z)=(a0f(z)-anf(1/z)z
n
)/z, 

…………………………………………………….     (3.19) 

fi+1(z)=(a0,ifi(z) – an,ifi(1/z)z
n-i

)/z, 

где а0,I, an,i - соответственно старший и младший коэффициенты 

i - го (i =      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) полинома fi(z) . Введем определение. 

Определение. Точками перемежаемости для коэффи-

циента ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, будем называть точки на действительной оси, 
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в которых происходят переходы корней полинома (3.16) через 

единичную окружность на плоскости корней, а интервалами 

перемежаемости соответственно интервалы в которых корни 

находятся либо внутри, либо вне единичного круга (рис.1). 

Используя (3.18) и (3.19) получены следующие утверж-

дения. 

Теорема 3.6. Для полинома (3.16), в общем случае, коли-

чество точек перемежаемости при изменениях аn-1 или ai, i = 

   ̅̅ ̅̅ ̅,  по всей действительной оси и фиксированных значениях 

остальных коэффициентов будет не более N1= 2(2
n-1

-1) 
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Следствие. Интервалов перемежаемости по ai или аn-1 ко-

эффициентам будет в общем случае на всей оси не более N1 + 1, 

из них не более N1-1 внутренних (не включающих -∞, +∞). 

Замечание. Интервалов перемежаемости в практических 

задачах следует ожидать существенно меньше, чем N1 + 1 или 

N1-1. 

Теорема 3.7. Для того, чтобы интервальный полином 

(3.16) был устойчив (в смысле (3.17)) в общем случае, при изме-

нениях ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, на всей оси, необходимо и достаточно, что-

бы было устойчиво множество, состоящее из 

N2=2
n+1

(2
n-1

 -1)
2
(2

n-2
-1 )

2
...(2

n-m
-1)

2
(2

n-m-1
-1)

2 
          (3.20) 

интервальных полиномов, где n=2m или n=2m+1. 

Поскольку в теореме 3.7 предполагается, что ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅ 

изменяются по всей действительной оси, то очевидно при кон-

кретных заданных интервалах для ai оценка (3.20) будет суще-

ственно сужатся. Учитывая выводы при доказательстве теоре-

мы 3.7, можно сформулировать вероятностное утверждение, 

которое приведем за следующими определением и обозначе-

ниями. 

Определение. Если интервал принадлежности коэффи-

циента ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅ содержит число нуль, то интервал [ai, ̅i] де-

лим на две части, а интервалы [ai,0]и [0,  ̅i] будем называть ле-

вым и правым интервалами коэффицента ai и обозначать соот-
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ветственно   
 ,   

   Каждый из интервалов   
  и   

  будем делить 

ровно на три части и обозначим точки деления соответственно 

   
 ,    

  и    
 ,    

 . 

Тогда левый интервал [ai,0] разбивается на интервалы 

                                  [ai,    
 ], [   

 ,    
 ], [   

 ,0], 

а правый на  

                                          [0,   
 ], [   

 ,    
 ], [   

 ,  ̅i].  

           Образуем интервальные полиномы Харитонова в следу-

ющем виде 

        [f1(z)]=   
 z

n
 +   

 z
n-1

 +   
 z

n-2
 +  

 z
n-3
+ …, 

               [f2(z)]=   
 z

n
 +   

 z
n-1

 +   
 z

n-2
 +  

 z
n-3
+ …, 

             [f3(z)]=   
 z

n
 +   

 z
n-1

 +   
 z

n-2
 +  

 z
n-3
+ …,       (3.21) 

                            [f4(z)]=   
 z

n
 +   

 z
n-1

 +   
 z

n-2
 +  

 z
n-3
+ …, 

Для каждого из полиномов (3.21) будем строить по 16 по-

линомов в следующем порядке, например для [f1(z)]: 

f11(z)=  
 z

n
+  

 z
n-1

+  
 z

n-2
+  

 z
n-3

+ 

+   
 z

n-4
 +   

 z
n-5

+   
 z

n-6
+   

 z
n-7

+ 

+   
 z

n-8
+   

 z
n-9

+    
 z

n-10
+    

 z
n-11

+ 

+   
 z

n-12
+   

 z
n-13

+   
 z

n-14
+   

 z
n-15

+…, 

(3.22) 

f12(z)=  
 z

n
+  

 z
n-1

+  
 z

n-2
+  

 z
n-3

+ 

+   
 z

n-4
 +   

 z
n-5

+   
 z

n-6
+   

 z
n-7

+ 

+   
 z

n-8
+   

 z
n-9

+    
 z

n-10
+    

 z
n-11

+ 



76 
 

+   
 z

n-12
+   

 z
n-13

+   
 z

n-14
+   

 z
n-15

+…, 

………………………………………………………. 

f116(z)=  
 z

n
 +   

 z
n-1

 +   
 z

n-2
 +  

 z
n-3

+ 

+  
 z

n-4
+  

 z
n-5

+  
 z

n-6
+  

 z
n-7

+ 

+   
 z

n-8
 +   

 z
n-9

+    
 z

n-10
+    

 z
n-11

+ 

+    
 z

n-12
+    

 z
n-13

+    
 z

n-14
+    

 z
n-15

+…. 
 

Отметим, что в общем случае получим 48 различных по-

линомов (остальные из 64 по (3.22) совпадают). При этом в 

(3.22)   
 =  

 =0. 

Утверждение 3.1. Для того, чтобы установить устойчи-

вость интервального полинома (3.16) при заданных интервалах 

коэффициентов aiϵ[ai, ̅i], i =    ̅̅ ̅̅ ̅. с большей вероятностью для 

практики достаточно ограничиться 48 различными полинома-

ми вида (3.22). 

Замечание 1. В качестве области корней может служит 

любая односвязная область D, если соответственно видоизме-

нить (3.17). 

Замечание 2. Утверждение 3.1 проще теоремы Мансура-

Крауса [10, 70] и сводит задачу к рассмотрению меньшего чис-

ла полиномов при больших порядках n. При небольших поряд-

ках n   возможны существенные уменьшения количества по-

линомов. 
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Аналоги слабой и сильной теорем Харитонова для дис-

кретного случая формулируются соответственно в виде теорем 

3.9 и 3.10, полученных на основе теоремы 3.8. 

Теорема 3.8. При изменениях любого из действительных 

коэффициентов ai  , i =    ̅̅ ̅̅ ̅ полинома (3.16), действительные 

корни претерпевают строго монотонные изменения, а смена 

монотонности действительной части комплексно-сопряжен-

ных корней возможна только при их переходе в действитель-

ную область.    

Теорема 3.9. Для того чтобы интервальный полином 

(3.16) был строго устойчив в дискретной области, необходимо 

и достаточно, чтобы для каждого коэффициента  ai  все точ-

ки перемежаемости, полученные по всем 2
n 

 угловым полино-

мам, не лежали в заданных интервалах  aiϵ[ai, ̅i]. 

Теорема 3.10.  Для того чтобы интервальный полином 

(3.16) был строго устойчив в дискретной области, необходимо 

и достаточно, чтобы для каждого коэффициента  ai  все точ-

ки перемежаемости, полученные по соответствующим четы-

рем полиномам Харитонова, не лежали в заданных интервалах  

aiϵ[ai, ̅i]. 

Относительно матриц и многогранников матриц в дис-

кретном случае справедливы теоремы. 
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Теорема 3.11. Для того, чтобы интервальная матрица Ad 

была устойчива с областью собственных значений 

|zi| < 1 (или zi ϵ D), i =    ̅̅ ̅̅ ̅, 

необходимо и достаточно, чтобы были устойчивы с той же 

областью множество 48 полиномов (3.22), полученных из мно-

жества всех характеристических полиномов {f(z)}, каждый 

полином которой есть полином с отдельными угловыми коэф-

фициентами найденными согласно теореме 3.1. 

Теорема 3.12. Для того, чтобы многогранник матриц Pd 

был устойчив с областью собственных значений |zi| < 1, i = 

   ̅̅ ̅̅ ̅, необходимо и достаточно, чтобы был устойчив с той же 

областью все выпуклые ребра Pd 

                                                  s1Pi+ s2Pj, 

при любых i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅, s1ϵ[-1,0], s2ϵ[0,1]. 

           Доказательства теорем, сформулированных в этом пара-

графе приведены в Приложении. 

Справедливость утверждения 3.1 покажем на известных 

контрпримерах [10, 60, 61]. 

Пример 1. Для контрпримера [10, 60]. 

f(z)=z
4
+a1z

3
+(3/2)z

2
-(1/3), 

где a1ϵ[-17/8,17/8], справедливость утверждения  очевидна (со-

гласно [10], поскольку при a1=0, полином f(z) неустойчив. 

Пример 2. Контрпример 1 из [61]. 
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Рассматривается полином четвертого порядка  

f(z)=z
4
+a1z

3
+(109/288)z

2
+0.5z-0.5,                         (3.23) 

где a1ϵ[-1,0]. 

Согласно [61] по полиномам Харитонова 

f1(z)=z
4
-z

3
+(109/288)z

2
+0.5z-0.5,   

f2(z)=z
4
+(109/288)z

2
+0.5z-0.5,                             (3.24) 

мы получим, что интервальный полином (3.23) устойчив (если 

предполагать справедливость теоремы Харитонова для дис-

кретного случая), т.к. f1(z) и f2(z) устойчивы. Но в [61] показы-

вается, что при а1=-1/8 и а1=-3/8 полином (3.23) неустойчив (на 

границе устойчивости), т.к. имеет корни |zi |=1. 

Теперь рассмотрим данный пример, пользуясь результата-

ми данной работы. Имеем для а1 интервалы 

                                      [   
    

 ], [   
     

 ], [   
 ,   

 ], 

где   
 =-1,    

 =-2/3,    
 =-1/3,   

 =0. 

Согласно теореме 3.11 полиномам (3.24) добавляются сле-

дующие два полинома 

f3(z)=z
4
-(2/3)z

3
+(109/288)z

2
+0.5z-0.5,   

f4(z)=z
4
-(1/3)z

3
+(109/288)z

2
+0.5z-0.5, 

из которых f3(z) устойчив, a f4(z) неустойчив. Действительно, 

корни 

f3(z): {z1=0.6655, z2=-0.7715, z3.4=0.3864 j0.9081}, | z1|<1, 

f4(z): {z1=0.8265, z2=0.6042, z3.4=0.2778 j0.9613}, | z3,4|>1. 
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Следовательно, контрпример 1 не противоречит утверж-

дению 3.1.  

Пример 3. Контрпример 2 из [61]. 

Рассматривается полином 

f(z)=z
3
+a1z

2
+ a1z+a3,    (3.25) 

где a1ϵ[-1/2,1/4], a2ϵ[-1/2,1/2], a3ϵ[-1/2,1/4]. 

В [61] показывается, что каждый из четырех полиномов 

Харитонова 

              f1(z)=z
3
+(1/4)z

2
-(1/2)z-1/2, 

                     f2(z)=z
3
+(1/4)z

2
+(1/2)z-1/2, 

                             f3(z)=z
3
-(1/2)z

2
-(1/2)z+1/4, 

                                    f4(z)=z
3
-(1/2)z

2
+(1/2)z+1/4, 

имеет корни внутри единичного круга, но при a = [а1, а2, а3] = 

[-1/2,-1/2,-1/2] имеет корни, которые не лежат внутри единич-

ного круга. 

Образуя полиномы (3.22) можно убедиться, что полином 

(3.25) неустойчив. Например, полином 

                f1l(z) = z
3
+    

 z
2
+   

 z +    
  = z

3
- (1/2)z

2
-(1/2)z + 0,  

имеет корни z1=-0.5, z2=0, z3
 
=1, т.е. является неустойчивым .  

           Итак, и данный пример также не противоречит утвер-

ждению 3.1. 
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           В заключение данного параграфа, сформулируем следу-

ющий алгоритм определения робастной устойчивости линей-

ных дискретных интервальных динамических систем. 

1. Пользуясь формулами леммы к теореме 3.1 [21], опти-

мизацией по элементам   aij:  ij  aij,   ̅ij, i,j=   ̅̅ ̅̅ ̅, интервальной 

матрицы А, находятся сепаратные угловые коэффициенты  ai 

ϵ[ai, ̅i], i =    ̅̅ ̅̅ ̅, интервального характеристического полинома 

(3.16).  

        2. Определяются четыре полинома Харитонова, соответ-

ствующие интервальному полиному (3.16): 

f1 (z) :  {a0, a1, ̅2,  ̅3, a4,…}; 

f2 (z) : {a0, , ̅1,  ̅2, a3, a4,…}; 

f3 (z) : { ̅0,a1, a2, ,  ̅3,  ̅4,…}; 

f4 (z) : { ̅0,  ̅1, a2, a3 ,  ̅4,…}. 

        3. Составляются n неравенств вида (П.15), указанные в 

Приложении.  

        4.Относительно каждого коэффициента ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, считая 

остальные коэффициенты фиксированными, последовательно 

находятся точки перемежаемости для всех четырех полиномов 

Харитонова и по всем n неравенствам (см. п.3), начиная с 

меньших порядков. 



82 
 

        5. Если все точки перемежаемости по всем коэффициентам 

ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅,  не принадлежат заданным интервалам, то исходный 

полином (система) устойчив, в противном случае – неустойчив. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Алгебраический метод Харитоновского направления ис-

следований робастной устойчивости интервальных динамиче-

ских систем, рассмотренный в главе III данной работы, является 

дальнейшим развитием основных результатов работ [21, 22], 

позволяющим решать проблему робастной устойчивости при 

общем виде интервальной матрицы системы. При этом метод 

направлен для решения задач робастной устойчивости как для 

линейных непрерывных интервальных динамических систем, 

так и для линейных дискретных интервальных динамических 

систем.  

Следует отметить, что Замечание к теореме 3.1 суще-

ственным образом уточняет результаты работы [21], а именно 

подчеркивает необходимость полного набора из четырех угло-

вых полиномов Харитонова (с учетом кратности полиномов) 

для определения робастной устойчивости интервальных дина-

мических систем. Также, условия необходимости и достаточно-

сти по теореме 3.1 соответствуют угловым сепаратным коэф-

фициентам, определяемым последовательно от 1-го до n-го ко-

эффициента характеристического полинома системы, которые 

могут быть найдены с использованием методов нелинейного 

программирования [48]. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы. Определим аналитические выра-

жения для коэффициентов интервального характеристического 

полинома через элемента интервальной матрицы A. Вычисляя 

определитель det[λIn-A] находим 

a1= - ∑    
 
   , 

a2=∑     
 
 ajj-∑     

 
 aji, 

a3=∑     
 
 ajkakj-∑     

 
 ajk aki-∑     

 
 ajj akk ,  (П.1) 

…………………………………………… 

an=2m=∑     
 
 ajkaks…    -∑     

 
 ajj aks ask… apq aqp + 

 ∑     
 
 ajj akk ass alm aml… apq aqp- ∑     

 
 ajj… ass apq aqp+ 

+ ∑     
 
 ajj… akk+∑     

 
 aji aks ask… apq aqp – 

-  ∑     
 
 ajk aks … apq aqi , 

 

a2m+1=∑     
 
 ajkaks…    -∑     

 
 ajk akj ask… apq aqp  - 

 ∑     
 
 ajj aks asl… apq aqk + ∑     

 
 ajj akk asl als … apq aqp - 

-  … - ∏    
 
  ∑     

 
 aji aks asl … apq aqk –  

-  ∑     
 
 ajk aks… apq aqi , 

где все индексы i, j, k, …принимают только различные значе-

ния, а во всех суммах по n сомножителей. 

Из (П.1) видно, что произвольно взятый коэффициент 

аρ(ρ=   ̅̅ ̅̅ ̅) полинома (3.5) представима линейной зависимостью 
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от любого из      (i,j=1,…,n) при фиксированных значениях всех 

остальных элементов аij, т.е. 

                              аρ=caij+d,                                       (П.2) 

где c,d -некоторые действительные постоянные. При всевоз-

можных значениях элементов, коэффициенты c и d есть интер-

вальные величины. 

Допустим, при некоторых c и d достигнуты угловые (экс-

тремальные) значения аρ равные аρ и  ̅ρ 

аρ = c1aij+d1 ,  ̅ρ = c2aij + d2     (П.3) 

где с1, с2 0. 

Тогда, в силу линейности зависимостей (П.3) очевидно, 

что аρ и  ̅ρ достижимы только при угловых значениях аij (см. 

Рис. П.1). 

                                                 
   

 ̅ 
     

                                                                ̅  

 

                                    |            0                                   

                                                αρ                                           

                                                αρ
’
  

 

Рис. П.1 
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Если же с1 или с2 равны нулю, что возможно при равен-

стве нулю одного из остальных элементов, то аρ и (или)  ̅ρ не 

зависят , от аij, что эквивалентно достижимости угловых значе-

ний аρ,  ̅ρ при нулевом аij. Лемма доказана. 

 

Доказательство теоремы 3.1. 

Пусть для устойчивой системы (3.4). каким-либо оптими-

зационным методом (дискретного программирования с n
2
 эле-

ментами с возможными двумя (аij,  ̅ij) или тремя (аij, 0,  ̅ij) зна-

чениями для каждого из них) по выражениям (П.1) получены 

угловые значения сепаратных коэффициентов 

ai(i=   ̅̅ ̅̅ ̅), аi ϵ [ai, ̅i]. 

Обозначим матрицы с соответствующими элементами че-

рез Ai,  ̅i, i=1,…,n. 

Тогда характеристические полиномы Ai и   ̅ i, соответ-

ственно примут вид 
 

fᾹi(λ) =λ
n 

+  ̃1 λ
n-1

+ ... +  ̅i λ
n-1

 + ... +  ̃n,  (П.4) 

    fAi(λ) =λ
n 

+ a1 λ
n-1

+ ... + ai λ
n-1

 + ... +  n,  

 

где aj,  ̃j, j =    ̅̅ ̅̅ ̅, j   удовлетворяют неравенствам 

aj  aj  ̅j, aj   ̃j  ̅j.     (П.5) 

При этом относительно отношения порядка aj и  ̃j ограни-

чений нет, т.е. могут быть, как равными, так и большими. 

(меньшими) друг друга. 
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Нетрудно видеть, что множество полиномов (П.4), образо-

ванное для всех i=   ̅̅ ̅̅ ̅ составляет семейство всех угловых поли-

номов Харитонова. 
 

f(λ) = λ
n
 + a1λ

n-1
 + ... + аn ,     (П.6) 

 

где aiϵ [ai, ̅i1, i=   ̅̅ ̅̅ ̅]. Следовательно, согласно сильной (вто-

рой) теореме Харитонова [45] устойчивость четырех угловых 

полиномов Харитонова из семейства (П.6) определяют необхо-

димые и достаточные условия устойчивости положения равно-

весия (особой точки) х = 0 системы (3.4). Теорема доказана. 
 

Доказательство теоремы 3.2.  

Необходимость. Представим множество (3.12) в виде 

 

Р = {Ps=Ps1+ Ps2: Ps1=∑    
 
 Рi, Ps2=∑    

 
 Рi ,              (П.7) 

                           si1+ si2=si 0, i =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ , ∑   
 i=1}. 

 

Очевидно si1 и si2 можно представить как si1ϵ[-1,0], 

si2ϵ[0,1], i =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ . Но тогда, если многогранник матриц Р устой-

чив, то устойчивы и Ps1, Ps2 в отдельности 

Ps1=∑    
 
 Pi,  Ps2=∑    

 
 Pi ,    (П.8) 

 

при    ϵ[    ],    ϵ[   ], i =    ̅̅ ̅̅ ̅,. Следовательно, устойчивы и 

любая пара s1iPi, s2iPj в отдельности и в сумме 
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         s1iPi + s2iPj, где s1iϵ[-1,0], s2jϵ[0,1], i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅̅ .                (П.9) 

 

Достаточность. Пусть все выпуклые ребра (которые со-

ответствуют выпуклой оболочке множества матриц Р 
 

s1iPi + s2iPj,      (П.10) 
 

при s1iϵ[-1,0], s2jϵ[0,1], i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅̅  устойчивы. 

   Тогда, поскольку s1i и s2j независимы и i,j принимают 

любые значения от 1 до m, то будут устойчивы и отражения 

(3.10), т.е. 
 

s2iPi + s1jPj,      (П.11) 
 

где    ϵ[   ],    ϵ[    ], i,j =    ̅̅ ̅̅ ̅. 

   Следовательно, суммируя (3.19) и (3.20) по всем i,j = 

   ̅̅ ̅̅ ̅̅  будем иметь, что  

 

Ps1 + Ps2=∑    
 
 Pi + ∑    

 
 Pi       (П.12) 

 

будет устойчива. Теорема 3.2 доказана. 

Заметим, что в формулировке теоремы 3.2 в силу незави-

симости s1 и s2 дополнительные индексы i,j опущены. 
 

Доказательство теоремы 3.6. Запишем полином (3.16) в 

развернутом виде 
 

f(z)=a0z
n
 + a1z

n-1
 + a2z

n-2
 + … + an,    (П.13) 

 

где aiϵ[ai, ̅i], i =    ̅̅ ̅̅ ̅. Положим a0=1. 
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Для определения условий устойчивости (П.13) восполь-

зуемся теоремой Шура [50], которая приводит к проверке усло-

вий (3.18) для последовательности  n  полиномов (3.19). Опре-

делим эту последовательность: 
 

f1(z)=(1-  
 )z

n-1
 + (a1 – anan-1)z

n-2
 + …+ (an-1-ana1), 

f2(z)=[(1-  
 )

2
 - (an-1 – ana1)

2
]z

n-2
 + [(1-  

 )(a1 – anan-1) – 

- (an-1-ana1)(an-2-ana2)]z
n-3

 + …+                               (П.14) 

+ [(1-  
 )(an-2-ana2)-(an-1-ana1)(a1-anan-1)], 

………………………………………………………………… 

fi(z)=[      
 -      

 ]z
n-i
+…+[a0,i-1an-1,i-1-an,i-1a1,i-1], 

 

где a0,i-1, a1,i-1, an-1,i-f, an,i-1 – соответственно коэффициенты a0, a1, 

an-1, an при z
n-i+1

, z
n-i

, z и свободный член предыдущего 

полинома fi-1(z). 

Из (П.13), (П.14) получаем систему n неравенств 
 

1>|an|, 

|1-  
 |>|an-1-ana1|,                                                            (П.15) 

|(1-  
 )

2
-(an-1-ana1)

2
| > |(1-  

 ) - (an-2-ana2) – 

- (an-1-ana1) (a1-anan-1)|, 

………………………………………………………………… 

|      
        

 ) > |a0,n-1an-1,n-1-an,n-1a1,n-1| . 
 

Из (П.14) и (П.15) нетрудно видеть, что наивысшая сте-

пень многочлена от ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, при фиксированных значениях 
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остальных коэффициентов в (П.15), будет равна 2
n-i-1

. В следу-

ющем n-1-ом неравенстве (П.15) степень аi будет 2
n-i-2 

и т.д. до 

первой степени. В итоге, если предположить наихудший слу-

чай, когда все корни, удовлетворяющие равенствам вида 
 

Fj(ai)=0, j =    ̅̅ ̅̅ ̅,         (П.16) 

 

полученным из неравенств (П.15) (где Fj некоторые полиноми-

альные функции, приведенных левых частей (П.15)), действи-

тельны и различны, то всего для i -го коэффициента аi будет 

N2=2(2
n-1

-1), i=   [   ]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , ([n/2] - целая часть n/2)        (П.17) 

точек перемежаемости на действительной оси (сомножитель 2 

перед скобкой в (П.17) обусловлен тем, что неравенства (П.15) 

в абсолютных величинах).  

Как видно из (П.14), количества точек N1 для ai и аn-i сов-

падают. Отметим, что при конкретно заданных ограниченных 

интервалах для коэффициентов ai, i =    ̅̅ ̅̅ ̅  величина N1 будет 

существенно меньшей, но их количество зависит от соотноше-

ний коэффициентов и точная оценка трудно определима. 
 

Доказательство теоремы 3.7. Очевидность доказатель-

ства вытекает из выводов леммы. 

Действительно, если составить пары ai, an-i, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, то в 

случае n=2m будем иметь максимальное количество полиномов 

( или интервалов перемежаемости) 
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N2=2
n+1

[(2
n-1

 -1)
2
(2

n-2
-1 )

2
...(2

n-m
-1)

2
(2

n-m
-1)

2
(2

n-m-1
-1)].    (П.18) 

 

Если же n=2m+1 (нечетно), то максимальное число поли-

номов равно  
 

N2=2
n+1

[(2
n-1

 -1)
2
(2

n-2
-1 )

2
...(2

n-m-1
-1)

2
]                          (П.19) 

Следовательно, в общем случае, необходимо и достаточно 

проверка всех полиномов в количестве N2, определяемой по 

(П.18), (П.19) . Теорема доказана. 

Заметим, что чем больше порядок полинома n и больше 

число интервальных коэффициентов, тем мельче становятся ин-

тервалы перемежаемости, удовлетворяющие системе (П.15). 
 

Доказательство теоремы 3.8 проведем от противного. 

Пусть теорема неверна, т.е. при изменении некоторого ко-

эффициента ak  монотонность изменения рассматриваемого 

действительного корня  zm  или действительной части αm ком-

плексно-сопряженных корней  αm  ± jβm   полинома (3.16) нару-

шается. Для определенности положим изменения  ak  в возрас-

тающем порядке. 

           Допустим значение zm   или  αm , при котором нарушается 

монотоннность, равно αm0, а соответствующее значение ak  рав-

но ak0.  

Тогда, вводя новую переменную  z=z - (αm0 – ε), где  ε>0 – 

малая величина, из (3.16) получим новый полином 
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                              f(z) = ∑ai z
n-1 

.                                     (П.20) 
 

Пусть (П.20) имеет корни  zi, i =    ̅̅ ̅̅ ̅, а рассматриваемое 

значение  

zm = αm = 0.  

           Тогда, при дальнейшем возрастании ak  значение  zm  или 

αm  в точке ak0  достигнет αm0 , а при некотором значении ak = aki 

>ak0  вследствие смены монотонности полином (П.20) снова бу-

дет иметь    zmi = αmi = 0, т.е. получим, что на оси  ak  ϵ R  проис-

ходит вторая смена устойчивости (П.20), что по известным тео-

ремам Харитонова [45] невозможно. Но в случае комплексно-

сопряженных корней указанное противоречие с теоремами Ха-

ритонова не имеет места, если смена монотонности одного из 

таких корней происходит при переходе в действительную об-

ласть, поскольку другой действительный корень сохраняет 

свою монотонность относительно действительной части этих 

корней. Таким образом, теорема 3.8 справедлива. 
 

           Доказательства теорем 3.9  и  3.10. Необходимость оче-

видна. Достаточность вытекает из теоремы 3.8.  

           Действительно, пусть имеем некоторое уравнение поряд-

ка l =    ̅̅ ̅̅ ̅, для определения точек перемежаемости коэффици-

ента  ai:  

               [a
2

0,l-i  - a
2
n,l-i ] = ± [a0,l-i ai-1,l-i  - an,l-i ai,l-i ], 



93 
 

или, далее 

       Fi
+ 

(a0, a1, …,ai,…,an )= 0,    Fi
-- 

(a0, a1, …,ai,…,an )= 0,   (П.21) 
 

           Согласно теореме 3.8, действительные решения (П.21) 

относительно ai  имеют монотонные изменения при вариациях 

любого из остальных коэффициентов, но тогда к ним примени-

мы слабая и сильная теоремы Харитонова.  

           Следовательно, непринадлежность точек перемежаемо-

сти коэффициента  ai, которые найдены по полиномам Харито-

нова, заданным интервалам [ai,  ̅ i], гарантирует устойчивость 

интервального полинома (3.16). Теоремы 3.9  и 3.10 доказаны. 
 

           Доказательства теорем 3.11 и 3.12 нетрудно провести, 

пользуясь результатами [21]. 
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