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А н н о т а ц и я .  В  с т а т ь е  р а с с м о т р е н ы  н е к о т о р ы е  з а д а ч и ,  р е ш а е м ы е  с т у д е н т а м и  п о  к у р с у  

м е т о д и к и  п р е п о д а в а н и я  м а т е м а т и к и .  П о к а з а н а  с в я з ь  а н а л и т и ч е с к о й  г е о м е т р и и  с о  ш к о л ь н о й .  
В е к т о р ы  в  п р о с т р а н с т в е ,  и х  д л и н ы  и  к о о р д и н а т ы . Р е ш е н и е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  у р а в н е н и й  и  
с и с т е м ,  у п р о щ е н и е  в ы р а ж е н и й  с  о б р а т н ы м и  т р и г о н о м е т р и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .
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te a c h in g  o f  m a th e m a t ic s  in  th i s  a r t ic le .  A n a l i t i c h e s k o y  g e o m e t r y  is  s h o w n  o f  c o n n e c t io n  f r o m  
s c h o o l .  V e k to r s  in  s p a c e ,  th e i r  l e n g th  a n d  c o o r d in a te s .  S o lv in g  o f  t r ig o n o m e t r i c h e s k y  e g u a t io n  a n d  
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K e y w o r d s :  v e c to r ,  s c a la r  w o r k  o f  v e c to r ,  r e v e r s e  t r ig o n o m e t r i c  fu n c t io n s .

Н а  ф а к у л ь т е т е  м а т е м а т и к и  и  и н ф о р м а т и к и  с т у д е н т ы  т р е т ь е г о  к у р с а  и з у ч а ю т  м е т о д и к у  
п р е п о д а в а н и я  м а т е м а т и к и .  К а ж д ы й  с т у д е н т  в  т е ч е н и и  с е м е с т р а  р е ш а е т  в а р и а н т  
с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы  и з  10  з а д а ч .  Н а  к а ф е д р е  р а з р а б о т а н а  м е т о д и ч к а  с о д е р ж а щ а я  
м о д у л ь н ы е  з а д а н и я  и  с а м о с т о я т е л ь н ы е  р а б о т ы  д л я  с т у д е н т о в .

В  н а ш  в е к , к о г д а  и н т е р н е т  в о ш ё л  в  н а ш у  ж и з н ь ,  м о ж н о  в с ё  н а й т и  в  т е л е ф о н е  и л и  
к о м п ь ю т е р е .  Н о  м ы  н е  в с т р е ч а л и  в  Г Д З  р е ш е н и е  « В а р и а н т о в  з а д а н и й  д л я  с а м о п р о в е р к и »  
« С б о р н и к а »  М . И . С к а н а в и .  М о ж е т  и  п р а в ы  а в т о р ы , ч т о  н е т  р е ш е б н и к а  п о  э т о м у  р а з д е л у .  
Р е ш а я ,  к а ж д ы й  в а р и а н т ,  с т у д е н т  п о в т о р я е т  п о ч т и  в е с ь  ш к о л ь н ы й  к у р с  м а т е м а т и к и .  М ы  
п р е д л а г а е м  р е ш е н и я  н е к о т о р ы х  з а д а ч ,  к о т о р ы е  в ы з в а л и  з а т р у д н е н и я  у  с т у д е н т о в .

В а р и а н т  Х Х Х . [1 ]
№ 9 . В  п р я м о у г о л ь н о м  п а р а л л е л е п и п е д е  ABCD A1B1C1D1 д и а г о н а л и  AC и  BD 

п е р е с е к а ю т с я  в  т о ч к е  M  и  /-А В D =  6  0  ° . О п р е д е л и т ь  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  А С ■ AD, е с л и  
| 5 i  М | =  3 , и  z B M B i  =  3 0  ° .

А н а л и з и р у е м  у с л о в и е  з а д а ч и .  З а д а ч а  п о  с т е р е о м е т р и и .  Д а е м  о п р е д е л е н и е  
п р я м о у г о л ь н о г о  п а р а л л е л е п и п е д а .  О п р е д е л е н и е  в е к т о р а ,  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  в е к т о р о в .  
В с е  ф о р м у л ы  п и ш е м  н а  д о с к е  с  п р а в о й  с т о р о н ы  о т  р е ш е н и я .
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Р

Д а н о :  A-Di -  п р я м о у г о л ь н ы й  п а р а л л е л е п и п е д .

[А С] П [ВD ] =  М, /-АВD = 6  О °

| 5 i  М | =  3 , z B M B i  =  3 О°

А С :-А !)  -  ?

Д л я  р е ш е н и я  н а ч е р т и м  е щ ё  т р е у г о л ь н и к  Д В  ̂ ВМ , г д е  в и д н о ,  ч т о  z B  ̂ ВМ = 9  О ° и  

п р я м о у г о л ь н и к  APCD; г д е  M  т о ч к а  п е р е с е ч е н и я  д и а г о н а л е й  [А С ]и  [B D  ]. В о с п о л ь з у е м с я  
т е о р е м о й :  в  п р я м о у г о л ь н о м  т р е у г о л ь н и к е ,  к а т е т ,  л е ж а щ и й  п р о т и в  у г л а  в  300, р а в е н  п о л о в и н е  
г и п о т е н у з ы .

Р е ш е н и е :

и з  Д В 1 В М : z B l B M  =  9  О z B M B l  =  3 О °; В^М =  3 ^  1В̂ В | =  1, 5  и  |В М | =

Д А B D : |В М | =  ^ V 3 ;  | B D |  =  3 V 3 ; z B А D  =  9  О °; z А B D  =  6  О° ^  z A D  В  =  3 О° |А  С | =

3 V 3 ; |А В | = ^ V 3 ;  | A D |  = | ;

Е с л и :  В  (  О ; О ; О )  ; т о  С (  О ; | ; О )  ; А  g  V 3 ; О; О )  ; D  g  V 3 ; | ; О )

В  з а д а ч е  п р о с я т  н а й т и  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  А С BD. П у с т ь  в е р ш и н а  Р с о в п а д а е т  с 
н а ч а л о м  к о о р д и н а т  и  и м е е т  к о о р д и н а т ы  В  (  О ; О ; О )  . М ы  у ж е  в ы ч и с л и л и  д л и н ы  с т о р о н  [А В  ] и  

[А D  ] , т о  м о ж е м  з а п и с а т ь  к о о р д и н а т ы  д л я  A,D и  C. Ч т о б ы  н а й т и  к о о р д и н а т ы  в е к т о р о в  [А С ] и  

[А D  ] в о с п о л ь з у е м с я  ф о р м у л о й : B  С ( х 2  — х  ]_ , у 2  — у  i  , Z2  — z  ]_}.
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я  ■ Ь—(х̂ Ь̂  +  ciyby +  d̂ b̂ .
М о ж н о  у с т н о  п р о и з в е с т и  в ы ч и с л е н и я . П о л у ч и м  А — - ^ ^ 3 ;  ^ ; 0  AD { 0  ; ^ ; 0  }.

С к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е  в е к т о р о в  в  к о о р д и н а т н о й  ф о р м е  

П о  э т о й  ф о р м у л е  и м е е м

A A ■ AD =  c^bx +  c y b y  +  c ^ b ^
_________ 8 1  8 1
A A^AD = 0 + —  + 0  = —  = 2  0 , 2  5

О т в е т :  2 0 ,2 5 .

Э т у  з а д а ч у  м о ж н о  б ы л о  р е ш а т ь  и  п о  ф о р м у л е

A ■ A =  | х |  ■ Iblcoscp,
_______ (р = a CAD = 3 0 °

AD:■AAD = |А  с |  ■ lADI^cos 3  0 °

9  V 3  8  1 
AC^AD = 3 V 3 ^ - ^  — =  — ,

т о т  ж е  о т в е т  2 0 ,2 5 .

Х о т я  в т о р о е  р е ш е н и е  к о р о ч е ,  п е р в о е  и н т е р е с н е е ,  ц е л ь  п р е п о д а в а т е л я  н е  т о л ь к о  
п о к а з а т ь  р е ш е н и е ,  н о  п о в т о р и т ь  к а к  м о ж н о  б о л ь ш е  ф о р м у л  и  т е о р е м ,  в  х о д е  о б ъ я с н е н и я  
р е ш е н и я .  П о в т о р я е м  в с е  с в о й с т в а  п р я м о у г о л ь н и к а :

а )  д и а г о н а л и  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й ;
б )  в  т о ч к е  п е р е с е ч е н и я  д е л я т с я  п о п о л а м ;
в )  в н у т р е н н и е  н а к р е с т  л е ж а щ и е  у г л ы , п р и  д в у х  п а р а л л е л ь н ы х  п р я м ы х  и  с е к у щ е й ,  

р а в н ы  м е ж д у  с о б о й .
З н а ч е н и я  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  у г л о в  н а д о  з н а т ь  в  п р е д е л а х  о т  00до 900 . Д о с т а т о ч н о  

з н а т ь  д л я  с и н у с а ,  о с т а л ь н ы е  ф у н к ц и и ,  и х  з н а ч е н и я  м о ж н о  в ы в е с т и  о п и р а я с ь  н а  т е о р е м у  
П и ф а г о р а  и  о с н о в н о е  т р и г о н о м е т р и ч е с к о е  т о ж д е с т в о :

sin^a +  cos^a =  1
Т р и г о н о м е т р и я  я в л я е т с я  ч а с т ь ю  ш к о л ь н о й  м а т е м а т и к и .  С о  с т у д е н т а м и  п о в т о р я е м  в с е  

ф о р м у л ы . Ч а щ е  в с е г о  п р о с и м  в ы в е с т и  ф о р м у л у ,  т а к  о н а  з а п о м и н а е т с я  л у ч ш е .  В ы з ы в а ю т  
з а т р у д н е н и я  п р и м е р ы , г д е  в с т р е ч а ю т с я  о б р а т н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и .

В а р и а н т  X IX . [1 ]

№ 8 . Н а й т и  ^55CoS(axCg0,755)
Н а х о ж д е н и е  з н а ч е н и я  п о  т а б л и ц а м  и  т е л е ф о н а м  н е ж е л а т е л ь н о .  Т е м  б о л е е

н а д о  о б ъ я с н и т ь  р е ш е н и е  и  п о в т о р и т ь  ф о р м у л ы .

Р е ш е н и е
П у с т ь  (  crctg 0 , 7  5 )  =  а, т о г д а  tg (crctg 0 , 7  5 )  =  tg а, 

с л е д о в а т е л ь н о  и л и

С о г л а с н о  т о ж д е с т в у  ,

п р о и з в е д я  д е л е н и е  н а

t g  а  =  ^.

cos^a,
п о л у ч и м 1 +  tg^'a =

п о д с т а в и м  з н а ч е н и е

1 +  —  =
16 cos'^ a

2 5

1 6 ’
,2 „  _ 16COS a = —

25c o s ^ a
т а к  к а к  в ы р а ж е н и е  н а х о д и т с я  п о д  з н а к о м  р а д и к а л а ,  б е р е м  т о л ь к о  п о л о ж и т е л ь н о е

4
з н а ч е н и е  c  o  s  a = -.
В е р н е м с я  к  н а ш е м у  п р и м е р у
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V  5  с о S а =  J 5 - -  =  V 4  =  2  .

О т в е т :  2 .
С т у д е н т ы  у м е ю т  п р о в е р я т ь  п р а в и л ь н о с т ь  р е ш е н и я  к в а д р а т н о г о ,  п о к а з а т е л ь н о г о ,  

л о г а р и ф м и ч е с к о г о  у р а в н е н и й .  Р е ж е - т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я .
П р е д л а г а е м  р е ш е н и е  с л е д у ю щ е й  с и с т е м ы .

В а р и а н т  X X I . [1 ]
№ 6 . Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й

Г COSTTX =  — 1 

{х  ̂  — 5 х ^  — 1 4 х  =  О .
П р о в е р я е м ,  к о г д а  с  о  s  х  =  — 1 , п е р и о д  ф у н к ц и и  у  = с о s х . И з  л е в о й  ч а с т и  в т о р о г о  

у р а в н е н и я  в ы н о с и м  х  и  п о л у ч а е м  п р о и з в е д е н и е  х  и  п р и в е д е н н о г о  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я .  
Е г о  к о р н и  м о ж н о  у с т н о  н а й т и  п о  т е о р е м е  В и е т а .

COSTTX =  - 1  ( 7ГХ =  7Г +  2пп / \п  { X = 1 + 2п,neZ
{х “ 5х^ 1 4 х  =  0. ( х ( х ^  -  5 х  -  1 4 )  =  о ( x i  =  о, Х2  =  - 2 ,  Хд =  7.

Т е п е р ь  н а м  н а д о , ч т о б ы  к о р н и  у р а в н е н и й  с о в п а л и .  У ч и т ы в а я ,  ч т о  пeZ , д а е м  з н а ч е н и я .
Гп = 0_ Гп = 1_ Гп = 2_
{х  =  1 ' {х  =  3 ' {х  =  5  '

в с е  э т и  о т в е т ы  н е  б е р е м  т о л ь к о  п р и
Гп = 3 
1 х  =  7  .

О б р а щ а е м  в н и м а н и е ,  ч т о  n м о ж е т  п р и н и м а т ь ,  т о л ь к о  ц е л ы е  з н а ч е н и я .  П р и  х  =  О и  х  =  — 2  , 
п о л у ч а е м  д л я  n д р о б н ы е  з н а ч е н и я .
О т в е т :  7.

П е р е д  п р о х о ж д е н и е м  п е д а г о г и ч е с к о й  п р а к т и к и ,  м ы  у с п е в а е м  п о в т о р и т ь  о с н о в н ы е  
р а з д е л ы  ш к о л ь н о й  м а т е м а т и к и .  П о к а з а т ь  р е ш е н и я  и  п р о а н а л и з и р о в а т ь  б о л е е  с л о ж н ы е  
з а д а ч и .
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A n n o t a t i o n .  T h e  a r t ic le  d i s c u s s e s  e x a m p le s  o f  in v e r s e  t r ig o n o m e t r i c  fu n c t io n s ,  e q u a t io n s  
w i th  th e m  a n d  c o m b in e d  s y s te m s .

K e y w o r d s :  in v e r s e  t r ig o n o m e t r i c  f u n c t io n s ,  s y s te m s  o f  e q u a tio n s .

В  ш к о л е  в  с т а р ш и х  к л а с с а х  п р о х о д я т  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и  н а ч и н а я  с  9 
к л а с с а .  О б ы ч н о  т р у д н о  д а ю т с я  о б р а т н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и .  П р и  п о д г о т о в к е  к  
О Р Т  в  н а ш е й  р е с п у б л и к е  и  Е Г Э  в  Р о с с и и  п о в т о р я е м  п о ч т и  в с ю  ш к о л ь н у ю  м а т е м а т и к у .  М ы  
р е ш и л и  о с т а н о в и т ь с я  н а  п р и м е р а х  с о д е р ж а щ и х  о б р а т н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  ф у н к ц и и .

П р и м е р  1. [1 ]. Р е ш и м  у р а в н е н и е  2  (arcsinx)^ + т г ^ 3  narcsinx. О б ы ч н о  с о в е т у е м  
о б в е с т и  arcsinx д р у г и м  ц в е т н ы м  м е л к о м , п а с т о й . Е с л и  в в о д и м  о б о з н а ч е н и е  arcsinx =  t, т о  

о б ъ я з а т е л ь н о  | t |  <  1 . П о  в и д у  у р а в н е н и я  о т м е ч а е м , ч т о  э т о  к в а д р а т н о е  у р а в н е н и е .  Н а  п  
с м о т р и м  к а к  н а  ч и с л о .

2 t ^  — 3nt +  7Г  ̂ =  о
Н а х о д и м  д и с к р и м и н а н т :

D =9п^ - 
Зп

t i  =

8тг^ =  7Г^
п

ty --

4
Зтг +  7Г

п
2 ’
п.

З н а ч е н и е  n  »  3 , 1 4  б о л ь ш е  ч е м  1. С л е д о в а т е л ь н о  t 2 н е  в х о д и т  в  р е ш е н и е  у р а в н е н и я .  
М о ж н о  п о п р о с и т ь ,  ч т о б ы  у ч е н и к и  п о д с т а в и л и  з н а ч е н и е  в  у р а в н е н и е ,  и  с а м и
у б е д и л и с ь .

п
arcsinx =  —

X  =  1.
П р и  п р о в е р к е  в и д и м , ч т о  , у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю .
О т в е т :  1.

П р и м е р  2 . [1 ]. Н а й т и  ^  5  c  о s ( ar c t д  0 , 7  5  )  .

С е й ч а с  п о л ь з у ю т с я  у с л у г а м и  и н т е р н е т а ,  м ы  х о т и м  о т м е т и т ь ,  в с е  п р и м е р ы , 
р а с с м а т р и в а е м ы е  в  с т а т ь е  н е л ь з я  н а й т и  в  р а з д е л е  Г Д З . П р и  р е ш е н и и ,  н а ш а  ц е л ь  п о в т о р и т ь  

к а к  м о ж н о  б о л ь ш е  ф о р м у л . П о к а з а т ь  к о р о т к и е  и  о р и г и н а л ь н ы е  п у т и  р е ш е н и я .
П у с т ь  , т о г д а  и л и  . Н а  о с н о в а н и и

т о ж д е с т в а  , и м е е м

1  =

1 7 9— —. П о д с т а в и м  з н а ч е н и е  t д 2 а = — I-
cos^-a  ^ 1 6

41 2  16 ,  
— -—, т о  cоs 2a = — , т .к .  cоsа н а х о д и т с я  п о д  з н а к о м  р а д и к а л а ,  б е р е м  з н а ч е н и е  - .cos^-a 25 г- 5 г- 5

^^cO sKacgO O T^ = V  5 c о s а = \5 -4 = V4 = 2.

О т в е т :  2 .
В ы з ы в а ю т  з а т р у д н е н и я  и  к о м б и н и р о в а н н ы е  у р а в н е н и я  и  с и с т е м ы . 
П р и м е р  3 . [1 ]. Р е ш и т ь  у р а в н е н и е

n , . 1 /  1\ V2
—  ( 6х — 1) = -  ar c tg 1 + ar c c о s ( — —)  
^ 4  Z \  Z) arcsin-
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П о в т о р я е м  з н а ч е н и я  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й ,  м о ж н о  п о к а з а т ь  и  н а  е д и н и ч н о й  

о к р у ж н о с т и .
п 1 7Г 2  7Г

—  ( 6 х  + 1 )  =  'Х " 7  +  -:77^'“ -7-
2 4 "  " 2  4  3 4

В с е  з н а ч е н и я  д л я  о б р а т н ы х  ф у н к ц и й  б е р ё м  в  р а д и а н а х .
п 13тг 2 4

- ( б ж  +  1) =  —  / . -

6 х  +  1 =  1 3 ,

6 х  =  1 2 ,
X  =  2 .

Ответ: 2.

П о  х о д у  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  п о в т о р я е м  ф о р м у л ы  п е р е х о д а  2тг; тг; - т г ;  - т г  и
4  3 6  6

д р у г и х  в  г р а д у с ы . В  к а к и х  к о о р д и н а т н ы х  у г л а х  р а с п о л о ж е н ы  э т и  у г л ы , к а к и е  з н а к и  и м е ю т  
д л я  о п р е д е л е н н ы х  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  ф у н к ц и й .

Пример 4. [1]. Р е ш и т ь  с и с т е м у  у р а в н е н и й .
Г COSTTX =  — 1 

1 х ^  — 5 х ^  — 1 4 х  =  0.
П р о в е р я е м ,  к о г д а  cosx =  — 1, п е р и о д  ф у н к ц и и  у  =  cosx. И з  л е в о й  ч а с т и  в т о р о г о  

у р а в н е н и я  в ы н о с и м  х  и  п о л у ч а е м  п р о и з в е д е н и е  х  и  п р и в е д е н н о г о  к в а д р а т н о г о  у р а в н е н и я .  

Е г о  к о р н и  м о ж н о  у с т н о  н а й т и  п о  т е о р е м е  В и с т а .
Г cosnx =  - 1  ( пх = п + 2пп /:п  ( х = 1 + 2п, neZ
1 х ^  — 5 х ^  — 1 4 х  =  0 . ^  [ х ( х ^  — 5 х  — 1 4 )  = 0 ^  [х  ̂ = 0,Х2 = —2 , Хз =  7.

Т е п е р ь  н а м  н а д о , ч т о б ы  к о р н и  у р а в н е н и й  с о в п а л и .  У ч и т ы в а я ,  ч т о  neZ, д а е м  з н а ч е н и я .
(п =  0_ (п = 1_ (п =  2_
1 х  =  1 ' 1 х  =  3 ' 1 х  =  5 '

в с е  э т и  о т в е т ы  н е  б е р е м , т о л ь к о  п р и  _  у

О б р а щ а е м  в н и м а н и е ,  ч т о  п м о ж е т  п р и н и м а т ь ,  т о л ь к о  ц е л ы е  з н а ч е н и я .  П р и  х  =  0  и  х  =  —2 , 
п о л у ч а е м  д л я  п д р о б н ы е  з н а ч е н и я .
О т в е т :  7.

В с е  э т и  п р и м е р ы  о к а з ы в а ю т  б о л ь ш у ю  п о м о щ ь  а б и т у р и е н т а м ,  п о с т у п а ю щ и м  в  р а з н ы е
в у з ы .
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