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Введение. Известно, что в линейно-квадра-

тичных задачах оптимального управления по прин-
ципу обратной связи при их решении методом ди-
намического программирования сначала нужно ре-
шить функциональное уравнение Беллмана. Реше-
ние этого уравнения строят в виде формы второго 
порядка относительно функции состояния управля-
емого объекта, это приводит к уравнениям типа 
Риккати, которые решаются приближенно. Алго-
ритм управления строится по этому приближенному 
решению. Свойства приближенных функций Рикка-
ти можно увидеть на графиках, но аналитическое 
выражение этих функций остается скрытым. В дан-
ной работе предпринята попытка получить прибли-
женное решение функционального уравнения Белл-
мана в аналитическом виде с помощью метода ха-
рактеристик [1–3]. 

Постановка задачи. Пусть дано линейное 
неоднородное уравнение в частных производных 
с начальным условием [1–3]:  

( , ) ( , ) ( ), ( , ) ( ).t xU t x axU t x f x U 0 x x        (1) 
Составим соответствующее (1) однородное 

уравнение: 
( , ) ( , ) , ( , ) ( ).t xu t x axu t x 0 u 0 x x          (2) 

Функции ( ), ( )f x x  заданы и удовлетворяют 
условиям, изложенным в  [1], ,a const  , 1t x R . 
Учитывая вид уравнения (2), обозначим 

,P 1 Q ax   и составим уравнения характери-
стик в параметрической форме: 
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Запишем уравнение ,dx Q ax
dt P

   и решим его. 

Получим ,atx ce  где c – постоянная интегрирова-
ния, .atc xe  В однородном уравнении (2)  

( , ) ( ),atu t x xe                         (3) 
выражение atxe  является аргументом функции ( )   
при построении решения ( , ).u t x  Далее построим 
функцию ( , , )p t x  [1–3], которая удовлетворяет сле-
дующему уравнению с условием при :t   

( , , ) ( , , ) , ( , , ) .t xp t x axp t x 0 p t t x x        (4) 
Функция ( )( , , ) a tp t x xe     удовлетворяет 

уравнению (4) и является аргументом для постро-
ения решения ( , )U t x  [1–3]: 

( , ) ( ( , , )) ( ( , , )) .
t

0

U t x p 0 t x f p s t x ds        (5) 

В данном случае решение уравнения (1) равно 
( )( , ) ( ) ( ) .

t
at a t s

0

U t x xe f xe ds              (6) 

Теперь запишем модель в обыкновенных 
производных нагрева токопроводящего стержня с 
учетом излучения тепла с его поверхности: 
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( ) ( ) ( ) ( ), ( ) .4
0

dx t Ax t bp t D x t x 0 x
dt

       (7) 

Функция ( )x t  характеризует температуру 
стержня в момент времени t, абсолютно непре-
рывна, ( ) , [ , ];1 kx t R t 0 t    ( )p t  – управляю-
щая функция из множества допустимых управле-
ний, удельная мощность постоянного электриче-
ского тока, пропускаемого через стержень; x0 – 
начальное условие, температура среды, окружа-
ющей стержень; A, b – заданные постоянные; D 
характеризует температуру в цехе (0° C или 
20° C); σ – коэффициент Больцмана интегральной 
излучательной способности материала; γ – вспо-
могательный множитель. 

В численных расчетах для удовлетворительно-
го достижения заданной температуры используем 
минимизацию квадратичного критерия качества: 

 

 

( )

( ) ( ) ,

k

k

t
2

1
0

t
2 2

2 k
0

J Q x t g dt

F x t g u t dt



 

  

  




          (8) 

где , , , , , ,1 2 kQ F g 0 t 0     – постоянные.  
Оптимальное управление определяется по 

формуле [4] 
( , ( ))( , ( )) ,0 b S t x tp t x t

2 x


 


             (9) 

где ( , ( ))S t x t  – функционал Беллмана, сложная 
функция от двух функций, ( ) , ( ) ( ).1 2t t t x t    
Уравнение Беллмана при отсутствии излучения 
тепла ( ,0 D 0    в модели (7)) и постоянно 
действующих возмущений с обращенным време-
нем t имеет вид [4] 

( , ( )) ( , ( ))

( , ( ))( )
22

2
1

S t x t S t x tAx
t x

b S t x tQ x g
4 x




 
 

 

      

       (10) 

с условием  
( , ) ( ( ) ) .2

2S 0 x F x 0 g                   (11) 
Задача. Найти приближенное решение функ-

ционального уравнения Беллмана (10), (11) в си-
стеме с сосредоточенными параметрами (7)–(9) по 
формуле (5). 

Решение задачи. Используем последова-
тельные приближения и линеаризацию. Первое 
приближение в (10) выразим по условию (11): 

( , ) ( ) .2
1 2S t x F x g                    (12) 

Дифференцируем ( , )1S t x  по x и по (10) за-
пишем уравнение для второго приближения 

( , ( )) ( , ( ))

( ) ( )
2

2 2 2 2
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t x

bQ x g F x g 


 
 

 

   
 

с условием (11). Это выражение запишем в сле-
дующем виде: 
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( , ) ( ) .

2
2 2 2

1 2

2
2

S t x t S t x tAx
t x

bQ F x g

S 0 x F x g

 




 
 

 
 

   
 

 

          (13) 

Уравнение (13) совпадает с уравнением (1) 
при обозначениях 

, , ( ) ( ) ,

( ) ( ) , .

2
2 2 2

1 2
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Рисунок 1 – Управление p(x(t))  

 
Рисунок 2 – Температура x(t) внутри 5 %-ной зоны 
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По формулам (5), (6) запишем решение урав-
нения (1) в случае (14): 
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              (15) 

Вычислив интеграл в (15), получим второе 
приближение ( , ) :2S t x  

 ( , )
22at 2 2

2 1 2
bS t x F xe g Q F  
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     (16) 

Соответствующее второе приближение 
управляющей функции (9) равно 

 ( , )0 at at
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bp t x 2 F xe g e
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 17) 

Получили форму второго порядка (16) для 
( , )2S t x  и форму первого порядка (17) для ( , )2p t x  

относительно x(t). Это согласуется с методом, 
приводящим к уравнениям Риккати в линейной 
модели (7) при γ = 0.  

Численные расчеты. В данном примере 
в (16), (17) a>0. Перейдем в (17) к пределу по 

( )t t   в сложной функции ( , ( )) :0p t x t  

lim ( , )

( ) .
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        (18) 

По правой части (18) построим приближен-
ный алгоритм управления: 
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    (19) 

Управление (19) построено для линейной мо-
дели нагрева (γ = 0). Применим (19) в нелинейной 
модели нагрева (γ = 1). Расчеты показывают, что 
управление (19) переводит температуру нагревае-
мого стержня в заданную 5 %-ную зону от g = 
1150° C (см. рисунки 1, 2). 

Величины управления и температуры на ин-
тервалах стационарности равны . ;p 1529 0

. .0x 1135 0 C  Эти величины удовлетворительно 
совпадают с расчетами в [5] по бесконечной си-
стеме Риккати, где получено . ;p 1539 7  

. .0x 1149 1 C  
Выводы. Методом характеристик во втором 

приближении функционала Беллмана ( , ( ))S t x t  
и управления ( , ( ))0p t x t  получено явное выраже-
ние от времени t, параметров управляемой системы 
и параметров минимизируемого критерия качества.  
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